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PREFAZIONE. 


Le 0[)<)r<5 di (/REMC)NA usciranno in tre volumi. A1 principio del terzo volume 
si dim l)n>,vem(Mite della vita e della produzione scientifica. dell’illustre Autore. 
(^ui e neeessario dare al lottore notizia dei criteri che hanno presieduto alia 
pubblicaziono: in jjartie.olaro fa,rgli conoscere le norme colle quali fu condotta 
la. rovisione dei lavori (lr(mionia,ni ed alcune indicazioni oonvenzionali adottate. 

l)ev(' avvertirsi anzitutto che la presente pubblicazione, fatta sotto il pa- 
trncinio d«dla H.. Acca.demia dei Linoei, fu affidata ad un Comitato composto 
dei segiHjnti Soci doirAcciadoniia: Bertini, Oastelnuovo, Dint, D’ Ovidio, 
Sfxsrk, Veronrsk. II Comitato olesse a suo Presidente il prof. Dini, e a Di- 
rettoro della, pubblicazione il prof. Bebtini, e si rivolse, per essere aiutato 
nolla suddotta rovi.siono, a vari colleghi, ai quali rende qui vivissime grazie 
per la gentilfj loro c-.ooperaziono. Dei lavori contenuti in questo primo volume 
si pnbblica.no i nomi doi rispettivi revisori (pag. 493) e lo stesso si fara per 
gli altri due volumi. 

Un primo concetto accolto dal Comitato fu che si dovessero riprodurre 
tntto le pnliblicazioni Cremoniane, anche gli esercizi, gli a.rticoli bibliografici e 
le commemorazioni, per presentare compiutamente I’opera scientifica di questo 
insigne geomotra, che da somplici inizi assurse a tanta altezza, e perclie chiare 
apparissoro le successive e varie fasi del suo pensiero: tralasciando pero il 
Caloolo grafico o la Geometria proiettiva in quanto sono libri essenzialmente 
didattici *). Inoltre, per la stessa ragione ora detta, si e creduto conveniente 

Una nuova edizione di quosti due libri forse sari fatta prossimamente dairHoBPLi. 
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di mantenere generalmente Tordino cronologico dci liivori, stMiza t'ai'c fra ns 
alcuna distinzione. 

Un altro concetto, tenuto come norma coslante dai rcvisori, fu <-hc 
dovesse rispettare scrupolosamente la redaziom' del ( 'kkmon’a, si:i |)er la s< 
stanza che per la forma. Soltanto .si giudicd neeessa,rio in (pud pimli, iiei (pia 
occorrevano rettificazioni o schiarimenti, di avvert.inie il lettore in note eo 
locate alia fine di ogni volume e indicate con | 'J, per ilistinguerio dall 

note che il Cremona appose ai suoi lavori quando vennoro .stanipati, le ((ua 
sono invece indicate con*),**),... e .sono comservate, (umi’erano, a. pie di pa 
gina di ciascun lavoro. E quando qualche volta e oe.eorsa lud teslo o ludl 
note una osservazione od aggiunta del revisore, (piesta e .stata .sempre. [xistj 
fra parentesi quadre: [...]: solo tralasciando.si di notare, die non avreldie avnl; 
alcuna utilita, la correzione di sviste assolutamento evidenfi, di numerazioin 
errata diformole o di paragrafi., e di richiami non esatti*). 

Nessun rilievo pero e stato fatto su quolleco.se did hivori t'remoniani elu 
avevano difetto di rigore dipendente dallo .stato in eiii era. la, geonu'tria purn 
quando quei lavori furono scritti: quali lo e.onsiderazioni di punfi imaginari 
come i real! senza giustiftcazione; le considerazioni non simipre rigorose di 
punti successivi; la trascuranza di dimostrazioni dell’ indipendenza di <lat(> 
condizioni; ecc. N6 ordinariamente si sono rilevaie le (‘ceezioni idie i leoreini 
esposti potevano presentare in ca.si particolari, perche Chemona .sottintende 
quasi .sempro ne’ suoi enunciati la condizione “in ge.nerale,,, eondiziono elie 
deve quindi tonersi prescnte nella lettura dello memorie Cromonimie. Inline 
nessuna osservazione fu fatta sulle inosattozzo relative ai dati storhd, inesa,t- 
tezze pure dipendenti dall’epoca in cui quelle memorie I'urono .seritte e ane.he 
dalle special! condizioni nelle quali allora si trovavano gli .stiidi geome.trici 
nol nostro paese. 

La R. Scuola degli Ingegneri di Roma, oho ora possiode la IJibliotooa 

*) In simboli usati dal Cekmona sono adoperafce qnaklui voltn l« paronttwi (juadre, ina t’f 
evidente che ci6 non pub produrre alcun equivoco. 
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VII 


Crkmona, ha permesso al Comitato, con cortese arrendevolezza ( per cui il 
Cnmitato stesso dichiara qui la propria gratitudine ), di esaminare le copie dei 
lavori di Crrmona ed i manoscritti di carattere scientifico e didattico, ivi 
contenuti. 

In quelle copie, e in alcune altre donate dal Cremona al Bbetini, si tro- 
vano nuinorose aggiuntc manoscritte del Cremona stesso, delle quali non 
risulta e non e facile assegnaro la data. Alcune di esse, per la loro estensione ed 
accui-atezzai possono lion molta probabilita riferirsi al tempo in cui Cremona 
pcnsava. a. pr(!i[)arar<^ una. edizione delle proprie opere (di che la prima idea fu 
intoi’no al 1898 c, sebbcuie non fosse mai abbandonata, non pote per varie 
circostan/iO a,vore attuaziono): invece altre sono certamente anteriori, perche 
hanno soltanto ii cuirattcn-e di appunti o ricordi e presentano imperfezioni che 
I’Autore avr(d>bo indubbia,mente tolte prima di inserirlein una nuova edizione: 
alcune sono proprieta., ora in gran parte note, ma che forse erano nuove nel 
tempo in cui furouo scritte: altre .sono schiarimenti o semplificazioni o nuove 
dimostrazioni. Tutto furouo osaminato colla massima diligenza e, quando e 
state possibile, furono introdotte integralmente nella presente pubblicazione. 
Purono invece onuisse o modificato quelle aggiunte manoscritte, per le quali 
non si poteva, fare altrimenti, nel secondo caso, come ben s’intende, dichia- 
randosi volta per volta cid che fu mantenuto o variato dell’osservazione cre- 
moniana. Sono state introdotte inoltre varie correzioni fatte dal Cremona 
stesso nci suddetti osemplari ed in altri posseduti dai prof.* G. B. Gucoia e 
G. PiTTARRLiii, che ne hanno dato gontilraente comunicazione al Comitato. 

Per mettere in evidenzai le detto cose postume si e convenuto che, quando 
non sieno nccompagnato da una. esplicita avvertenza, vengano collocate sempre 
fra sgraffo: j...!: tanto se sono inserite nel testo, quanto se sono messe nelle 
note a pie di pagina o nelle note a fine del volume*). Ma per alcuni lavori 
( fntroduzione Preliminari eco.), pei quali talune aggiunte sono tolte dalle 
traduzioni todescho, il revisore prof. Seq-re ha esteso qualche volta I’uso delle 


Soltanto a p. 8:5 di questo volume- una nota manoscritta di Cremona 6 indicata con (*))• 
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sgraffe a contrassegnare anche quelle aggiunte, come sara spiegato, quando 
occorra, in apposite note. 

I manoscritti lasciati dal Ceemona, il cui esame fu fatto parti colarmente 
dal prof. Castelnuovo, contengono riassunti di lavori pubblicati da vari geo- 
metri, appunti di lezioni, traccie di calcoli e di studi, ecc. : ma 6 parso al Comi- 
tato che nessuno di essi avesse sufficiente interesse o fosse maturo per la 
pubblicazione. Cio corrisponde al giudizio che di quei manoscritti pronunciava 
lo stesso Ceemona, il quale, come e affermato da tutti i suoi cari, negli ultirai 
anni di sua vita ebbe pin volte a dire: nulla trovarsi in essi che moritasse di 
essere stampato. 

L’edizione, assunta dal comm. U. Hoepli, e eseguita dalla Tipografia Nistei 
di Pisa. All’editore e al tipografo vadano vivi ringraziamenti per le cure poste 
affinche la pubblicazione riesca degna del nome di Ceemona. 
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SULLE TAN&ENTI SFERO-CONIUGATE. [>] 


Annali di Seienze matematiche e fisiche compilati da B. ToRTOLiisrr, tomo sesto (1856), pp. 382-392. 


Sia data una superficie qualsivoglia, rappreseiitata dall’ equazione f(x,y,g) = 0, 
e siavi in essa una linea (a) individnata; e s’imagini la superficie sviluppabile tangente 
la superficie qualsivoglia lungo quella linea. La retta caratteristica della superficie 
sviluppabile e la retta tangente la linea (a), nel punto comune a questa linea ed alia 
caratteristica, chiamansi, com’& notissimo, tangenti coniugate, e la teorica di esse h 
dovuta a Dupin. 

In luogo della superficie sviluppabile immaginiamo ora una qualsiasi superficie 
inviluppante una famiglia di superficie, le quali abbiano un contatto di un ordine 
qualunque colla superficie ^ = Q lungo la linea {a ) ; le rette tangenti questa linea e la 
caratteristica della superficie inviluppante hanno fra di loro una relazione di reeiprocita. 
di cui la teorica delle tangenti di Dupin non h che un caso particolarissimo. E al- 
r illustre prof. Boedoni che si deve il uierito d’aver cosi trattata la quistione nel modo 
piu generale possibile, mentre essa era ancora nello stato in cui 1’ aveva lasciata Dupin. 
Quest’ importante generalizzazione forma lo scopo di una nota del suddetto professore, 
inserita nel tomo I degli Opuscoli Matem. e Fisici pubblicati in Milano nel 1832. 

Qui si esporranno alcune propriety, le quali hanno luogo nel caso che la superficie 
inviluppante abbia colla data' un contatto di primo ordine, e le sue inviluppate siano 
sferiche. 

Sia f(p, g, r) = 0 I’equazione delle inviluppate tangenti la superficie data lungo 
la linea (a ) ; le due rette toccanti, 1’ una questa linea, I’altra la caratteristica della super- 
ficie inviluppante, nel punto ad esse comune, possono chiamarsi coniugate, denotando col 
nome di coniugate ordinarie quelle di cui Dupin ha dato la teorica. Siano ai , 6i , Ci ; a , j3 , y , 
i coseni degli angoli che le tangenti coniugate fanno con tre assi ortogonali; e 


GremonUf tomo I. 


1 
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STOLE TANSENTI SFERO-CONIUGATE. 


cMaminsi X, Y, Z, A, B, C, 6, H, K ; P, Q, R, D, E, F, S, T, U i valori delle derivate 
parziali 

d^^ dip dip d^p d®p d^P d®p d'"p d‘'^p 

da:’ d/y ’ ’ d*®’ d?y®’ d/’ d^d^’ dxdr’ AxAtj' 

^ ^ ^ ^ ^ ^ dy_ JY ^ 

dj»’ d^f’ dr’ d/’ d^ ’ dr^ ’ d^dr’ dp dr’ dpdg’ 

corrispondenti al punto di coordinate x^y,z] inoltre pongasi per brevita 

, _ F- + QH R^ 

r+YHz'’ 

La proprieta delle tangenti coniugate e rappresenta dalla equazione 

(1) a,a (D — Aa) + &,p(E — B8) + cfr (F — 08) 

+ (&iT + CiP) (S — GS) -I- (Cia + «i7) (T - H3) + (a,p + 8, a) (U - K8) = 0 

la quale deduces! facilmente da quella die da il prof. Bordoni, pel contatto di un 
ordine qualunque nella nota citata. Ora sia 


f= (p — + (g — ■y)^ + (r — wf — /c® = 0 


essendo u,v,ic parametri arbitrari; in questo caso F equazione (1) diviene 
V ex® 4- Y® -I- 

(2) ^ cos e = Aa, a -f- B&ifj + C ca 

+ G (6iY + Cl P) + H (Cja ttij) + K («! (3 -(- &i a) 

ove e sia I’angolo die la retta tangente la linea (a) comprende col la retta tangente 
la caratteristica della superficie inviluppante le sfere die toccano la superfide data 
lungo la linea (a). Le due rette tangenti nominate si possono chiamare sfero-coniugate. 
Siano n ed r^ i raggi di curvatura delle sezioni normal! alia superficie data e tangenti 
la linea [a) e la caratteristica considerata, nel punto ad esse comune; e siano Ej ed 
Ej i raggi di massima e minima curvatura corrispondenti al punto stesso. Avremo 
quindi, com’^ noto, 

\j _L -L- 2^) 

~ + Ccf + 2 G8i Cl + 2 Hfli Cl -)- 2 Kcfi &i 

ViSd^tP) _ gp. ^ 2 ap., + 2 Hr. + 2 K«P : 
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da queste due equazioni e dalla (2) deduces! immediatamente 


ossia 


(X^ + Y^ + zy /_1_ _ cos^e \ 
sen^e F j 


X A K H 
Y K B G 
Z H G C 
0 X Y Z 


1 

nr I 


cos® e 

— -h 


sen®e 


Se poi chiamansi 6 e 6i gli angoli che le tangent! sfero-coniugate fanno con una delle 
due l!nee d! curvatura della superfic!e data, corrispondent! al punto di coordinate 
I’equazione precedente s! muta in quest’ altra 

tang 0 . tang 6i = y — ^ > 
li R2 

quind! concludiamo !1 seguente 

Teorema. II prodotto delle tangent! trigonometriche degl! angol! clie due linee a 
tangent! sfero-coniugate esistent! sopra una superficie comprendono con una linea d! 
curvatura, e una quantitii costante per uno stesso punto della superficie. 


Pavia, il 3 settembre 1855. 
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INTOENO AD UN TEOEEMA DI ABEL. 


Annali di Scieme matematiehe e fisiche compilati da B. Tortolini, tomo settimo (1856), pp. 99-105. 


II teorema del quale questa breve nota contiene una dimostrazione, venne enunciate 
per la prima volta da Abel, in una lettera diretta a Legendre *), e in seguito dimo- 
strato dal signor Broch**). 

Lemma 1.® Siano ao> Wi, ••• ««-i« quantita qualsivogliano; a una radice primitiva 
deir equazione — 1 == 0 ; e 

9r = ao + aiar4-a2«r .... +a„ 

supposto 

(1) a,. *=«''. 

Si moltiplichino fra loro i due determinant! 



Cto 

a, 

... 


1 

1 

1 

1 


ai 

CCz 

... ao 


1 

ai 

ag ... 


D = 

. . . 


.... 

, A = 

1 

a? 

... 

a«-i 



ao 

. a, 1,^2 


1 

<- 

... 



Eseguendo la moltiplicazione per linee, ed avendo riguardo alia (1), le colonne del 


*) Crelle, Journal fiir die Mathematik, Band 6. [Oeuvres de N. H. Abel, nouv. edit., 
vol. Ii; p. 276], 

**) Crelle, J ournal fur die Mathematik, Band 20. 
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deteminante prodotto riescono ordinatainente divisibili per 6,,, Bj, ... 6„_i; e si ha 

111 ... 1 

1 a*_i ... 

1 — 2 — 2 ... ^n~'Z 


1 otj o-i ... ai~^ 

ma il determinante che entra nel secondo meixibro di questa equazione e evidenteniente 

( n—l) (n— 2) 

eguale a (—1) * A; dunque 

(n-l) (n~2) 

II teorema espresso in questa formola fu enunciato per la prima volta dal signor 
Spottiswoode *); la dimostrazione ^ del prof. Beioschi, mio valente maestro. 

Lemma 2.® Si considerino le cio) «i. ... ««-i come funzioni di una stessa variabile, 
derivando rispetto ad essa il determinante D, si ha 

D' = Di + D, + ... + D„ 

ove D, h il determinante che si ottiene dal determinante D, sostituendo agli elementi 
della r esima colonna le loro derivate. Nel determinante D.. dispongansi le linee 
(« — »' + 2) esima, {n — r + 3) esima, ... m esima, prima, seconda, ... (fj — j'-|-l)esima 
in modo che riescano ordinatainente prima, seconda, ... (r—1) esima, r esima, (r+l) 
esima, ...« esima; indi si dispongano le colonne resima, (r+l)esima, ...nesima, 
prima, seconda, ... (r - l)esima per modo che divengano prima, seconda, ... (n— r+1) 
esima, {n — r + 2)esima, (n — r-f3)esima, ...nesima; si avra 

Dr = Di 

dunque 

D' = Di = wDs = . . . = wD„ . 

Lemma 3." Sia 

Wo So ... 

mid qid gjcP ... . 


m^id"-'- 2,^1 go ... gn-sd"-® 
* Crelle, Journal fiir die Mathematik, Band 5L 
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Si puo dimostrare che I’espressione e razionale [^] rispetto a d". Infatti, dopo aver 

divisa la secoada linea del determinante H per d, se si moltiplicano le colonne se- 
conda, terza, ... ultima per ,...cZ^ e poi si dividono le linee terza, quarta,... 

ultima per c^^ ^^^ ... si ottiene 

mi g.\d" ... q.n-id'^ 

g.id'^ g.id’' ... 

mj q^d'^ q^d”' ... 


M?„_1 qn-\.d”' qo ... qn-s 1 

Teobema di Abel. Sia F(aj) = 0 requazione risultante dalla eliminazione della y 
fra le due equazioni algebriche 


S=1 

d d"" 


y" — R(it)) = 0, go + 2)2/ + +.-. + gn-i2/” ^ — 0 

ove R(a;) sia una funzione razionale edintera di goi gi . ••• gn-i « funzioni razionali 
ed intere della stessa x, nelle quali pero i coefficienti delle potenze della variabile 
siano quantita indeterminate, supposte funzioni di un’ arbitraria i. Siano a-i , , . . . a„ 

e n radici dell’equazione a;** — 1 = 0, e facciasi d—^'Kiz). Pel lemma I." si ha 



2o 

qid 

g2<? . . 

gn-i d"-^ 

F(*) = 

qid 

q,d^ 

gsd® . . . 

20 



go 

qid ... 

gn-2 d’^' 


Moltiplicando le linee seconda, terza,... ultima per a,., a* , . . .a"~\ ed aggiungendo 
agli element! della prima colonna quelli della seconda, della terza, .. . dell’ ultima mol- 
tiplicati per a,. , a® ,••• e moltiplicando quindi di nuovo le linee prima, seconda,... 
ultima per a’; , , ... a,, si ha 


< 


g2 d* ... 

g«-i d’^-^ 


q,d^ ... 

So 


So 

qid ... 

g„_2 d”-® 


( 2 ) 


F [x] = 6, 
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posto 

(3) = go + ar 2a Mr ^? + • • • + gn-1 • 

Sia X una qualunq[ue delle ji radici, supposte disuguali, dell’ equazione F ix) = o, e 
sia 9^ il fattore di F {x) che e annullato da quella radice. Derivando rispetto a t la 
equazione identica F [x) — 0, si ha (lemma 2.“) 



ho 

qxd 

q^d^ . . 

. g”-* d**-' 

Fw|+« 

h 

q-zd^ 

gsd® . . 

• go 


hn-l 

go 

qid . . 

. . g„_2 


ove = indica la derivata di rispetto alia sola t implicita ne’ coef- 

ficienti. Trasformisi il determinante nell’ equazione che precede, moltiplicando le linee 
seconda, terza, ... ultima per a,,, ,... ed aggiungendo agli elementi deirultima 

colonna moltiplicati per o!""' quelli della penultima, terz’ ultima, .. . seconda mbltipli- 
cati per ... a^; avendo riguardo all’ equazione identica 6^ = 0, si ha 

(4) F'(«)^ — wa,H = 0 

posto 



ho 

go 

qxd 

... qn-zd-^^ 

H = (— ir 

h 

q^d 


... qn-^d"-^ 


hn^l 


go 

CO 

1 

CO 

1 


Sia a una quantita costante, f{x) una funzione razionale ed intera di x\ e si molti- 
plichi la (4) per 

m 

a^{x — a) dF^ ix) ’ 

si avra 

1 f(x) dx nEf{x) 

ar (x — a)d dt (x — a)dF’(x} ‘ 

In questa equazione cambio la x successivamente in tutte le radici della F(x) = 0; 

H 

sommando i risultati ed osservando essere -y una funzione razionale [3] rispetto ad x 
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(lemma 3."), si ha, per noti teoremi sullo spezzamento delle frazioni razionali 


V — ^ = T! _ wH(a) f (a) . 

^ {x — a)d [x) dt (x — a)d [x) F{x) _ d (a) F (a) 


indicando col simbolo Tic (a:) il cofficiente di - nello sviluppo di (p(x) secondo le po- 

CO 

tenze diseendenti di x, Quindi, integrando rispetto a t, si ha 

( 5 ) y-f —IM^dx-n—^— f 

^aj(x — a)d(x) (x—a)d(x) Y(x) 


f{a) I MH(a) 
d(aj F (a) 


dt -j- Cost.®. 


Ora derivinsi le n equazioni (3) rispetto alia sola t ; poi si moltiplichino le equa- 
zioni ottenute dalla derivazione ordinatamente per 

V'l y 0^2 ) • • • 5 j ^2 ) • • • 3 • • • 5 ^'1 » *^'2 J • • • 3 

sommando ciascuna volta le risultanti si ha 

nh,-a, —+0, _ + ... + a„ , 


quindi, essendo 


TT_7 . dH (i!H 

H — ho -jj \- hi -rr — p . . . -f- — — , 

dho dhi ^ dh^..i 


ovvero 



a” 



qid . 

. . grt-2 * 



qid 



• • gn-1 




, dr-^ 

20 

. . Q'.i.a d"-® 



cC 

iid 

q2^ . . 

. . 2"-' r-* 

TT ^ « 1 



CO 

• ; 



CHr 

?o 

qid . . 

. qn-ud^-^ 



INTOKNO ID UN TEOEEMA DI ABED. 


9 


e per la (2) 

1^1 
F “ V--a, d,t 6/ 

quindi la (5) diviene 

V .1 r ^ _ f j y 1 

r^rJ(x — a)yiL{x) {x—a)y'R{v)i’-<^, 

In questo risultato consiste appunto il teorema di Abel. 


Pavia, 2 maggio 1856. 


log 6. (x) 
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INTORNO AD ALCUNI TEOREMI DI GEOMETRIA SEGMENTARIA. 


Prograynma delVI. It. Ginnasio liceale di Qremonay alia fine delPanno ecolastioo 1857, pp. 1-14. 


Scopo di qiiesta breve nota e la dimostrazione di alcuni recentissimi teoremi enunciati 
dal signor De Lafitte nelle questions proposees del cahier de mai 1857, Annales de 
Matheniatiqiies redigees par M. Terquem. A tale uopo mi serviro delle coordinate trili' 
neari e delle tangenziali, cioe faro uso di quel metodo (si elegante ed efficace, ove si 
tratti di teoremi della geometria di posizione), die alcuni matematici inglesi chiamano 
abridged notation *). 

1 . 

Si abbiano due figure omografiche, poste in uno stesso piano. E noto esistere in 
generale tre rette omologhe a se medesime, le quali si denominano rette doppie. 1 punti 
d’intersezione di queste rette sono punti doppi. Se si assumono le rette doppie come 
assi di coordinate trilineari (lines of reference), le formole analitiche per la trasfor- 
mazione omografica delle figure, riescono assai semplici. 

Siano a,b,c quantita arbitrarie; x, y, e le lunghezze delle perpendicolari condotte 
sulle tre rette doppie da un punto qualunque del piano delle due figure; cio^ le x,y,x 
siano le coordinate trilineari del medesimo punto. Risguardando questo punto come 


*) Per apprezzare i servigi ehe questo mezzo analitico rende alia geometria, vedi i lavori 
degli aMlissimi geometri— Bobillibe, PlUckbe, Salmon, Hbaen, Briosohi, Faueb, ecc. Annales 
de Gergonne — Crelle, Journal fiir die Mathematik — Salmon’s Conic Sections — Salmon’s 
Higher plane curves — Hbaen ’s Eesearches on curves of the second order — Annales de 
M. Terquem — Annali del signor Tortolini ecc. 
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appartenente alia prima figura, le coordinate trilineari del punto omologo aell’altra 
saranno generalmente esprimibili con: 


ax, hy , cx. 


Se il punto [x,y,%) movendosi nel piano descrive una linea rappresentata dal- 
r equazione : 


F (a;, y, «) = 0 


il luogo geoinetrico del punto omologo avra per equazione: 


Cosi, se la retta: 



y 

b ’ 



A.X Bt/ “1“ Ca: = 0 


si considera come appartenente alia prima figura, la sua omologa sara: 


^ . C 

- a: + -r 2 / + - » = 0 . 
a b e 


9 . 


Qualunque conica circoscritta al triangolo avente i lati nelle rette doppie: 

x = 0 , y = 0 , x = 0 


e rappresentabile coll’equazione ; 


( 1 ) 


I m n 

; 

X V z 


ove I, m,n sono indeterminate. Un punto qualunque della conica si pub rappresen- 
tare col sistema: 

t (lx + nx) = lx , ^ (mx -f- ny) — mx 


a cui si puo sostituire il seguente: 


x: y : x = 



1: (t — \)m: n 


ove t h la. variabile cbe individqa il punto sulla conica. 
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La retta che miisce il pimto {t), coESiderato come facente parte della prima figura, 
al suo omologo, lia per equazioDe; 

(2) [b — c) nx — (a — b)l9i,-\- ^ — a) ny^ = 0 

quindi, qualunque sia t, ciofe qualunque sia la coppia del punti omologhi, questa retta 
passa pel punto individuato dalle equazioni: 


b — 0 c — a a — b 
— ; — X = y =■ X 

1 /IM ^ M 


ossia dalle: 


x\y\% — 


m n 


b — c ' c — a ' a — b' 


Questo punto evidentemente e sulla conica, e per esso 

. c — b 


Lo stesso punto, considerate come appartenente alia seconda figura, ha per omo- 
logo quello che ha le seguenti coordinate: 


x \ y. X 


a(b — c) ' b[c — a) ' c{a — h) 


il quale e pure sulla conica, e gli corrisponde: 

^_ a{c—b) 
b(c — a) ' 

Per ottenere I’equazione della retta che passa pel punto (3) considerate come ap- 
partenente alia prima figura, e pel suo omologo, basta porre nella (2): 


si ha cosi: 


I m ^ ' n 


La tangente alia conica nel punto (t) ha per equazione: 

f , 1 , (t— ir 

yx-\ — y-\-- ^* = 0 

I m n 

dunque la retta (5) e tangente alia conica (1) nel punto (3). 



INTORNO AD ALCUNI TEOREMI DI GEOMETRIA SEGMENTARIA. 


13 


La retta che unisce il punto (^), considerato come appartenente alia seconda figura, 
col suo omologo, e: 


a(b — c) nx — e{a — h) 1% + 


ml 


c(a — b) m% — b(fi — a) ny 


= 0 


la quale, qualunque sia t, passa pel punto (4). 

La retta che unisce il punto (4) considerato come appartenente alia seconda figura, 
col suo omologo, e rappresentata dairequazione precedente, ove si faccia: 

. ct{e — b) 
b [c — a) ' 

cio^ dalla: 

a^ip — cY , — aY , c^{cl — bY 

— — -xA y H -z = o 

I ^ m ^ ^ n 


eppero la retta medesima e tangente alia conica nel punto (4). 

Cosi e dimostrato il teorema: 

Date due figure omografche in un piano, ed una conica circoscrilta al triangolo 
formato dalle tre rette doppie, tutte le rette che congiungono i punti di essa, considerati 
come facenti parte della prima figura, ai loro omologhi, concorrono in uno stesso punto A, 
il quale appartiene alia conica medesima. Considerando A come punto della seconda figura, 
ha il suo omologo B, il quale appartiene esso pure alia conica, ed e quello in cui concorrono 
tutte le rette congiungenti i punti della conica ( come punti della seconda figura ) ai loro 
omologhi. I punti A e B, considerati come appartenenti, quello alia prima e questo alia se- 
conda figura, hanno i rispettivi omologhi C eJ).Le rette AC e BD sono tangenti alia conica. 

Osservaizione. In luogo delle formole precedent! se ne sarebbero ottenute altre 
meno semplici ma del tutto simmetriche, quando si fossero assunte le equazioni: 

I m n 

(m — w){Z+lj • ' (l — m){n + t) 

in luogo di quelle assunte effettivamente per rappresentare il punto generico sulla 
conica (1). Una osservazione analoga valga per le proposizioni che seguono. 


3 . 

L’equazione generale di una conica inscritta nel triangolo: 


a: = 0, y — 0, *==0 
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e la seguente: 

( 6 ) yJ{loo) + ^{my) + = 0 

quindi un punto qualunque di questa linea potra rappresentarsi col sistema: 


x: y : % 


1 . A-i y 1 . 1 


I • 


m n 


e I’equazione della tangente in questo punto sara: 

(7) 2 (< — l)lx — 2 (t-\-\)my — (f — l)nx = Q. 

Questa retta, considerata come appartenente alia prima figura, lia per omologa la: 

2{t — l)-x — 2 {t + 1) j y — (f — 1) - 'X = 0 


e le due rette s’incontrano nel punto: 
XX y : x = 


^-|-1 (lib — c) _ t — 1 h{c — a) _ c{a — h) 
2 I ' 2 m ' n 


il qual punto, qualunque sia t, cio6 qualunque sia la coppia delle rette omologhe 
trovasi sulla retta: 

I . m , 


( 8 ) 


X -f- 


n 


a{b—c)'~ ' b{c — a) " ' c{a — b) 
Questa equazione, moltiplicata per la quantita: 

4a6(u — a) (c — b) 


x — 0. 


assume la forma (7) ove sia: 

(9) t = 


c(b — a) 

2 ab — c (a -\-b) 


c(b — a) ’ 

dunque la retta (8) e tangente alia conica (6) nel punto (9), ciofe nel punto: 

x: yx x= ~ 

I ' m ' n ' 

La retta (8), considerata come appartenente alia prima figura ha per omologa la: 

I ^ m , n 

e questa incontra la (8) precisamente nel punto (9). 
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Se la retta (8) si risguarda come facente pai’te della secoada figura, la sua omologa 
e rappresentata dalla: 


(10) 



TO , n 

y H 7 

c — a a — b 


z = 0 


equazione, la quale moltiplicata per: 


assume la forma (7) ove sia: 


4 (e — a) (c — b) 
a — b 


t = - 


2c — (a + . 


a — b 


dunque la retta (10) e tangente alia eonica (6) nel punto determinate da questo valore 
di t, ossia nel punto: 


( 11 ) 


x: y: 


(b-ef 


{e — af ^ {a — bf 

7n ’ 71 


Analogamente le tangenti della conica (6), considerate come appartenenti alia 
seconda figura, incontrano le loro omologlie in punti tutti situati nella retta (10). 
Questa retta, considerata come appartenente alia seconda figura incontra la sua omo- 
loga nel punto (11). 

Concludiamo quindi il teorema: 

Se si ha %ina conica inscritta nel triangolo fo7‘'mato dalle tre rette doppie, di un sistema 
di due fyure omografiche, le tangenti ad essa, considerate come appa^ienenti alia prima 
figura incontrano le loro omologhe in punti tutti situati sopra una medesima retta L, 
che e pure tangente alia conica, Questa retta, risguardata come appartenente alia seconda 
figura ha la sua omologa M, la quale tocca anch'essa la conica ed e quella in cui le 
tangenti della conica, considerate come facenti parte della seconda figura, incontrano le 
rispettive omologhe, Le due rette L ed M, considerate come appartenenti, Vuna alia prima 
figura, Valtra alia seconda, hanno le loro omologhe P e Q; eZ punto comune ad Jj,V e 
quello comune ad M, Q appartengono entrambi alia conica. 


4 - 

Riprese le denominazioni del paragrafo secondo, si considerino due punti 
{t = v), {t = w) sulla conica (1); e per essi le due rette: 


( 12 ) 


hx + My -f = 0 


-j- Qy -|- = 0 j 
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saranno ideutiche le: 

(13) — lj^ + M(® — l)w + N« = 0 

P — ij Z -f- Q (w — 1) m -f- Era = 0 . 

Per trovare le coordinate trilineari dell’ altro punto comune alia prima delle rette 
(12) ed alia conica (1), elimino x fra le equazioni di queste linee ed ottengo, avuto 
riguardo alia prima delle (13): 

(LZ + MTO'j;*)a:«/ + t;ZM2/®=0 

da cui: 

x: y = — Ml) : L , [“] 

quindi pel punto richiesto si avra: 

mv M 


Analogamente, per 1’ altro punto comune alia conica (1) ed alia seconda delle rette (12), 
Sara: 

mw Q 


Eppero, affinche questi punti coincidano, e necessario e sufficiente che sia: 

L P 

doe: 


ove s 6 un’ indeterminata. 

Quindi le equazioni delle rette (12) divengono: 


vsnx ny {I — v) {m — Zs)* = 0 
wsnx -\-ny (1 — w) (rn — ls)x = 0 . 

AffincM queste rette siano omologhe, h necessario che la seconda equazione si possa 
dedurre daUa prima col porre in questa: 


X y X 
o’ 6’ c 
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ordinatamente in luogo di: 

X, y , 

la qual condizione da quest’ unico sistema di valori per v b w\ 

a (e — b) c — b 

'V=-r j f , W=: . 

b (c — a) e — a 

I due punti a cui corrispondono questi valori di t sono omologhi Tuno deH’altro, 
e sono quei medesimi punti (3) e“ (4) che gia si sono incontrati nel teorema del para- 
grafo secondo. Concludiamo quindi il teorema: 

Su di una conica circoscritta al triangolo formato dalle rette doppie di rni sistema 
di due figure omogradche esistono sempre due punti (e due soli) tali die due rette rotando 
intorno ad essi ed intersecandosi sulla conica si mantengano costantemente omologhe nelle 
due figure. Tali punti sono gli stessi k e di cui si fa cenno nel teorema del paragrafo 
secondo. 


Eiprese le denominazioni del paragrafo terzo, s’ imaginino due tangenti alia conica 
(6) in due punti fissi (t=v), (i = w), ed una tangente nel punto variabile it). Questa 
tangente incontra quelle rispettivamente ne’ imnti determinati dalle equazioni: 

- 1 . ( ^-1)(^-1) 1 . 1 
■ ^ ■ 4 I ' 4 m ‘ n' 

(iH-l){w+l) 1 . 1 . 1 

X *, U • X — ■ ■, . . • • 

^ 4 Z 4: m n 

Affiuch^ questi punti siano omologhi, e neeessario e sufficiente che si abbia; 
a: w-\-l=e\ v-^1 , hi w — l=c: v — 1 

da cui si ha I’unico sistema di valori per v , wi 

2c — (a + ^) 2a6 — c(a + 6) _ 

e{b—a) 

i quali valori di t corrispondono alle due tangenti omologhe (8) e (10) della conica che 
ci oceupa. ' 

Abbiamo cosi il teorema: 

Bate dm figure omografiche in un piano ed una conica inscritta nel triangolo formato 
dalle rette doppie, vi sono sempre due rette tangenti alia conica (e due sole) tali che una 


Cremonaj tomo X. 


2 
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reita la qiiale si muova niantenendosi tangents alia stessa conica, incontri quelle in due 
yunti Gostantemente omologJii nelle due figure. Quelle due rette sono le L ed M, gia in- 
contrate nel teorema del paragrafo ter 00 , 


6 . 


Pel punto doppio: 
imagino una retta fissa: 

ed in essa il punto variabile: 


x = y — 0 
mx — ly = 0 


I m n 

ove n e indeterminata. 

Fna retta: 

kx By Gx — 0 
passera per questo punto, purche sia: 

(14) kl — j- B/w Cn = 0 . 

Questa retta incontra la sua omologa: 


nel punto: 


A , B , C 
a ' c 


x: y : x = 


a(b — c) b(c — a) 

k ■ ~B 


e (a — b) 
C 


Da queste due equazioni e dalla (14) elimino A, B, C, ed ottengo cosi I’equazioiie 
del luogo geometrico de’ punti analoghi al precedente e corrispondenti ad uno stesso 
valore della variabile n: 


al{b — c) bm(c — a) cn(a — b) 

1 :: 1 ; 


y 


la quale rappresenta una conica circoscritta al triangolo: 


a: = 0, y — 0, x = 0. 
La tangente a questa conica nel punto: 


x — y=^0 
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e: 

al(b — c)y 4- bm[c — a) x — Q 
e quindi e indipendente da n. Dunque: 

Date due figure omografiche in un piano, $e per un punto doppio si conduce una 
retta fissa A e su di guesta si prende un punto a, tutte le rette della prima figura che 
passano per a incontrano le loro rispettive omologhe in punti situati su di una stessa 
conica, che passa pe’ tre punti doppi. Tutte le coniche corrispondenti agli infiniti punti 
della retta A si toccano in uno stesso punto, il quale e il punto doppio pel quale passa 
la retta A. 

Eeciprocamente, se le coniche corrispondenti a due punti si toccano, questi punti sono 
in linea retta con un punto doppio ed il contatto ha luogo in questo punto. 

Infatti, i due punti siano determinati dalla equazione: 


X y X 

I m n 

X y X 

L^M~N 


a cui corrisponderanno rispettivamente le coniche: 


al {b — c) bm (c — «) , cn (a — b) 

X ^ y ' X 

aL{b — c) bM{c — a) cN (a — b) 


0 

= 0 . 


Siccome queste coniche passano entramhe pei punti doppi, cosi se esse si toccano, 
cio avra luogo in uno di tali punti. Sia per es. Yx = y = 0. Le tangenti alle due 
coniche in questo punto sono: 

al{b — c)y-\-bm(c — a) a; = 0, aL{b — c) y -{-bM{c — a) x = 0: 
esse coincideranno se: 

L = sZ, M=s7n. 

ove s e un’indeterminata. Allora il secondo de’ punti dati sara rappresentato dalle 
equazioni : 

X y sx 
I m N 

cio^ i due punti dati sono entrambi sulla retta: 
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passante pel punto doppio: 


I m 
x — y = 0 


il quale e quello in cui si toccano le due coniche. 


7 . 


Sulla retta doppia; 

x = 0 

fisso il punto; 

lx -j- my = 0 , « = 0 
e per esso imagine la retta variabile: 

lx -j- my -f- nx = 0 

ove n e indeterminata. 

Siano u,v,io le coordinate trilineari di un punto di questa retta: I’equazione 
della congiungente il punto stesso al suo omologo sara: 


b — c 
u 


I ^ — ® I 

x-\-——y-\- 


a — b 
w 


z = 0 


la quale equazione, eliminandone u:ia mediante I’identica: 


diviene : 


hi -f mv -j-nw = 0 


[b — c)lx — (c — a)my — (a — b)nx v 
. {a — b)m 


(c — a) n 
(a — b) m 


y = 0. 


La forma di questa equazione manifesta che la retta da esaa rappresentata inviluppa 
la conica: 


ossia: 

^/{l{b — c)x) + V(TO(e — a)y) '\/{n{a — b)x) — 0 
conica inscritta nel trjangolo: 


a) n l(b — c) lx — {c — a)my — (g- 




-h\ «.r\2 


x~o, y = o, x=o. 
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Qualunque sia n questa conica tocca la retta; 
nel punto: 

= 0 , l{h — (i)x — m[e — a)y — 0\ 
dunque e dimostrato il teorema; 

Date due figure omograficJie in un piano, se sopra una retta doppia si fissa un punto A 
e per esso si conduce una retta 1, le rette cTie congiungono i punti della retta 1 co’ loro 
omologhi inviluppano una conica, die e inscritta nel triangolo formato dalle rette doppie. 
Tutte le coniche corrispondenti alle infinite rette die si ponno condiirre per A si toccano 
in uno stesso punto, e la tangente commie e la retta doppia $u cui e preso il punto A. 

Reciprocamente, se le conidie corrispondenti a due rette si toccano, queste rette s^in- 
contrano in un punto di una retta doppia, sulla quale ha luogo il contatto, 

Infatti siano le due rette: 


lx -f- -{-?iz = 0 , My -}- = 0 

a cui corrisponderanno rispettivamente le coniclie: 

VO y) + VO^ ^') = ^ 

V(L (b — c)x)-\- V(M (c — a) y) + V(N {a—b)x) = 0. 

Siccome queste coniche sono entrambe inscritte nel triangolo formato dalle rette 
doppie, cosi se esse si toccano, cio ayra luogo in un punto di una di queste rette mede- 
sime: sia per es. nella % = 0. Siccome la retta % — 0 tocca la prima conica nel punto: 

l[b — c) x = m (c — a) y , % = 0 

e la seconda conica nel punto: 

L(6 — c)x — M{c — a) y , x — 0 

se quest! punti coincidono, sara: 

1j = sI , M = sm 

ossia le due rette date avranno per equazioni: 

N 

lx + my -{-nx — 0, lx my x = 0 

s 

eppero esse si segano sulla: 


* = 0 . 
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Per agevolare la dimostrazione di un teorema che verra esposto nel paragrafo 
none, premetterd la soluzione del seguente problema [**]: 

Bato un sistema di due figure omografiche paste in uno stesso piano, trovare le rette 
di una figura che colie loro omologhe sono divise ne’ punti omologhi in parti proporzionali. 
In questo paragrafo faro uso delle coordinate tangenziali. Siano; 

x' , y' , x' 

le coordinate tangenziali di una qualunque delle rette richieste ; supposte riferite le 
due figure ai punti doppi; 

^ = 0, y — 0, z~0 

ed espresse con a, b, c delle indeterminate, le coordinate tangenziali della retta omo- 
loga di quella saranno: 

ax' , by ' , ex' . 


Due punti qualunque della prima retta siano rappresentati dalle equazioni: 

u-\-hv = 0, u-\-kv = 0 


ove : 


y — * — X , x — ^/ 

U = ; X y -\ y— X 

X y ^ X 

= (!/'—*') X + (*'— x') y + [od~~y') x 


ei h,k sono due indeterminate. La distanza fra i due punti sara divisa in parti pro- 
porzionali a due numeri m,n dal punto: 

u iv = 0 

mh 4- nk 

ove : ^ == ! . 

m-{-n 

I punti omologhi a’ precedent! sono; 

U + ;iV = 0, U + ftV = 0, U + fV = 0 

ove: 

U = 0, V = 0 

sono i punti omologhi rispettivi de’ punti: 

M = 0, D = 0. 
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Affinche il punto: 

divida la distanza fra i due: 


u + fV = 0 


U + feV = 0, U + fcV = 0 


in parti tali che stiano fra loro come m: n, deve aversi: 

m (U hV) » (U + JtV) _ {m + n) (U + iV) 
A + hB + A + kB ~ A + iB 


ove A e B sono rispettivamente i risultati ottenuti col porre x = y = %=l nelle 
funzioni linear! U e V. Posto per ^ il suo valore, dopo alcune facili riduzioni, I’equa- 
zione precedente diviene: 


L’ equazione: 
ossia la: 


B(BU— AV) = 0. 


B = 0 


a{b — c) x' — a) c (a — b) x' — 0 


da la soluzione richiesta. L’altra equazione: 


ossia la: 
d^: 


BU — AV = 0 


{cx! — by')x f\- {ax' — ex!)y (by' —ax)x = 0 

ax' — by' — ex' 


caso particolare della B = 0. 

L’ equazione B = 0 rappresenta un punto situate a distanza infinita. Dunque le 
rette richieste sono parallele alia: 


ax' = by' = ex! 


cio^ a quella retta della prima figura che ha la sua omologa a distanza infinita. 

Cosi e dimostrato il seguente teorema, reciproco di uno notissimo dell’illustre 
geometra Chasles (TraiU de Geometric Supirieure, pag. 365): 

In ciascuna figura le sole rette; che colie rispettive omologhe sono divise dai punti 
omologhi in parti proporeionali, sono le parallele a guella che ha la sua omologa nelValtra 
figura situata a distanea infinita. 
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Ricerchianio ora se fra le rette detGriQiEate nel paragrafo precGdente, ve eg siano 
di quellG che colle rispottivo omologhG siano divisG in parti eguali dai punti omologhi. 
Riprese le coordinatG trilineari, siano A,B,C gli angoli del triangolo formato dalle 
rette doppie: 

x = 0, y — 0, z — 0\ 

saranno quindi: 

ax sen k by senB -f- cx sen C = 0 

( 15 ) X . , 2 / T, I ^ nr. 

~ sen A + r senB H — senC = 0 
a b e 


le equazioni delle due rette che nelle due figure hanno le omologhe a distanza infinita. 
Sia poi LM , LN , una coppia qualunque di rette omologhe, rispettivamente parallele 
alle precedent!; le loro equazioni saranno della forma: 

(a-}-s)a: senA-f (6 + s)y senB -f (c + s) ^ssenC = 0 
(i + i) sen A + (i + sen B + (1 + i) . sen 0 - 0 

ove s e la quantita che individua la coppia delle rette omologhe. 

II punto L ad esse eomune ha per coordinate: 

a{b — c) _ b{c — a) _ c(a — b) 

X. y. K, (a 5 _|_sjgenA ' (2i-j-s)senB ' (c + ®)senC’ 

considerato questo punto come appartenente alia prima retta avra per omologo I’M 
determinate dalle: 

a; . „ . * . (^ — g) . ^{G~a] . (?{a — b) 

' ' ' (a+s) senA ■ (6 + s)senB ' (o + «)seiiC 

e considerato come appartenente alia seconda retta avra per omologo I’N determi- 
nate dalle: 

b — e e — a a — b 

CC * 'Z/ ’ • ■ . • • 

(a4-^)senA ' (6-f-s)senB ’ (c-)-s)senC' 

Quindi I’equazione della retta MN sara: 

(i-j-c) (a-|-s)a:senA -f- (c-fo:) senB -f- (a-j-b) (c -f s) * sen C == 0. 
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Ora affiache sia soddisfatta la coadizioue dell’ attuale probleaia, e necessario e suffi- 
cieate che la retta MN riesca parallela ad aaa delle bisettrici degli aagoli corapresi 
dalle rette (15). 

II puato coiauae alle (15) e: 

a (6® — c*) b {<? — a“) c (a* — 6®) 

x: y: x — — ^ ~ 

seaA seaB seaC 

e la parallela ad MN coadotta per questo puato sara: 

[he -f as) X sea A + {ca -f- bs) y seaB + [ab + cs) x sea C = 0 . 

D’altra parte, posto: 


= a® sea® A + 5® sea® B + c® sea® C — 25c sea B sea C cos A — 2m sea C sea A cos B — 

— 2ab sea A seaB cos C 


1112 2 

k =— 2 sea® A + Tj sea® B + -, sea® C — r- seaB sea C cos A sea C sea A cos B — 

a® 5® c® be ea 

2 

7 senAsenB cosC, 

ab 

le due bisettrici degli angoli compresi dalle rette (15) sono rappresentate dalla doppia 
equazione : 


:ka^ , , h±kP ^ , h±kc^ 

X sen A H r — y senB H % senG = 0. 


Quindi indicata con i un’indeterminata, per condizione del problema dovra essere: 

a {be + cts) = i(k± ka^) 
b {ca -|- bs) —i{h± kb^) 
e {ab -)- cs) =i{h± kc^) 

da cui inoltiplicando ordinatamente per b — c, c — a, a — b e sommando si ha: 

±ik — s 


quindi, ciascuna delle precedent! da: 

hs = ±.k abc 

cioe due valori per la s, epperb due sistemi di due rette omologhe divise in parti 
eguali dai loro punti omologhi. Siccome poi, per uno di questi sistemi la retta LM e 
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parallela ad una delle bisettidci degli angoli delle rette (15), e per Taltro e parallela 
alFaltra, cosi ne risulta evidentemente che se due punti descrivono nello stesso senso 
le due rette di una figura, i loro omologhi descriveranno in senso contrario le rette 
omologhe nelF ultra figura. 

Cosi e dimostrato il teorema: 

In due figure omografche poste in tin piano esistono sempre due sistemi (e due soli) 
di due rette omologhe divise in parti eguali dai punti omologhu Le due rette di ciascuna 
figura sono parallels alia retta di questa figura che ha Vomologa nelValtra a distanm 
infinita; e se due punti descrivono le due rette di una delle due figure nello stesso senso, 
i loro punti omologhi descriveranno le rette omologhe in senso contrario. 


Cremona, 6 agosto 1857. 
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SUE LES QUESTIONS 321 ET 322. [’] 

Nomelles Annales de Mathematiqiies, 1." s^rie, tome XVI (1857), pp. 41-4iJ. 

Question 321. 

Soient a^,br,Gr les coordonn^es du sommet de I’hexagone; 1^ la longueur 
du c6td (r,r4-l); les cosinus des angles du meme cdtdavecles axes. On 

a, par les donn4es du probleme, 

®2 — = j “1“ Yl 

+ 02 4 ) • • • > • • • 

On = Oi -j- Oi li 0^2 li “1“ O3 Z3 , ... , ... 

O^ = Oi 0(2 12 “(“ O3 ?3 , ... , ... 

ttg = Oi -|- 013 ?3 , ... , ... 

Par consequent, I’equation du plan passant par les milieux des c&tds (1,2), (2,3), (3, 4) sera 


1 

1 

1 

1 


2x 

2 c^i *~j~ cf^i li 

2^1 *4^ 2 oci li *•{“ 0 C 2 Lz 

2% 4 “ 2^1 li 4“ 2(^2 12 4“ ^3 h 

= 0 

2y 

2bi + Pi li 

261 -j- 2pi ^1 + P 2 Z 2 

2bi 4“' 2Pi Ij 4“ 2^2 12 4 " p3 h 

2z 

2<^i “{” Ti^i 

2ei 4” 2 yiZi 4- lah 

2 Cl 4“ 2 yi li 4- 2^2 h “h Ts h 



ou, en transformant ce determinant par des theoremes tres-eonnus, 
10 1 0 
4 {X — 0!i) 0£2 I2 ~|~ 03^ O3 Z3 -j— (Xj Z[ flCj li -|- OC2 li 

= 0 . 

i iy — bi) {ii li -(- |33 Ig p3 Ig -(- Pi ^1 pi h -|- Pj li 

4 {x — Cl) Y* h ~)~ Ys ^3 Ys 4 "1“ Yi Yi "1“ Yi h 
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Ert observant de quelle fa^on cette Equation renferme les bldments qui composent 
les coordonnbes des soinmets de I’bexagone, on volt que la rapine Equation reprdsente 
aussi le plan passant par les milieux des c6t6s (4, 5), (5, 6), (6, 1). Done, etc. 


Question 322. 


Soient 2« le nombre des c6tbs du polygone ; a,. , Ir , r.- les coordonndes du sommet 
I,, la longueur du c6t^ (r,r+l); les cosinus des angles de ce c6td 

avec les axes. En supposant que r soit un des nombres 1, 2, 3, ..., w, on a 


done 


a,. fli -f- Zi -f- ^2 4 " • • • "j" “r-l ^,—1 , 

ff = «! -[■ K ~h h+l ■f • • • "f" ) 

0,n+r = 2ai “f" '^1 4” ®2 ^2 "h • • • ®i» K > 


c’est4-dire + «.»+,■ est ind4pendant de r; analoguement pour b,. + b„^,. et c,.-fc„+,.. 
Je considere le point dont les coordonndes sent 




'w+J- 


y — 2 




ces coordonndes satisfont bvidemment aux Equations de la droite (r, ii+r), qui sent 

x — a,. _ y — br. _ g-~c,. 

n,. C^n-^r by byy^y Cy 

et satisfont aussi aux Equations de la droite qui joint les milieux des c6t4s (r, r+l), 
{n-\-r,n-\-r^l), savoir 

2a; tty _ 2y — by — 5,.^i ^ — c,. — Cy^i 

ay + ayjyl —a,^y — a^+r^l by + by^l — by^y — bn^y+l Cy + Cy+l — Cy^y — ’ 

done le point nommd est commun a toutes les droites qui joiguent les sommets op- 
poses et a celles qui joignent les milieux des c6t6s opposes, et le meme point est le 
milieu de chacune de ces droites. 
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SOLUTION ANALYTIQUE DE LA QUESTION 3M (Mannheim). [’] 


Nou'oelles Annales de MathSmatiques, l.« s6rie, tome XVI (1857), pp. 79-82. 


Soient x^,yi, et x.i,yi, les coorclonn^es des points A,0, celles des points B, C 
seront de la forme 

X3 = Xi-{-Xh , t/^=y^-\-Xk , 

x^=Xi-\-^m, yi=yi + \in, 

h,h,l,m sent des quantitds donndes, X , [j. deux inddtermindes ; done 


et analogiquement 


II s’ensuit 


1 / 1 



1 

*1 

Vi 


2ABO- 

1 

X2 

Vi 

= x 


1 

X2 

Vi 



1 

x^ 

Vi 


2AOC = 

1 

Xi 

2/4 

i =t^ 


1 


Vi 






CCj, — a 

1 U- 




\h — [J 


X 3 — X 1 yi — yi 

h k 


*1— «2 yi—Vi 
m n 


2 \ABO ^ Aoc; 




X 3 — x^ 

y%—yi 

Xi — X2 

yi—yi 

h 

k 

m 

n 
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SOLUTION ANALTTIQTJE 


DE LA QUESTION 344 (ManNHEIM). 


mais les poiuts B,C ,0 6tant en ligne droite, on a 


c’est-a-dire 


par consequent, 




1 

X 2 

Vi 





1 


2/3 

= 0, 




1 

^4 

2/4 



%- 

-aJi 

2 /2- 

-2/i 


k 

)f. 

h 

= 0, 

Ih- 

- '^.tn > 




n 

m 


1 / 1,1 


2 UbO + AOC, 


k h 
n m 

Xi—Xy yi — yx Xx — Xi yx — y^ 


quantite inddpendante de Done, etc. 

Theorfeme analogue dans I’espace. 

Par un point 0 situd dans I’intdrieur d’un angle triedre de sommet A, on mdne 
un plan qui coupe les aretes du triedre dans les points B, C, D. Soient vi,v2,v3 le 
Yaleurs des trois pyramides AOCD , AODB , AOBC; je dis que la soinme 


V— +V’ 


est constante, de quelque maniere qu’on mene le plan sdeant. 

Soient Xx, , x^, y^, , ... , sc^, y^, *5 les coordonnds des cinq ponts A, 0 , B, C, D ; 

Xx,‘yi,x-x,Xt,y2,Xi, sont des quantitds denudes ainsi que les a,p,Y; on aura 





2/3— 2/i 

^3— 

— X 

ai 


Pi 

li 


^4 — 


Vi—Vi 



02 


P2 


— 

0^5 — 


2/5— 2/i 

Z5~Xi 


as 


Pa 

T3 
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done 


6 Vi ■■ 


et par analogie 


1 Vl 

1 Xa ^2 ^2 

1 ^4 Vi «4 

1 ^5 Vi 


p 


*2 — Vi — 2/i % — % 

®2 p2 T2 
Ps Ya 


= lJ.vA, 


6 V2 = vl 


— 2/2— 2/1 % — *1 

®3 Pa Ya 

pi Yi 


vXB, 


= Xp.C, 


*2 — 3:1 2/2 — 2/1 *2— % 

6 V3 = ai Pi Yi 

02 P2 Y2 

A, B, C sont des quantit^s connues; d’od 

1 Vi -j- V2 -|- V3 (j.vA-(- vXB -|- X[i.C 

6 i V ^1 '■'2 V 3 Xp V ABC 

Mais les points 0 , A, B, C 6tant dans un mfeme plan, on a 

1 X2 y% Xi 

1 *3 Vz *3 

1 *4 y* «4 

1 *5 2/5 % 

remplagant par 1.0.1 -\-Xi,yz pa* Xpi 4 - 2 /i)% Xyi + *i, etc., on obtient 


0 , 


[xv A “|~ vXB “|~ X^ C — X[1 j V 


ai 

pi 

Ti 

ag 

P2 

T2 

oCa 

Pa 

73 


= X(j.vD , 


done 


J_ fl/jL 4_ V-^4-A/ — ] =-^£= 

g I V V V2V3 y VaVi"^ V V1V2/ VABO’ 


quantity inddpendante de X, [i., v. 
C’est ce qu’il fallait pronver. 
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SECONDS SOLUTION DE LA QUESTION 368 (Cayley). [’] 


I^ouvelJes Aimalea (U MatMmatiqiieSj 1.™ s^rie, tome XVI (1857) p. 250. 


Toute conique qui touche les c6t4s du triangle ABC (j) = 0, q_ = 0, r — 0) est 
reprdsentde par I’dquation (Salmon, Conic sections, 3.® Edition, p. 247) 

— 2 mnq^' — 2 nlr'p — 2 Impq^ = 0 *) , 

ou l,m,n sont des inddtermindes. Les points a,p ,7 dtant ddterminds respectivement 
par les couples d’dquations simultandes 

p = 0 , q — y — 0 ; 

2 = 0, r~p = 0; 
r==0 , p — 5 = 0 ; 

la conique passera par les points si Ton satisfait aux conditions 


ou bien 


— 2mn — 0 , 
-\-V' — 2nl =0 , 
f -\-m^ — 2lm —0 , 

l=m=n ; 


done I’dquation cherehde est 

p*+2* + y* — 2qr — 2rp — 2pq = 0 . 


Jl L L 

*) Ou bien {Ip) * + {mq) s + (nr) * = 0 . 
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SECONDE SOLUTION DE LA QUESTION 369. [’] 


Noiivelles Annales de Mathematiq^ieSf s6rie, tome XVI (1857), pp. 251-252. 


Soient 

^ = 0 , q = 0 , r==0 

les Equations des c6t4s BC, CA, AB d’un triangle ABC; 

q — r = 0, r — ^ = 0 , p — 2 = 0 

sent done les Equations de trois droites passant respectivement par les sommets A, B, C 
et se rencontrant au mdme point D; soient a,P,T les points oA AD, BD, CD ren- 
contrent BC, CA, AB. Soient 

Ip -\-mq -\-nr = 0 , 
liP -|- M4i2 + n^r = 0 

les Equations de deux droites R, Ri qui rencontrent respectivement BC, CA, AB aux 
points a,ai\ c,Ci; par consequent, les equations des droites Da, Dai, son 

n {r — p) — m{p — 2 ) = 0 , 

ni{r — p) — »i(p — 2 ) = 0 . 


Le rapport anharmonique des quatre droites DB, DC, Da, Da, 

r — p =0, 

pf—q = 0 , 

r—p— (p— 2 ) = 0, 
n 

Cremona^ tomo I. 
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SECONDE SOLUTION DE LA QUESTION 369. 


Yh 

est — (Salmon, Cmie sections, p. 53) et le rapport anharmonique des droites conju- 

m 

gu4es DC, DB, Dsc, Dai, 

p —q =zO, 

r — p = 0 , 

V — q— (r— jp) = 0, 

vyi^ 

est — ; done les points B,C,a,a,ai seront en involution si Ton a 

ni 

mmi — nni . 

Ainsi les conditions ndeessaires et suffisantes pour que les trois systemes de cinq points 

B, C, a, a, «!, 

C, A, p, h, bi, 

A, B, Y, c, Cl, 

(a, Y points doubles) soient en involution, seront 

III = = nfii . 

II s’ensuit qu’en prenant arbitrairement la droite R, 

Ip-^mq -j nr = 0 , 

f + ^ + - = o. 

0 m n 


la droite Ri sera 



8 . 


Bivista Ubliografica. — BEITRAGrE ZUR GEOMETRIE DER LAGE, von 
DE. Geoeg Kael Cheistian V. Staudt. ord. Professor an der Univer- 
sitat Erlangen. Niirnberg, Verlag von Bauer und Raspe, 1856-57. [®] 


Anoiali di Matematica pu7'a ed appUcata^ serie I, tomo I (1858), pp. 125-128. 


Questo libro merita d’essere considerate sotto due aspetti: come saggio, elementare 
in vero, della geometria di posizione, cosi detta nel piu stretto senso della parola ; e 
come trattato di geometria imaginaria o ideale. 

Sotto il primo aspetto I’autore e state si scrupolosamente fedele al titolo del libro 
e si e occupato in mode si esclusivo delle proprieta descrittive delle figure, cbe invano 
si cercberebbe il concetto di quantitd in quest’ opuscolo, solo eccettuati gli ultimi 
cinque paragrafi, i quali — al dire dello stesso autore — non sono parte essenziale 
del libro, ma devono risguardarsi come semplice appendice. Sotto questo punto di 
vista, mi pare che il sig. Staudt avrebbe fatto un lavoro meno utile che curioso. Le 
proprieta descrittive e le propriety metriche delle figure sono cosi strettamente con- 
nesse fra loro, che h sconveniente e svantaggioso il volerne fare un si complete di- 
vorzio. Il sig. Chasles ha rimproverato la medesima esclusivita, sebbene non tanto 
esagerata, alia celebre Scuola di Monge, ed ha messo in piena luce la maravigliosa 
■ fecondita della simultanea considerazione de’ due generi di proprieta *). Tale esclu- 
sivita potrebbe condonarsi soltanto se il metodo di ricerca e di dimostrazione, adottato, 
si rifiutasse alio studio delle relazioni metriche; raa I’autore si serve della corrispon- 


*) Vedi ael tomo XI dei Mimoires couronnis de VAcademie de Bruxelles VAper^^ Msto- 
rique a pag. 264, ed il M&moire de giom^trie a pag. 775. 
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denza omografica e correlativa delle figure, potentissimo strumento die da tutte le pro- 
prieta projettive, eppero non solo le descrittive, ina aEche le metriclie involgenti 
rapport! di segment! rett!l!ne!, d! aree d! figure p!ane e d! volum!. Mi pare die queste 
proprieta possano bea entrare in ua trattato della geometria di posizione. 

Ma, fatta astrazione da questa soverchia esdusivita, entro i limit! che 1’ autore si 
e prefissi, il suo lavoro lia aiolti pregi ed 6 fatto nello spirito della geometria mo- 
derna. — Egli chiama forma elementare an sistema d’ element! geometrid della stessa 
spede (panti, piani, rette), e considera le forme elementari di dae ordini. Tre spettano 
al primo ordine, e sono: sistema di panti in linea retta — fascio piano di rette passanti 
per uno stesso panto — fascio di piani passanti per ana stessa retta. Cinque forme 
appartengono al second’ ordine: sistema di panti in ana conica — fascio di rette tan- 
gent! ad ana conica — fascio di rette generatrici di an cono di second’ ordine — fascio 
di piani tangent! ad an cono di second’ ordine — fascio di rette generatrici (d’ano 
stesso modo di generazione) di an’ iperboloide ad ana falda. I principj di omografia 
e di daalita permettono di estendere an teorema, che abbia luogo per ana delle forme 
pia semplici, alle forme piii complesse. Ogniqaalvolta 1’ indole della quistione lo con- 
ceda, I’autore enancia le proposizioni per modo che convengano non ad ana sola forma, 
ma a parecchie o anco a tutte quelle d’uno stesso ordine. Per esempio: “ qaattro 
element! della stessa specie, posti in uno stesso piano o passanti per uno stesso panto, 
tre qualunque de’ quali non appartengono ad ana stessa forma elementare di primo 
ordine, individuano ana forma elementare di second’ordine, a cui quest! element! ap- 
partengono e nella quale essi abbiano an dato rapporto anarmonico *) „. 

Collo stesso spirito di generalita, 1’ autore espone i principj della geometria ima- 
ginaria — ardita concezione, che si pub dir sorta dalla scuola di Monge, e che, op- 
portunamente applicata, e an potente mezzo d’ inyenzione. — Si chiamano ideali gli 
element! doppi di ana forma di prim’ ordine in involuzione, la quale non abbia ele- 
ment! doppi reali. L’autore considera due specie di rette ideali. Rette ideali di prima 
specie sono le rette doppie d’un fascio di rette di prim’ ordine in involuzione. Rette 
ideali di seconda specie sono le rette doppie d’un sistema in involuzione di rette 
generatrici (d’uno stesso modo di generazione) d’un iperboloide. Due rette ideali di 
specie diverse differiscono in cio, che I’ ana ha an panto reale e giace in an piano 
reale, mentre la retta ideale di seconda specie nb ha alcun panto reale, nb giace in alcun 
piano reale. L’autore parte da queste definizioni per istabilire le propriety degli ele- 
ment! ideali nelle forme reali, e le propriety delle forme ideali contenute in sistemi real i 


*) L’espressione : rapporto anarmonico non si trova in questo libro, ma vi si fa nso di ana 
locnzione eqnivalente cbe non involge il concetto di qiumUid. 



BEITRifiE ZUE GEOMETBIE DER LAGE. 


37 


II vantaggio che ricava I’autore da questa geometria imaginaria e quello di sem- 
plificare e generalizzare il linguaggio della seienza, abbracciare ia an solo enunciato 
universale molti teoremi in apparenza eterogenei, e cancellare le eccezioni nascenti 
da quelle parti di una figura che possono essere reali o ideali. Ma lo scopo piu im- 
portante della geometria imaginaria, quello di trasformare le proprieta di figure ideali 
in eifettive proprieta Ji figure completamente reali (della qual mirabile trasformazione 
ha dato un bell’esempio il sig. Chasles deducendo le proprieta de’coni di second’ ordine 
da quelle di un cerchio ideale *) ), tale scopo, io dico, forse non entrava nelle viste 
deir auto re. 

Lo strumento di cui fa uso I’autore e la corrispondenza proiettiva delle figure. 
I paragrafi. 19, 20, 21, 27, 28 contengono proprieta d’un sistema di quattro elementi 
reali o ideali d’ una data forma elementare, il I’apporto anarmonico de’ quali e la 
somma o il prodotto o una potenza o una radice di rapporti anarmonici d’altri si- 
stemi. I paragrafi 15 e seg. versano sulle principal! proprieta delle catene. Dicesi 
catena un sistema d’ elementi appartenenti ad una stessa forma elementare, ciascun 
de’ quali insieme a tre elementi fissi della stessa forma costituisce un complesso di 
quattro elementi aventi il rapporto anarmonico reale. Due catene in una stessa forma 
differiscono fra loro pe’ tre elementi fissi. L’autore considera le catene contenute in 
una stessa forma o in due forme proiettive fra loro. 

Il libro h interamente scritto nello stile moderno della pura geometria. Pero 1’ au- 
tore indica al paragrafo 29 alcuni metodi analitici, opportuni per le ricerche nella 
geometria di posizione. Ecco in che consistono tali metodi: 

1.® Siano A, B, C tre elementi individuati ed M un elemento qualsivoglia d’una 
stessa forma elementare; chiamasi ascissa dell’ elemento M rispetto al sistema ABC 
il rapporto anarmonico del complesso ABCM. Ciascun valore particolare dell’ascissa x 
individua un elemento della forma proposta. 

Se in una stessa forma si assumano due sistemi d’ elementi fissi ABC , EEG e 
siano x , ?/ le aseisse d’ un medesimo elemento qualunque M rispetto a que’ due si- 
stemi, si avranno per la trasformazione delle aseisse le formole 

f — g X — e ^ h — c y — a 

f—e X — g 0 — a y — c 

ove e,f,g sono le aseisse degli elementi E, F, G rispetto al sistema ABC, ed a,i, c 
sono le aseisse degli elementi A,B,0 rispetto al sistema EFG. 


*) Chaslbs, TredU de sup^rieure. 
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Date due forme elementari, e neU’una il sistema ABC, nell’altra il sisteina E'F'G-', 
sia X I’ascissa d’un elemento M della prima forma rispetto al sistema ABC, ed y 
I’ascissa d’un elemento M' della seconda forma, rispetto al sistema E'F'G'. Gli ele- 
menti M, M' si chiamano corrispondenti; se fra le loro ascisse ha luogo una relazione 
della forma 

ax^ + pa; + 72/ + a = 0 

ove a, p,Y,o sono costanti, ed a.o — py non e zero, le due forme sono projettive. 

2.0 Cinque punti A, B, C, C', C", disposti comunque nello spazio, si suppongano 
individuati. Ogni punto M dello spazio sara determinate da’ tre piani passanti per esso 
e rispettivamente per le rette C"C', CC", C'C. I rapporti anarraonici de’ tre sistemi 
di quattro piani C’C'tABCM), CC''(ABC'M), C'C(ABC''M) sono le coordinate del 
punto M. 

3. “ Cinque piani A,B,C,C',C" qualunque si suppongano individuati. Qualsi- 
voglia altro piano M sara individuato dai tre punti in cui esso e incontrato dalle rette 
C"C', CO", C'C. I rapporti anarmonici de’ tre sistemi di quattro punti C''C'(ABCM), 
CC''(ABC'M), C'C(ABC''M) sono le coordinate del piano M. 

4. ° Si suppongano individuate tre rette generatrici a,h,c (d’uno stesso modo 
di generazione) d’un iperboloide ad una falda, e tre rette generatrici l,m,n (del- 
r altro modo di generazione) della stessa superficie. Un punto qualunque M non posto 
sulk superficie e determinate dai piani condotti per esso e rispettivamente per le 
rette I, m, n; le sue coordinate sono i rapporti anarmonici de’ tre sistemi di quattro 
piani Z(a6cM), w(a5cM) , n{alcM). Se il punto M e nella superficie, all’intersezione 
delle due generatrici rettilinee p, q_ appartenenti ordinatamente ai sistemi abe ... , Imn ... , 
le coordinate di detto punto M sono i rapporti anarmonici de’ fasci, obey, Imnq. 

Desidero che questo breve cenno invogli i giovani studiosi della geometria alia 
lettura del pregevole opuscolo del sig. Staudt. 


1 marzo 1858. 
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SULLE LINEE DEL TERZ’OEDINE A DOPPIA CURVATURA. 


Annali di Mateynatioa pura ed applicata, serie I, tomo 1 (1858), pp. 164-174, 278-295. 


1. Le belle proprieta, finora note, delle linee del terz’ordine a doppia curvatura 
(che io cliiamero brevemente culiche gobbe) trovansi tutte, per quanto io sappia, nella 
nota 33”'. dellAjjerfM Mstorique del sig. Chasles, e in due altri layori del medesimo 
geometra, I’uno inserito nei Gomptes rmdus dell’Accademia francese (1843) e I’altro 
nel giornale del sig. Liouville (novembre 1857), Tali proprieta vi sono pero sempli- 
cemente enunciate, ed io non so se alcuno le abbia ancor dimostrate. In questa me- 
moria si propone un metodo analitico per lo studio di linee si important! : il qual 
metodo conduce a brevi dimostrazioni dei principal! teorerai contenuti nell’ ultima 
memoria del sig. Chasles, ed ancbe di alcuni altri non enunciati finora. Se pero questo 
scritto fosse per destare qualche interesse dal lato geometrico, io me ne professerei 
interamente debitors alio studio delle memorie delTillustre geometra francese. 

2. Due coni di second’ ordine abbiano una generatrice rettilinea comune. Siano 
B = 0, 0 = 0 le equazioni dei piani tangent! ai due coni lungo questa generatrice. 
Quest! piani segheranno il seconds e il primo cono rispettivamente in altre due ge- 
neratrici; i piani tangent! lungo le medesime siano A = 0, D = 0. Le equazioni dei 
due coni potranno quindi scriversi cosi: 

1) BD — C' = 0, AC — B* = 0 

e la cubica gobba comune ai due coni potra rappresentarsi colie equazioni: 

2) A : B : C : D = »' : w' : M : 1 . 

Un valore particolare di co si dira paramefro del punto da esso individuate sulla linea 2). 
I vertici dei due coni 1) sono punti della linea ed hanno per rispettivi parametri T infi- 
nite e lo zero. 
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La retta congiungente due punti (w , 6) della linea puo rappresentarsi colie equazioni : 
A — (to +6)6 + 0)6 0 = 0, B — (o) + 6)C + u)6D = 0 

quindi le equazioni della tangente al punto to sono: 

A_2o)B + o)=C = 0 , B — 2o)C + <o"D = 0. 

Se da queste due equazioni si elimina w si ha la: 

3) (AD — EG)' — 4 (BD — C*) (AC — B') = 0 

duaque la superficie sviluppabile luogo delle tangent! alia cubica gobba e del quart’ or- 
dine(39)*). L’equazione del piano passante per tre punti (o), 6, e) della cubica gobba fe; 

A — (o) “1“ 0 ■+ s) B (6c •+ SO) + 0)6) C — oj6s D 0 

e quella del piano osculatore al punto to: 

A — 3(0 B + 3(o' C— o)®D = 0 . 

3, n rapporto anarmonico de’ quattro piani: 

A — (6 + (o)B + o)eC — s,. ^B — (6 + (o)C +(o6Dj =0 ... (?'=!, 2, 3, 4) 

e — . — eppero indipendente da (o,0. Cioe: il rapporto anarmonico de’ 

% ^2 ^4 

quattro piani passanti rispettivamente per quattro punti fissi della cubica e per una 
stessa corda gualunque di essa linea e una quautita cosfante. Questa quantita puo de- 
nominarsi rapporto anarmonico de’ quattro punti della cubica gobba (9, 10). 

La retta tangente al punto o) incontra il piano osculatore al punto 6 nel punto: 

A:B: 0: D = 3o)“6 : o)(26 4-a)): 6 + 2o): 3 

quindi le equazioni de’ quattro piani passanti per una stessa retta B = G = 0 e rispet- 
tivamente pe’ quattro punti in cui la tangente della cubica gobba al punto o) incontra 
i piani osculatori ai punti (si, sg, ss, s^) si otterranno ponendo successivamente 
Si) %. «3. S4 in luogo di 6 nella: 

«)(2B — coC)— e(2(oC — B) = 0 

quindi il rapporto anarmonico dei nominati quattro punti della tangente Sara , — — 

— S3 52 — €4 


*) I nnnicri citati fra parentesi sono (jnelli dcll’nltima memoria del si^. CHAsnuSt 
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quantita indipendente da co. Ossia: il rapporto anarmonico de’ quattro punti in cui 
quattro piani osculatori fissi sono incontrati da una tangente qualungiie e costante (51). 
Se questa quantita costante si denomina rapporto anarmonico de' quattro piani oscu- 
latori della eubica gobba, potremo enunciare Timportante teorema: il rapporto anar- 
monico di quattro piani osculatori d’una cubica gobba e eguale al rapporto anarmonico 
de’ quattro punti di contatto. Quindi i piani osculatori d’ una cubica gobba formano 
una figura correlativa a quella formata dai punti di contatto (48). 

4. Le equazioni 2) si possono ottenere anche dal teorema che segue. Abbiansi nello 
spazio due fasci di rette omografici, e sia B — (oC = 0 il piano di due raggi omo- 
loghi [®]. I due raggi potranno rappresentarsi colle equazioni; 

A — wB = 0, B— coC=0; G — o)D = 0, B — ojC = 0 

da cui eliminando co si hanno le equazioni 2), ossia: il luogo del punto d’ intersezione 
di due raggi oraologhi e una cubica gobba passante pe’ centri de’ fasci. Considerando 
il piano: 

A — (6 (o) B -f- 0)6 C = 0 

come appartenente al prime fascio, il piano omologo sar&.: 

B_(e-[-a>)C + coeD = 0 

quindi la retta ad essi comune incontra la cubica gobba in due punti (8). 

Dimostro il teorema reciproco. Si consideri un fascio di rette congiungenti il punto o) 
della linea 2) ad altri punti Xi,X 2 ,... della medesima. Le equazioni d’un raggio 
^ualunque saranno: 

A — coB — x(B — (oC) = 0, B — 0)0 — x(C — o)D) = 0. 

Immaginando un secondo fascio di rette congiungenti il punto 6 ai punti z^, x^, , 
il raggio di questo fascio corrispondente al punto x sara: 

A— 9B— x(B — eC) = 0 , B — 6C — x(C — eD) = 0 

quindi i due fasci sono omografici (5, 6). 

5. Ricordata I’equazione del piano osculatore al punto co, se si cerca di determi- 
nare o) onde questo piano passi per un dato punto di coordinate a:b: c: d, si ha 
I’equazione di terzo grade: 


a — 3c)i)6 -(- 3o)^c — <)?d = 0 , 
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Duaque per un date punto dello spazio si possoao condurre ad una cubica gobba al 
piii tre piani osculatori (40). Chiamando Wi,o) 2 ,t 03 le tre radici, supposte reali, 
della precedente equazione, il piano passante pe’ tre punti di contatto sara rappre- 
sentato dalla: 

A (Wi -f 01)2-1-0^3)5+ (WjWj + tOsWi + tOiOOs) C a)iO)2O)3D = 0 

ossia, per le note relazioni fra i coefficienti e le radici d’ un’ equazione : 

dK. — dT) “|- 3 {h(j — o5) = 0 

equazione soddisfatta da: 

A: B:C:D = a:h: c: d ; 

ossia: quando per un dato punto dello spazio si ponno condurre tre piani osculatori 
ad una cubica gobba, il piano de’ tre punti di contatto passa pel punto dato (41). Di 
qui emerge una semplice regola per costruire il piano osculatore in un dato punto «>, 
quando sian dati tre piani osculatori e i loro punti di contatto Wi.coa.w,. Sia n. il 
punto comune al piano (dcoiWs ed ai piani osculatori in toi,o) 2;[2 il punto comune al 
piano (I) £i)i cuj ed ai piani osculatori in WijWs; il piano ajlto sara il richiesto. 

6. Trovero 1’ equazione della siiperficie conica che passa per la linea 2) ed ha il 
vertice in un punto qualunque dello spazio. Qnesto punto sia quello comune ai tre 
piani osculatori della cubica: 

A = 0, D = 0, A — 38B + 39"C — e5D = 0. 

Le equazioni della retta passante per quel punto ed appoggiata alia linea 2) nel punto 
variabile w sono: 

a)"(B — 6C) — (to — e)A = 0 , w(a)_e) D+eC — B = 0 
da cui eliminando w si ha per la superficie conica richiesta Fequazione: 

(B — ec)® — AD (A — 365 + 36' C — B^D) = 0 

ovvero 

(* + !/ + *)’ — 27 zyx == 0 o anche + y’a + %3' _ q 
ove si e posto: 

k = x, _03d = 2^, e^D— 39'C-f 39B — A = x. 

Dunque il cono passante per una cubica e avente il vertice in un punto qualunque 
dello spazio e del terz ordine e della quanta classe. Supposto che pel vertice del cono 
passino tre piani osculatori della cubica gobba, cioh che i piani x = 0, y = 0, x = 0 
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siano tutti e tre reali, il cono ha tre generatrici reali d’mflessione ed tma generatrice 
doppia conjugata. Le tre generatrici d’ inflessione sono nel piano x4-y-\-z = 0, che 
e quello passante pe’ tre punti di contatto della cubica gobba co’ piani oscnlatori 
x = y — z = 0. Questi medesinii piani sono tangenti al cono lungo le generatrici 
d’inflessione. La generatrice conjugata e rappresentata dalle equazioni x — y — %. 

Se pel vertice del cono passa un solo piano osculatore reale x~0, indicando 
con M = 0, v = 0 le equazioni di due piani reali passanti per quel punto, si avra: 

y — uA-vyJ—\, 2 = u — vyj — I 

quindi I’equazione del cono potra scriversi cosi: 

X (^{x — uf — 3v*j — ^ {x — uf = 0 ; 

quindi nel caso attuale il cono in quistione ha una sola generatrice reale d’mflessione 
ed una generatrice doppia nodale. Il cono e toccato lungo la generatrice d’ inflessione 
dal piano * = 0 osculatore della cubica, e lungo la generatrice nodale dai due piani 
X — u±v\lZ — 0 . Se il vertice del cono passante per la cubica gobba e su di una 
retta tangente a questa linea, quel cono e ancora del terz’ ordine, ma della terza classe. 
Il vertice sia al punto: 

A = 0, B = 0, C— ^D = E = 0 

situate sulla tangente A = B = 0 . In questo caso I’equazione del cono puo scriversi cosi: 
A' (A — 97 jB -f 27A^E) — (A — ?>mf = 0 

quindi il cono ha una generatrice di regresso: 

A = 0, B = 0 

e una generatrice d’inflessione: 

A—9hB + 27h^E = 0, A — 3^B = 0; 
lungo queste generatrici il cono e toccato rispettivamente dai piani: 

A==0, A — 97jB+ 27A'E = 0 
che sono osculatori della cubica gobba. 

Da ultimo se il vertice del cono e nel punto 6 della cubica gobba, la sua equa- 
zione sarii,: 
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dunque ogni superficie conica passante per una cubica gobba ed avente il vertice in 
essa e di second’ ordine (2). 

7. Da quanto precede consegue che la prospettiva di una cubica gobba e una cubica 
piana della quarta classe, avente un punto doppio, il quale e conjugato o un nodo 
secondo cbe pel punto di vista si ponno condurre alia cubica gobba tre piani osculatori 
reali o un solo (18). Se il punto di vista e in una retta tangente della cubica gobba, 
la prospettiva di questa e una cubica piana avente un punto di regresso, e se il punto 
di vista e sulla cubica gobba inedesima, la prospettiva e una linea di second’ ordine. 

La reciproca di quest’ ultima proprieta si trova enunciata neWApergu nel seguente 
modo : il luogo de’vertici dei coni di second’ordine passctnti per sei punti dati contiene 
la cuiica goUa individuata da questi sei punti Questo teorema somministra una 
semplice regola per costruire per punti una cubica gobba di cui sono dati sei punti 
a,b,c,d,e,f. I due fasci di rette a{bcdef), l)(acdef) si seghino con un piano qua- 
lunque passante per la retta cd. Si otterranno cosi due sisteini di cinque punti, ne’ quali 
tre punti sono ■ comuni. Le due coniche individuate da questi due sistemi, avendo tre 
punti comuni, si seglieranno in un quarto punto, il quale apparterra alia cubica gobba. 

8. Ricerchiamo la natiira della linea risultante dal segare con un piano il fascio 
delle rette tangent! alia cubica gobba, ossia la superficie 3). Il piano segante sia 
B — 60 = 0 ehe passa per tre punti della cubica corrispondenti ai parametri zero, infi- 
nito e 6. Posto[“]: 

G = x, — A + 6-'G = 9"2/, — 6D + C = .?, B~ec = t<; 

la sezione riferita alle rette w — 0 {x — 0 , g — 0 , z = 0) sara rappresentata dalla 
equazione: 

4) -j- 0^0^ + — 2 x^gz — 2 y^zx — 2 ^xy — 0 

I ovvero 

_1 —J. _i- 1 

X ^ y ^ ^ *= 0 ' 

eppero la sezione e una linea del quart’ ordine; essa e poi della terza classe perch^ 
ha tre cuspidi o punti di regresso (44). I cuspidi sono i punti y~z = 0\ 2 '=x — Q\ 
x — y — Q comuni alia cubica gobba ed al piano segante w — 0. Le rette tangent! 
alia linea' 4) ne’ tre cuspidi sono y — is=0, z — x—0, x — «/ — 0; esse concorrono 
nel punto z—y—x il quale e quello comune ai tre piani osculatori della linea 2) 
ne’ punti che sono cuspidi della linea 4). 

Se la superficie 3) vien segata da un piano tangente alia cubica gobba, per es. dal 
piano B=0, che passa per la tangente al punto di parametro zero e sega la linea al 
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punto di parametro infinito, la sezione risulta composta della retta A = B = 0 e della 
cubica piana: 

B = 0, AD* + 4 C ^=0 

per la quale il punto B = C = D = 0 (doe il punto della cubica gobba di parametro 
infinito) e un cuspide, e il punto B = C = A = 0 (doe il punto della cubica gobba 
di parametro zero) e un punto d’inflessione. Le tangenti alia cubica piana in questi 
punti sono B = D = 0, B = A = 0 rispettivamente. Da ultimo, se la superficie 3) 
vien segata dal piano A = 0 osculatore della cubica gobba nel punto di parametro 
zero, si ottiene la conica: 

A = 0, C* + 4 (BD — e) = 0 

cbe e tangente alia retta A = B = 0 nel punto della cubica gobba di parametro zero. 

9 . Be’ tre punti della cubica gobba di parametri zero, infinito e 6 passa il piano 
B — 6 0 = 0. Questi punti determinano un triangolo, i lati del quale sono: 

B — 90 = 0 (0 = 0 , A— 6®0 = 0 , 60 — 0 = o). 

Bongo ; 

0 = a:, — A + 6^0 = eV, — 0 D + O = ^, B — 0 C = to; 

I’equazione d’una conica inscritta nel triangolo suddetto, riferita alle tre rette 

jo = 0 [x—y — z — O) 

Sara: 

-L i. i. 

(IxY + {myY -r {nzY = 0. 

Il piano passante per altri tre punti 9i,62> % della cubica gobba sega il piano w = 0 

( 6-60 ( 9 -e 2 )(e—e 3 )a:— 6 ^^ + 616,63^=0; 

la condizione perch^ questa retta toccM la conica h: 

I m n 

( 6 — 03 ) ~ 6^ MA ~ 

Assunto un altro punto I’analoga condizione perche la retta comune intersezione 
del piano 616264 e del piano w — 0 sia tangente alia stessa conica sarjl 

I m ^ n ^ 

( 6-60 (6-62) ( 9 -^ ^ + MA ~ 

Da queste due equazioni si ha: 

1 : m: «=(e— 60(6 — 00 (6-63) (6—64): 6^:64626364. 
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La simmetria di questi valori mostra che anehe le rette nelle quali il piano iv — 0 
e segato dai piani 916364, 64936^ sono tangenti alia medesima conica. Ossia: se un 
piano Sega una cubica gohha in tre punti, le rette congiungenti gnesti punti, e le rette 
secondo le quali il piano e segato dalle faece del tetraedro die ha i vertici in altri quattro 
ptmti della medesima cuUoa gohha, sono tangenti ad una stessa conica. Di questo teo- 
rema e conseguenza una elegante regola enunciata dal sig. Chasles per costruire per 
punti la cubica gobba, della quale sono dati sei punti (12). 

10. La conica ora determinata varia nel piano io~{i col variare il tetraedro 
61626364, mantenendosi pero sempre inscritta nel triangolo xijX'. E evidente che se 
si tengono fissi i punti 616363 e si fa variare 64, le coniche corrispondenti a tutt’i 
tetraedri che hanno tre vertici comuni sono inscritte nello stesso quadrilatero. La 
quarta tangente comune e la retta comune intersezione del piano = 0 e del piano 
616263. Questa retta corrisponde al triangolo 616263. Tenendo fissi i punti 616.3 e va- 
riando 63, le rette corrispondenti agl’infiniti triangoli che hanno due vertici comuni 
passano per uno stesso punto (6—61) (6— e2) a; = 6®l/=6ie2^ il quale e la traccia della 
retta OjOg sul piano — Questo punto corrisponde alia corda 6163 della cubica 
gobba. Se teniain fisso il punto 61 e variamo 63, quel punto descrivera la conica: 

661%^ — (9 — 9i) 6ixz-j- (6 — d,)d.vg = 0 

I ossia 

lg:x, 4- mzx 4- nxg = 0 ove ^ 4 - — 4 - 1 = 0 1 

I m n ) 

la quale risulta segando col piano w = 0 il cono che ha il vertice al punto 61 e passa 
per la cubica gobba. Variando anche 61 le infinite coniche analoghe alia precedente 
sono inviluppate dalla linea del quart’ ordine: 

4- 4- ^ V — 2 a:® — 2 — 2 == 0 

I ovvero 

X * -f 2/ * 4- X 2 = 0 

la quale 5 la medesima risultante dal segare la superficie 3) col piano to = 0 . Ossia: 
le contche nsulfanti dal segare con un piano qualunque i coni di second’ordine passanti 
per wna cubica gohha sono inviluppate dalla linea del quwrtt ordine che si ha segando 
col piano medesimp il fascio delle rette tangenti alia cubica gohha. 

11 . Si consideri il punto dello spazio pel quale passano i tre piani osculatori della 
cubica gobba: 

A = 0, D = 0, A — 3084 - 36*0 — 6«D = 0. 
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Posto 

k = x, — 6®D = ?/, e^D — 36^0 + 363 — A = ^. 

I’equazione d’un cono di second’ ordine circoscritto al triedro formato dai tre pian 
x = y = x — 0 Sara 

' hyx -(- i).%x -|- vxy — 0 . 

I tre piani osculatori in tre altri punti 61,63,63 s’incontrano nel punto: 

A: 3 B : 3 C ; 0 = 616363: 6363-1-6361 + 6163: 61 + 63 + 63: 1 
e le equazioni della retta congiungente qiiesto punto al vertice del triedro xyx saranno : 

x: y: « = 616363 : —6^ : (6 — 9i) (8 — 63) (6 — 83) 

quindi la condizione perche questa retta sia nel cono anzidetto sara: 

^ I-*' I '' r , 

Pa" 65 + (6— 61) (6— e3)(6-e;) = ° • 

Cosi la condizione perche il cono medesimo contenga anche la retta congiungente il 
punto xyx al punto comune a’ tre piani osculatori ne’ punti 616364 sara: 

ii + ;; ==.0 

616364 (6 -81) (6 -63) (6 -64) 

dalle quali si ha: 

a: v = 61636364: 6+ (6 — 61) (6 — 63) (6 — 63) (6 — 64) 

quindi lo stesso cono contiene anco le rette congiungenti il punto xyx al punto co- 
mune ai piani osculatori ne’ punti 616364 ed al punto comune ai piani osculatori nei 
punti 636364. Ossia: gli spigoli del triedro formato da tre piani osculatori di una cuhica 
gobia, e le rette congiungenti il vertice di questo triedro ai '^ertici del tetraedro formato 
da altri quattro piani osculatori sono generatrici di uno stesso cono di second’ ordine. 

Si dimostra facilmente anche il teorema reciproco e se ne deduce la seguente regola 
per costruire i piani osculatori d’una cubica gobba, quando ne siano dati sei. Due 
de’ piani dati si segano in una retta, sulla quale si fissi un punto ad arbitrio. Si unisca 
questo punto ai vertici del tetraedro formato dagli altri quattro piani dati; si co- 
struisca il cono che passa per le quattro congiungenti e per la retta comune ai primi 
due piani. Questi due piani segheranno il cono in due altre rette, il piano delle quali 
sara uno de’ piani richiesti. 

12. Il cono determinato nel teorema del n.'’ 11 varia col variare il tetraedro 
61636364. Tenendo fissi i primi tre punti e variando il quarto, ottiensi una serie di 
coni circoscritti ad unp stesso angolo tetraedro. La quarts generatrice comune b la 
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retta congiungente il punto xy% al punto comune ai piani osculatori ne’ punti Sj % 63 . 
Questa retta, quando varii il punto 63 restando fissi 61 62 , genera il piano : 

9,02^6*^(6-e,) (6-63) 

il quale passa per la retta comune intersezione de’ piani osculatori a’ punti 61 Q.. Va- 
riando 62 il piano anzidetto inviluppa il cono: 

((6 - 61) (6: k — 01^) — + 4001 (6—61)" xy = 0 

+ [myy + (wx) 2 = 0 ove i + i + 

il quale passa per la conica comune intersezione del piano osculatore al punto 6ji e 
della superficies). Finalmente, variando anclie 61, i coni analoghi al precedente sono 
inviluppati dal cono di terzo or dine 

{x-\-y -\-xf — 27 oeyx — 0 

il quale e quello ehe ha il vertice al punto xy% e passa per la cubica gobba. Dunque; 
tutt’i coni aventi il vertice in uno stesso punto qualunque dello spado e passanti rispet- 
tivamente per le coniche nelle quali i piani osculatori d'una cuhica golha segano il fascio 
delle tangenti a questa linea, sono inviluppati dal cono di tem’ordine che ha il vertice 
al medesimo punto dello spaxio e passa per la cuhica gobba. 

13 . Oonsidero i piani osculatori in sei punti della cubica gobba 2), i parametri 
dei quali siano 0,61,62, 63 > lo xero e Vimfinito, e il piano osculatore in un settimo 
punto di parametro <0. Pongo: 

A = a;, D = 2/, a— 30 B + 39 *C — 65 D = x , A— 3 wB + 3 (a*C — = 
quindi : 

0 ) 0 ( 0 ) — 6)(A — 303 + 36^,0 — 6® D)=w 0 ,(co — 6,)* 

+ (^0) — 6) [6,.] {x — 0)60,.^) -(- 60 ,. (6, — 9)w 
ove 

[6,.] = (0,-0)) (6,-0). 

Posto inoltre; 

(p, = 0)6, (o) — 6,) X + (ca — 6) [0,] {x — o) 60 , y) 



le sei rette nelle quali i primi sei piani osculatori tagliano il piano w = 0, prese in 
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un certo ordine, saranno: 

cc = 0, ^3 = 0, ^ = 0, (pi = 0, ^z=o, <-{^2=0 

e le diagonal! dell’esagono formato da queste rette saranno: 

(063 (a> %) [6J z [(£i 6) [Gg] [63] (x — — 0 

coGi 03 (o) — 63] [QJ z (o) — 6) 63 [ 9 J [63] (x — oiOdj^y) = 0 

wGi ((0 — 62) (00 — 6 ^) z--f ( o ) — 6) (co — 62) [61] ^ — coGGi (co — G) (cd — GJ [62] ^ = 0 . 

La condizione perche queste rette passino per uno stesso punto e: 

[6J (0^-02) ((0 — 63) (02 — 03) + [GJ ((0 — 03) {(0—00 (63— GO 

+ [63] (oi ^ — 61) (a) — 62) (01 — 6g) = 0 

la quale e identica, qualunque sia o). Dunque: tm piano osculatore d\ma ciibica gobha 
e segato da tutti gli altri piani osculatori della medeuma in rette, die sono tangenti di 
una sola conica. l^^WApergu trovasi enunciato questo teorema: il piano d\ma conica 
tangente a sei piani dati inviluppa una superficie di classe inscritta nella superfide 
sviluppahile del quarto ordine determinata dai sei piani [^^]. Questa proposizione puo 
risguardarsi come la reciproca della precedente. Ne consegue una regola per costruire 
i piani osculatori d’una cubica gobba, quando ne siano dati sei. Due de’ dati piani 
segberanno ciascuno gli altri cinque in cinque rette; avremo quindi due sistemi di 
cinque rette, ne’ quali una retta e comune. Sulla retta comune intersezione di altri 
due de’ piani dati si fissi un punto ad arbitrio, pel quale si conducano de’ piani 
passanti rispettivamente per le rette di ciascuno de’ due sistemi. Avremo cost due 
sistemi di cinque piani, ne’ quali tre piani sono comuni. Si costruiscano i coni di secondo 
ordine inscritti in quest! angoli pentaedri; quest! coni avranno un quarto piano tan- 
gente comune: esso sara osculatore della cubica gobba. 

14. Dati sette punti nello spazio formanti un ettagono gobbo 12345671, cercbiamo 
la condizione percbe i piani de’ tre angoli consecutivi 321, 217, 176 incontrino i lati 
rispettivamente opposti 65, 54, 43 in tre punti post! in un piano passante pel vertice 1 
dell’angolo intermedio. I punti 1, 4, 6, 2 determinano un tetraedro, le equazioni delle 
facce del quale siano: 

A = 0, B = 0, C = 0, D = 0 

alle quali quei punti siano ordinatamente opposti. Siano a:b:*c: d, t:u:v:w 


Cremona f tomo I. 


4 
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le cordinate de’ punti 7, 3, 5. Le equazioni de’ piani 321, 217, 176 sono: 

B^C. B^C. B^D 
P Y ’ ^ c ’ i d 

e quelle delle rette 65, 54, 43: 

A_B_D. A_C_D. A_C_D 


t u w 

’ t V 


%0 

’ a 

quindi pe’ tre punti d’incontro si 

ha: 




A: B: C: — 

T 

-u:w\ 

A: 

B: 

C:D 


P 




A:B: 

C:D = a 

b 

• 1 


7 : S 

e la condizione richiesta sara: 






1 

1 

1 

1 


i 

u 

V 

w 


1 

1 

1 

1 

dS . 

— = 0 ove 

S= ^ 

b 

c 

d 

daii 






1 ' 

1 

1 

1 


a 

P 

T 

S 





x^ 


Se si risguarda questa condizione come relativa al puuto 1 , le analoghe coudizioni rela- 
te e ai puuti 4, 6 , 2 saranno: 

iS__ dS_^ 
da:^ ~ ’ d^ “ ® • 

Si mdichiao queste equazioni, nelle quali siansi tolti tutt’i divisori, con: 

Ti = 0, T, = 0, T3 = 0, T, = 0. 

Le analoghe condizioni relative ai punti 7 , 3 , 5 saranno: 

= 0 , f T* + f T3 + S'Ts = 0 , 

fT:, + u^T, + v^T, + v^T, = 0, 

Queste tre equazioni sono dunque conseguenze delle prime quattro. Anzi le prime 
quattro equivalgono a due sole indipendenti, il che si dimostra facilissimamente, ram- 
mentando una nota proprieta de’ determinauti. 
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Ora il punto 5 si consideri come variabile, e gli altri come fissi. II luogo del punto 5 
Sara quindi rappresentato da due qualunque delle equazioni superiori. Le prime 
quattro equazioni Ti = 0, T 2 = 0, T 3 = 0, T 4 = 0 rappresentano quattro coni di 
second’ ordine, aventi a due a due una generatrice comune, dunque il luogo del punto 5 
e la cubica gobba determinata dai sei punti dati. Cioe: il luogo di un punto die con 
sei punti dati formi un ettagono gohbo tale che il piano di uno gualungue de’ suoi angoli 
e i pnani de' dMe angoli adiacenti incontrino i lati rispettivamenfe opposti in tre punti 
posti in un piano passante pel vertice del primo angolo, e la cubica gobba determinata 
dai sei punti dati. Questo teorema e il suo reciproco sono enunciati Apergu. 

Ne deriva una regola per costruire per punti la cubica gobba di cui sono dati sei 
punti 1, 2, 3, 4, 5, 6. Pe’ punti 16 facciasi passare un piano qualunque 16a:: che se- 
ghera la cubica gobba in un punto x che si tratta di costruire. I piani 16a;, 123, 456 
incontrino le rette 34, 56, 12 rispettivamente ne’ punti a, b, c; i piani abl, ac6 se- 
ghino i lati 45, 23 ne’ punti d, e-, il punto comune ai piani d21, 5e6, 16a: sar^ il 
domandato. 

15. Qualunque piano tangente alia cubica gobba 2) nel punto di parametro o) e 
rappresentato da un’equazione della forma: 

A — 2 coB + — X(B — 2a>C + w"D) = 0 

ove X e un’ indeterminata. Questo piano, oltre al toccare la linea nel punto w, la sega 
nel punto di parametro X. Sia data la retta: 

ZA-f mB + wC==0, ?B + to'C + «'D==0; 

un piano qualunque passante per essa: 

ZA + wB + + Ml’B + m'C + n'B) = 0 

sega la cubica gobba ne’ tre punti, i parametri de’ quali sono le radici della equazione: 

Zw® -j- mw* + wft) + = 0 

eppero quel piano sara tangente alia linea, quando quest’ ultima equazione abbia due 
radici eguali. Ora la condizione della eguaglianza di due radici di quell’ equazione ^ 
un’equazione del quarto grade in k-, dunque per una data retta qualsivoglia passano 
in generate quattro piani tangenti ad una data cubica gobba (38). Questa proprieta si 
pub esprimere anche dicendo che una data retta qualunque incontra al piu quattro 
rette tangenti di una stessa cubica gobba. Se la retta data si appoggia in un punto 
alia cubica gobba, essa incontrera al piu due rette tangenti, oltre quella che passa 
per quel punto [^®]. Se la data retta fosse una corda della cubica gobba, essa non incon- 
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trerebbe alcuna tangente oltre le due passanti pe’ termini della corda. Ne segue anche 
che due tangenti della cubica gobba non sono mai in uiio stesso piano. — Date quattro 
rette tangenti alia cubica, Ti sono al piu due rette che le segano tutte e quattro. 

16. Intorno alia retta fissa: 

A_eB — ;i(B — 60) = 0, B — ec — ^:(C — 6D) = 0 

che incontra la cubica gobba 2) nel solo punto di parametro 6, s’ immagini ruotare un 
piano, I’equazione del quale in una posizione qualsivoglia sara: 

A — GB — (Ji + Z) (B — 6C) + H(C — eD) = 0 

ove I e indeterminata. Questo piano incontra la cubica gobba in due altri punti che 
hanno per parametri le radici dell’ equazione quadratica: 

e la retta che unisce quest! due punti e rappresentata dalle equazioni: 

A — (/i + Z)B+WC=:0, B — (Zj + Z)C +A:ZD -0 
dalle quali eliminando I si ottiene la: 

[k~hB) (C— ifeD) — (B — TiC) (B — Z:C) = 0 

che rappresenta un iperboloide ad una falda passante per la cubica gobba. Dunque: 
se intorno ad una retta appoggiata in un solo punto ad una cubica gobba si fa ruotare 
un piano, questo incontrando la linea in due altri punti, la corda che unisce questi 
due punti genera un iperboloide passante per la cubica (11). 

17. Se si scrive 1’ equazione generale di una superficie del second’ ordine e se ne 
determinano i coefficienti, almeno in parte, per modo che essa passi per la cubica 
gobba 2), si trova che 1’ equazione pin generale di una superficie del second’ ordine 
dotata di tale proprieta e: 

5) a(B*— AC) + 6(C*— BD) + c(AD — BC )=0 

ove i rapporti a; sono due arbitrarie indipendenti. Questa equazione rappresenta 
evidentemente una superficie rigata, ed in generale dotata di centro, eppero un iper- 
boloide ad una falda (la). Ne segue che, perun iperboloide, il passare per una data 
cubica gobba equivale a seZZe condizioni, onde se un iperboloide ha sette punti comuni 
con una cubica gobba, questa giace interamente sulla superficie (15). Le due arbitrarie 
dre entrano neir equazione generale di un iperboloide, passante per una data cubica 
gobba,. si potranno determinarq in modo che la superficie passi per due punti dati 
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nello spazio, o per una retta che abbia un punto comune colla cubica, o per due rette 
corde della cubica, o per un punto dello spazio e per una corda della cubica medesima 
(16, 19, 20, 24). 

L’equazione 5) puo essere scritta cosi: 

(cA - bB) (cD — «C) + (aB — cC) {cB — hG) = 0 

da cui risulta cbe le generatrici rettilinee di un sistema si possono rappresentare colle 
equazioni: 

6) cA — + — cC) = 0, cB — bG — X(cD — aO) = 0 

e quelle dell’altro sistema colle equazioni: 

7) cA — 6B + p. (cB — bG) = 0 , aB — cO — [j, (cD — aC) = 0 , 

X e indeterminate. Se nelle equazioni 6) si pone: 

A: B: C: D = (tt«: w'; co: 1 

si hanno le: 

<0 — &a)4-X(a(o — c)j = 0 , cto^ — 6co-(-X(ao) — c) — 0 

le quali ammettono in comune due valori reali o imaginari di w. Dunque ciascuna 
generatrice del sistema 6) incontra generalmente la cubica gobba in due punti. Al- 
t’ incontro le equazioni 7) per la stessa sostituzione danno le: 

(cco — J) (o) -j- [j.) = 0 , (aw — c)(w-)-p,) = 0 

ammettenti in comune un sol valore di o). Dunque ciascuna generatrice del sistema 7) 
incontra la cubica gobba in un solo punto. Cioe : quando un iperboloide passa per una 
cubica gobba, questa incontra in due punti ciascuna generatrice di un sistema, ed in 
un solo punto ciascuna generatrice dell’ altro sistema (14). 

La condizione nccessaria e sufficiente percbe la quantita 

cw® — 6w -|- X(aw — c) 

sia un quadrate perfetto e un’equazione di secondo grade in X; dunque vi sono in 
generate due generatrici del sistema 6) le quali sono tangenti alia cubica gobba (23). 
18. Siano sc,y i due valori di w dati daU’equazione: 

cw® — Jw -|- X (aw — c) = 0 

cioe i parametri de’ due punti in cui la cubica gobba h ineontrata dalla generatrice 6). 
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Si ha: 

e{x-\-y) — b — la, xy = — X 
quindi eliminando X si ha la: 

c{x -f- y) — axy = b 

la quale esprime che i punti in cui la cuhica gobba incontra le generatrici del sistema 6) 
sono in involu^ione, cioe i piani passanti rispettivamente per essi, e per una stessa 
corda qualunque della cubica gobba formano un faseio in involuzione (32). Se si deter- 
minano i piani doppi di questo faseio, essi individueranno sulk cubica due punti, e 
le generatrici del sistema 6) passanti per essi saranno evidentemente tangenti alia 
cubica (23). 

Eeciprocamente : se sopra di una cubica gobba si ha un’ involuzione di punti, le 
corde congiungenti i punti conjugati saranno generatrici d’uno stesso iperboloide (21). 
Infatti siano x,y i parametri di due punti conjugati; avremo, a causa dell’ involu- 
zione, un’equazione della forma: 

a{x + y)-Jr^xy-\-‘( = 0 

ove a, T SOHO costanti. Le equazioni della retta congiungente i punti di parametri 
X, y sono: 

— B (« + ?/)■+ Ca:?/-f A ==0, —Q{x-\-y)-\-J)xy -f B = 0 


dalle quali tre equazioni eliminando x-\-y qA. xy si ha la: 


B C 
C D 



— a p 7 


che e della forma 5), eppero rappresenta un iperboloide passante per la cubica gobba. 

Combinando la proprieta espressa in questo paragrafo con quella del paragrafo 16, 
si ha il seguente enunciate: se per una retta che s’appoggi in un solo punto ad una 
cubica gobba si fanno passare quanti piani si vogliano, le coppie di punti in cui essi 
ineontrano nuovamente la curva sono in involuzione. 

19. Siano: 

A = 0, B = 0, C = 0, D = 0, E = 0, F = 0 


le equazioni di sei piani; saranno: 
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le equazioni di tre piani omologU in tre fasci omografici. Da quests equazioni elimi- 
nando X si hanno le: 

AD — BC = 0, AF — BE = 0 


equazioni di due iperboloidi aventi la generatrice coiaune A = B = 0. Dunque il 
punto comune ai tre piani omologhi ha per luogo geometrico la cubica gobba, comune 
ai due iperboloidi (27). 

Ora i due sistemi di generatrici del primo iperboloide sono rappresentabili colle 
equazioni: 


1. ® sistema 

2. “ sistema 


A — |i.C=0, B — p.D=0 
A — XB =0, C — XD =0 


e pel secondo iperboloide : 

1. “ sistema . . . A — p/E = 0 , 

2. “ sistema . . . A — X'B = 0, 


B — p.'F = 0 
E — X'F = 0 


e si osservi che la generatrice comune A = B = 0 appartiene al primo sistema per 
entrambi gl’ iperboloidi. Se si pone A:B: C: D = w®: w®: w: 1 nelle equazioni delle 
generatricj del primo iperboloide, ovvero se si pone A:B:E:F = 9*:6®;e:l nelle 
equazioni delle generatrici del secondo iperboloide, si trova che la cubica gobba in- 
contra in ciascun iperboloide in due punti le generatrici del primo sistema (cioe di 
quello cui appartiene la generatrice comune ), mentre incontra in un sol punto ciascuna 
generatrice dell’altro sistema (26). 

20. Considerando i due iperboloidi: 

a(B®— A.C) + 6(C"— BD) + c(AD — BC) = 0 
a'(B®— AC) + 6'(C®— BD) + c'(AD— BC) = 0 

qualsivogliano fra quelli passanti per la cubica gobba 2), osservo che queste equazioni 
sono entrambe soddisfatte dalle: 

cA — iB + X(aB — eC) = 0 , cB — ?>C— X(cD — aC) = 0 

ove sia: 

bc' — b'e 
ac' — a'c 


dunque due iperboloidi passanti per una stessa cubica gobba hanno necessariamente 
una generatrice comune (25). 
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21. Si trasformi la funzione quadratica a quattro variabili A, B, C, D ; 

AD — BC 

sostituendo alle variabili medesime altrettante funzioni lineari di altre variabili 
A', B', O', D', e si determinino i coefficienti della sostituzione in modo che la funzione 
trasformata sia: 

A'D' — B'C'. 


Applicando le formole che il professor Brioschi da in una sua Nota sulle forme qua- 
dratiche (Annali di Tortolini, giugno 1854), si trova la seguente sostituzione: 

^ = XVA' + p-'B' + VC' + D' 

? = Xp-'A' f p.'B' + XC' + D' 

^ = VpiA' + [lB' + X'C' + D' 

u 

5 = Xp.A' + p.B' + XC' + D' 

0 reciprocamente : 

:| = A — XB — iJ-C + XpD 

— -=:A — X'B — piC +X'pD 
0 

_^ = A — XB — p.'C+ Xii'D 
3^’ = A — X'B — p.'0 + X'p'D, 

Le quantita a, &, c, X, p, X', p/ sono legate da due sole condizioni. 

per cui la sostituzione contiene sei arbitrarie, fra loro indipendenti. 

Per un sistema di valori partieolari di queste arbitrarie otterremo sull’iperboloide: 


AD — BC = A'D' — B'0' = 0 
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due cubiclie gobbe, Tuna rappresentabile colie equazioui: 

8) A'C' — = 0 , B'D' — C'^ = 0 

e I’altra colie: 

9) A'B' — C'" = 0 , C'D' — B® = 0 

oltre poi quella piu volte considerata, che e rappresentata dalle 1) o dalle 2). 

22. I due sistemi di generatrici deU’iperboloide AD — BC = 0 sono rappresentati 
dalle equazioni: 

1. ® sistema . . . A — {oB = 0, C — u)D = 0 

2. ® sistema . . . A — 60 = 0, B — 6D=0. 

Ora dalle formole di sostituzione risulta evidente che i piani A = 0 , B' = 0 , C' = 0 , 
D' = 0 passano rispettivamente per le generatrici del primo sistema: 


A^XB = 0 
C — aD = 0 


A — X'B = 0 
0 — X'D = 0 ’ 


A — XB==0 
C — XD = 0 ’ 


A — X'B = 0 
0 — X'D = 0 


e per le generatrici del secondo sistema: 

A — iJ.C = 0 A — t).C = 0 A — il'C=0 a — t).'C = 0 

B — [i.D = 0’ B — [J.D = 0’ B — [;/D = 0’ B — ^'D = 0 

dunque i due sistemi di generatrici dell’iperboloide saranno anco rappresentabili colle 
equazioni: 

1. ® sistema ... A' — odS,' = 0 , C' — a:D' = 0 

2. ® sistema ... A' — yG' — 0, B' — yD' = 0 . 

Ne segue che fra le tre cubiche gobbe sopra menzionate la 1) e la 8) incontrano 
ciascuna generatrice del primo sistema in un solo punto e ciascuna generatrice del- 
I’altro sistema in due punti; mentre la 9) incontra ciascuna generatrice del primo 
sistema in due punti e ciascuna del secondo in un solo punto. Cerchiamo in quanti 
punti si seghino le linee 1) ed 8), ed in quanti le 1), 9). 

Per trovare i punti comuni alle linee 1), 8), nelle 8) pongasi 

A:B: C: D = (o®: w; 1; 


M (( 0 ^ — [l) (to* — 9-0 (“ — X)® -|- c® (to® — n)® (to — X')® 0 

ac (to® — p-) (to* — p-’) (to — X')® &® (to® — p.')® (to — X)® = 0 


avremo le: 
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ossia, posto ^ ^ • 

[A(a>^-H.')(co — >0® + (o/ — — X'f] = 0 
(o)^ - [.') - {.') (a> - Xf + K — |x) (« — ] = 0 

equazioni che ammettono in comune le quattro soluzioni della: 

10) h{m^ — ij/) (ft ) — If + (ft)'" — tt) (co — = 0 

dunque: due cubiche gobbe situate su di uno stesso iperboloide e seganti entrambe 
in due punti una stessa generatrice hanno in generate quattro punti comuni (28). 
Ponendo A: B: C: D = ft)": «)": «): 1 nelle 9) per trovare in quanti punti si segano 

cd 

le linee 1) e 9), e posto inoltre hanno le: 

(ft)-X) (fc(ft)'— p.)'((0— X') + (ft)^— ti7((0 — X)) = 0 
(ft) — X') (/fc(ft)^— g)^(ft)— XO + (ft)*— p')'(a) — X)) = 0 
equazioni ammettenti in comune le cinque soluzioni della: 


^:(o)* — p,)* (ft) — X') -f- (ft)* — P'0* (ft) — X) — 0 

cioe: se due cubiche gobbe poste su di uno stesso iperboloide incontrano una stessa ge- 
neratrice, Puna in un punto, I’altra in due punti, esse si segano generalmente in 
cinque punti (28). 

Reciprocamente : due cubiche gobbe aventi cinque punti comuni sono sempre si- 
tuate su di uno stesso iperboloide. Infatti P equazione piu generate di un iperboloide 
passante per la prima delle due linee contiene due costanti arbitrarie; si determinino 
queste in modo che la superficie passi per altri due punti della seconda linea; allora 
questa avendo sette punti comuni colla superficie delP iperboloide giacera per intero 
su di essa (30). 

23. Gonsideriamo sulP iperboloide: 

AD— BC = AT)' — B'C' = 0 

un sistema di cubiche gobbe aventi quattro punti comuni. Queste cubiche saranno 
rappresentate dalle equazioni 8) neUe quali si variino le X,p,,X', ecc. in modo perb 
da serbare inalterata P equazione 10) che dS, i punti comuni alia cubica 1) ed alia 8). 
Per maggior semplicita supponiamo che due di questi punti comuni alle cubiche siano 
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quelli corrispondenti ad co = o e ad to = oo,per eui nella (10) si dovra porre: 

li 1 = 0 , jj- = let ?' , |j/ = 

/<• indeterminata. La 10) diverra: 

_ a)(i + A) (X + X') + 2kXi: = 0 

e poiche i coefficienti di questa equazione devono essere invariabili, le X , X' , h saranno 
legate dalle relazioni: 

(l4-fc)(X + X') = 2a, A:XX' = p 

ove a , p sono costanti determinate. Quindi nelle equazioni 8) si potranno esprimere 
tutte le indeterminate in funzione di k che rimarra solo parametro variabile dall’una 
all’altra cubica gobba. Ora osserviarao che un punto qualunque dell’iperboloide, con- 
siderate come r intersezione delle generatrici: 

A — xB = 0, C — a:D==0; A — 2/0 = 0, B — yB — O 


puo rappresentarsi colle equazioni: 

A.:B: C:!) = yx: y: x: 1 . 

Per avere i punti in cui la linea 8) incontra la generatrice: 

A — yC = 0 , B — yl) = 0 
pongansi i valori precedent! nelle 8); si avra; 

( 2 / — p.') (x — X)* — {y — ^){x — X'f = 0 

ossia; 

11) akx^ — -{-k)x-{-ay = 0 . 

Siano x^ ed Xi i due valori di x dati da quest’ equazione; sara: 




(y ~l~ r^) (1 + 

cuk 


Xi = I 


(lunque, indicando con M, N quantita soddisfacenti alle; 

avremo: 

a {x^ + ^i) — Ma^oXi — N = 0 

ossia: le coppie di punti in cui la generatrice A — ?/C = 0, B — ?/D = 0 (che ap- 
partiene al secondo sistema) e segata dalle cubiche della famiglia 8), cioe da pin 
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cubiche posts su di ueo stesso iperboloide, ed aventi quattro puEti comuni, sono in 
involuzione (34). 

24. Per avere il punto in cui la cubica 8) incontra la generatrice del primo sistema : 

A — £!;B = 0, C — a;D = 0 

consideriamo y come incognita nella equazione 11): 

°x-\- k x (fi — arr) 

^ a — a:(l-[-^) 

Ora cerchiamo il rapporto anarmonico de’ quattro punti, in cui la medesima generatrice 
e segata da quattro linee della famiglia 8), corrispondenti a k — ki,k 2 , . Tale 
rapporto anarmonico sara quello de’ quattro piani passanti per gli stessi punti rispet- 
tivamente, e per una retta qualunque, per esempio B = C = 0 . Il piano passante 
per questa retta e per uno qualunque di que’ quattro punti e: 

Bx — 2/C = 0 

ossia ponendo per y il suo valore: 

B(a -x) — pc — ^:('xB+(!3 — ax)c) = 0 . 

Cambiando la cubica gobba cambia soltanto k, quindi il rapporto anarmonico richiesto 
sara; 

(& j k.^ (k^ k^ 

(ki k^ (k^ ^ 4 ) 


quantita indipendente da x. Dunque: il rapporto anarmonico de’ quattro punti in cui 
quattro cubicbe poste su di uno stesso iperboloide e aventi quattro punti comuni in- 
contrano una generatrice di quel sistema, che e intersecato in un solo punto per ogni 
generatrice, e costante, qualunque sia la generatrice (34). 

25. Dati nello spazio sei punti, siano; 

A' = 0, B' = 0, C' = 0, D' = 0 

le equazioni delle facee del tetraedro determinate da quattro fra que’ punti; le fun- 
zioni A', B’, O', D' s’intendano moltiplicate per tali costanti che il quinto punto sia 
rappresentato dalle: 

A' = B'=C' = D' 

a 6 c d ’ 


e il sesto punto sia: 
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Allora la eq^uazione de’ due coni di second’ ordine passanti entrainbi per questi sei 
punti, ed aventi il vertice I’uno nel punto A' = B'=C' = 0, I’altro nel punto 
D' = B' = C' = 0 , saranno 

— c) . 6(c — a) . c{a — h) d{i — c) , b{c — d) , c{d — b) ^ 

A' ^ B' C' ~ ’ D' B^ ~ • 

Posto: 

B = c(J — d)B' + 6(c?— c)C' ; G = c{b~a)B' -\-b{a — c)C' 
a{b — a) {a — c) A = cb (a — d)~{c — b) A' ac(6 — df [a — c)B' -\-ba (c — df {b — a)C' [ 
d{b—d){d—c)'D=cb{d—af{e—b)-D' + dc{b—af{d—c)B'-i-bd{c—af{b—d)C' 
le equazioni dei due coni divengono: 

AC — B® = 0, BD — 0^ = 0 

quindi le equazioni della cubica gobba passante pe’ sei punti dati sono: 

A:B: C:D = (o":to^:a); 1. ' 


26. Si considerino ora le cubiche gobbe passanti pe’ primi cinque punti dati e 
appoggiantisi ad una retta passante per uno di questi punti. Siano 

A'; B': C' = a: jB: y 


le equazioni di questa retta; tutte le anzidette cubiche saranno situate sul cono di 
second’ ordine: • 


12 ) 


t) I ^(y— «) I t(«— r^) 

A- i- B- -t- 0- - ^ 


e una qualunque di esse sara 1’ intersezione di questo cono e di quest’ altro: 
,3) + = 0 


ove ^5) varia da una cubica all’altra. Cio premesso, passo a dimostrare il teorema: 
quattro cuUche gohbe situate su di uno stesso cono di second’ ordine ed aventi cinque punti 
comuni incontrano una generatrice del cono in quattro puntiy il rapporto anarmonico 
de’ quali e costante qualunque sia la generatrice^Vm, generatrice qualunque del cono 12) 
h rappresentata dalle equazioni: 


14) 


— y) C 4- ^P(t — a) + M (a — p)j A' = 0 


B'— ;iC'==o 
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h indeteriainata. Per determittare il punto in eui questa generatrice e incontrata dalla 
cubica 12), 13) cercliiamo le equazioni della generatrice secondo la quale il piano 
B'— ;jC' = 0 sega il eono 13); esse sono: 

15) B'— 7!.C'==0, A(p — T)C'-j-(p(TX. — l) + /iT(l — pa)]D' = 0 

quindi il punto ricMesto e determinato dalle tre equazioni 14) e 15). Dando a % quattro 
valori particolari Xi, X 4 successivamente, otterremo i quattro punti in cui la 

generatrice 14) e incontrata da quattro cubiche gobbe passanti pei cinque punti dati 
e appoggiate alia retta data, ciascuna in un altro punto. Il rapporto anannonico 
de’ quattro punti e eguale a quello de’ quattro piani condotti per essi rispettivamente 
e per una medesima retta qualunque, per esempio la C' = D' = 0. Le equazioni 
de’ quattro piani sono : 

E + a,D' = 0; (»-=1,2,3,4) 

over 

13t ( 1 - ^) E = (p - y) C + - P) D' 

epperb il rapporto anannonico in quistione e 

{Xi—Xi)(x3—X4) 

iXi (*2 X^ 

quantita indipendente da h, c. d. d. 

27. Il piano osculatore della cubica gobba 2) nel punto di parametro » taglia la 
superficie sviluppabile 3), di cui la cubica b lo spigolo di regresso, secondo la conica 
rappresentata dalle equazioni: 

A — 3wB + 3w^C — (u^D = 0 

(A — <oB)^ — 4 £o®(B^ — AC) = 0, ovvero (C — wD)* — 4(C® — BD) = 0. 

Lo stesso piano osculatore taglia il piano: 

B — ;jC = 0 

secondo una retta, il cui polo rispetto alia conica anzidetta b rappresentato dalle 
equazioni: 

A: B: C: D = (<)(2<o — h) : co — 2 Ji: — 3 

dalle quali eliminando m si hanno le: 

2A~UB — U^G + 2 ¥D^ 0 , ^(30 — 2AD)^ + AD = 0 

rappresentanti un’aJtra conica. Ossia: un piano osculatore variaiile di una cubica 
gobba taglia un piano fisso secondo una reita, e il fascio delle rette tangenti alia cu- 
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bica in una eonica; il polo di questa retta rispetto a questa conica ha per luogo geome- 
trico un’ altra conica. Per brevita il piano di quest’ ultima conica si dira congiunto al 
dato piano fisso. 

Se il piano fisso si suppone a distanza infinita, il teoreina precedente somministra 
quest’ altro: i centri delle coniche risultanii dal segare coi piani osculatori d'una cubica 
gobba il fascio delle sue tangenti sono tutti in una stessa eonica. 

L’equazione del piano fisso ora sia: 

16) A — (X [X — 1“ v) P -|- (jxv -|— vX -|— X^i) C — X[xv D = 0 

cerchiamo I’equazione del piano congiunio. A tale uopo osservo che alle equazioni 2) 
si possono sostituire le seguenti; 

A' : B' : C' : D’ = cc® : x® : a: : 1 

ove: 

A = A — 3vB + 3v®C — v®D 

B' = A — (2v 4- o.}B + v(2p, + v) C — p'D 

C' = A - (2tx + v) B + [Ji(2v 4- p.) C — 

D' = A— 3[j.B-f 3ti®C— [x^D 

e inoltre: 

W V 

f x = . 

60 — [X 

Per questa sostituzione I’equazione del piano fisso 16) diviene: 

B' — itC' = 0 

ove: 

X — {X 

eppero I’equazione del piano congiunto sara: 

2 A' — 3J!:B' — 37f®C' + 2FD' = 0 

ossia: 

17 ) A - (X' 4- g' 4- v') B 4- (vV' + 4- c - X'tx'v'D = 0 

ore : , ^ 

X([x4''') — 2txv p.(v 4- iQ — 2 vX , v(X4- [x) — 2Xp, 

■~“2X — ([x+v) ’ 2tx — (v4-X) ’ 2v — (X4-p.) 
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Da queste ultime equazioni si ricava reciprocamente: 

, X' (;j.' -|- ’•'0 — p/(v'-}-X') — 2v’X' v' (X' [i') — 2 X' |j.' 

* 2X'— + 2v'— (X' + p.') 

oade segue che, se il piano ^sso e rappresentato dall’ equazione 17), il piano can- 
giunio lo Sara dalla 16). E poi degno d’ osservazione che i sei punti di parametri 
X,|j.,v; X',[j.',v', ne’ quali i due piani 16) e 17) cmgiunti I’uno all’altro incontrano 
la cubica gobba, costituiscono un sistema in involuzione. Cioe: se un piano e congiunto 
ad altro, viceversa guesto e congmnto a guello; e i sei punti in cui la cubica gobba e 
incontrata da due piani fra loro congiunti som in involudone. 

28. Continuando nell’ argomento del paragrafo precedente, pongasi: 


A" = A — 3-/B + 3v«C — v'^'D 
B" = A — (2v' + [j.')B -f v'(2[j.' + v')C — [l'v'^D 
C" = A — (2[j.' + v') B + (i'(2v' + 1 ^/) C — vV'^D 
D" = A — 3ii'B + 3i).''C — 

onde le equazioni 2) si trasformeranno nelle seguenti : 


A":B’': C": D" = 2/®: 2/: 1 


ove 


e I’equazione 17) diverra: 


OJ 'j 



B" — ^C" = 0 


ove: 



ossia le equazioni dei piani congiunti 16), 17) saranno: 

16) B'— /cC' = 0 17) B" — ZC"==0. 


Per un date valore di co abbiamo nel piano 17) il polo: 


A': B' : O': D'—Zka?: x{2x~k)-. x — 2&: — 3 
e nel piano 16) il polo : 

A": B": C": D" = 3Z/; y{2y~l): y-2l-. -3. 
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Variando w, questi due poll generano le due linee de’ j^oli situate rispettivamente 
ne’ piani 17) e 16), Le equazioui della retta che unisce i due poli corrispondenti ad co 
qualsivoglia si ponno scrivere cosi: 

(4A' + 3fcB' — 6FC' + 4FD') +' (a' — 6fcB' + 12FC' — 8 FD') = 0 

(s A — 12fcB' + 6FC' — FD') — (a' — 6 fcB' + 3FC' + 4FD') = 0 

eppero, variando m ossia variando y, questa retta genera un iperboloide. Cioe: dati 
due piani tra loro congiunti, le linee de' poli in essi situate giacdono sopra di uno stesso 
iperholoide ad una falda. 

29. Siano date nello spazio la cubica gobba 2) e le due rette: 

A-(a + 6)BH-a&C = 0 , B — (c + d)C -|- D = 0 
A — (a + P)B + apC = 0 , B — (t + S)C4-t3D=0 

situate comunque Tuna rispetto all’altra. Qual’e la superficie rigata generata da una 
retta mobile cbe incontri costantemente quelle tre linee (direttrici)? Pongasi per 
brevita : 

E = B — (c + d)G + cdD E' = B — (T + a)C + -rSD 

H = A — (a + 6)B + abC H':=A— (a + S)B + «13C 

F = (a + 6)E4-H F' = (a + 13)E' + H' 

G = (c + d)H+a6E G'==(T + 5)H' + apE'. 

Essendo E = H = 0 , E' = H' = 0 le equazioni delle due direttrici rettilinee, la ge- 
neratrice potra rappresentarsi colie: 

E — XH = 0, E' — X'H' = 0 

purcbfe si determinino X e X' in modo che queste equazioni siano soddisfatte entrambe 
dalle 2) ossia da: 

E: H: E': = d): a)(o>— a)(w— 5): (a>— y)((o— 8): (o((o— a) (w~p) 

onde dovra essere: 

, (co— c)(&)— d) ((a — Y)(to— 8) 

c)(a) — a)((t > — b) ’ — ■«)(<!) — p) 

Le equazioni della retta generatrice saranno per conseguenza: 

(o^E — (o*F + mG — cdH = 0 , a)®E' — fo®F .+ wG' — tSH' = 0. 


Cremona^ tomo I. 


6 
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II risultato della eliminazione di w da queste equazioni e: 


K'G — KG' KF' — K'F 

KF'— K'F K'E — KE'4-FG' — F'G 

K'E — KE' GE' — G'E 


K'E — KE' 


GE' - G'E 


==0 


EF' - E'F 


ove K = Ci^ H , K' = 70 H' . Dunque il luogo richiesto e una superficie del sesto or- 
dine (57). 

Veniamo ora ai casi particolari. 

I." Sia a — c, doe la prima direttrice rettilinea si appoggi in un punto alia 


cubica gobba: allora si ha X = 


(0 — d 

(!) (0) — 5) ’ 


zione : 


qnindi, posto L == H + 5E , si ha 1’ equa- 


LK' — (ZHG' 
dHF' — K'E 
— (?HE' 


cfHF' — K'E 
— fflE' + EG' — F'L 
E'L 


— cZH 


L 

E 


= 0 


che e del quinto grade rispetto alle coordinate A, B, C, D (58). 

2 ." Sia ( 3 ! = c, h = d, doe la prima direttrice rettilinea si appoggi alia cubica 

in due punti; allora X = — , quindi si ha I’equazione: 


E' — H'EF' -f- HE'G' — 78 E*H' = 0 


che e del quarto grado (59). 

3. " Sia a=G, a = 7 , doe le due direttrici rettilinee si appoggino ciascuna in 

un punto alia cubica gobba; allora X = — ^ X'= quindi si ha; 

(«)((!) — 0 ) 0) (d) — p) 

' (dHE'— 8 H'e) * — (SH'(H + 6E) — dEiR' + pE')) (e (H' + pE') — E'(H + 5E)) = 0 
equazione del quarto grado (59). 

4. “ Sia a — c, i = d, a =7 cioe una delle direttrici rettilinee si appoggi in due 


punti e I’altra in un solo punto alia cubica gobba; allora X = -, X' 

00 


CO — S 


si ha la: 


(0 


(<!)-P)’ 


IFE' — HE (H' + pE') + SE^H' = 0 


equazione del terzo grado (60). 
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5.“ Finalmente, se fosse a — c, h=^d, a — -(, P— 3, doe se le due direttrid 
rettilinee fossero entrambe corde della cubica gobba, le equazioni della generatrice 
sarebbero: 

ojE — H = 0, wE' — H' = 0 
da cui eliminando w si ba: 

EH' — E'H = 0 

equazione rappresentante un iperboloide (60). 

Nel 4." caso la superfide rigata e, come si h veduto, del terz’ordine. La direttrice 
rettilinea E = H = 0 corda della cubica gobba ha la proprieta che da dascun punto 
di essa partono due generatrici, le cui equazioni sono; 

wE — H = 0, (S— w)H'— to(p-w)E' = 0 

to'E — H = 0, (S — — w'(p — a3')E'==0 

ove: 

3 (co -j- 0)') — (0(1)' — 5p = 0 . 

Queste due generatrici, partenti da uno stesso ’punto della direttrice E = H = 0, in- 
contrano la cubica gobba ne’ punti che hanno per parametri oo, (o'. Le coppie di punti 
analoghi a questi due sono in involuzione, il che risulta dalla equazione che lega 
insieme (o,(o'. Percio le corde della cubica congiungenti i punti omologhi sono gene- 
ratrici deir iperboloide : 

AC - + S(BC — AD) 5p(BD — O') = 0 

il quale passa per la cubica gobba e per I’altra direttrice rettilinea 'E' = H' = 0. 

30. La retta B = C = 0 corda della cubica gobba 2) sia I’asse comune di due 
fasci omografici di piani. Sia 1’ equazione d’un piano qualunque del prime fascio: 

B — (oC = 0 


quella del piano omologo nell’altro fascio sara: 

ctf b(0 


B 


c "1“ d!(o 


C = 0 


a,b,c,d costanti arbitrarie. Questi due piani incontrano la cubica gobba ne’ due 


d -I- 6(0 


punti, i parametri de’ quali sono (o ed ^ r ; la retta che unisce questi punti b : 


(c -f- 5(o) A — (6 c)(o -)- (i(o*j B -f- (d -(- 6(o) (o C = 0 , 

(c -f- i?(o) B — ^d -|- (6 -[-■ (!)(o -j- (Z(o*j C “f- (d -f- 6co)(o D = 0 
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quindi il luogo geometrico di questa retta e una superficie del quart’ ordine. Per 
ciascuE punto della cubica gobba passano due generatrici della superficie; infatti con- 
siderando le due divisioai omograficbe sulk linea, se il punto w si risguarda come 

a h(ii 

appartenente alia prima, gli corrisponde nell’ altra il punto ^ > e se lo stesso 

punto 0) si considera come appartenente alia seconda divisione, gli corrisponde nella 

prima il punto ; e le due rette congiungenti il punto w ai punti v v > 

^ aci) — 0 c “-f- a(s> 


— sono, per la definizione della superficie, generatrici di questa* Ne segue che 

do) — i 

la cubica gobba e una linea di stringimento [’“] per la superficie raedesima ( 55 ). 

31 . Abbiansisulla cubica gobba 2) quattro punti di parametri Qi, 60, 63, 64, e un 
punto dello spazio, per es. quello rappresentato dalle equazioni: 


18 ) 


A=o, D=o, B— ec==o. 


Le equazioni delle quattro rette 1, 2, 3 , 4 cbe congiungono quest’ ultimo punto ai 
primi quattro sono: 

A:B — eC: D = 6 '.: 8 ,( 0 , — 6 ): 1 ... (r = 1 , 2 , 3 , 4 ). 

Il piano delle rette 12 b: 

(6^ + 6, _ 6) A + 61 03 (01 6, - 0 (01 + 9 *)) D - (6f 4- 0i 9, 4- e|) (B - 6 C) = 0 


esso ineontra la cubica gobba nel punto il cui parametro k: 

6 (01 4 " 82) 01 02 . 

“1- 04 + 62-9 ’ 


cosi il piano delle rette 34 incontra la cubica gobba nel punto: 


0)2 — - 


0(03 + 9 *) - 0304 
03 4-04 — 0 


Il piano determinate dai punti coi, oij e dal punto 18 ) incontra la cubica medesima 
nel punto che ha per parametro: 

_ 0i«ai+®2) ®1<*2 6*81 — 6^82 + 84 

014+0)2—6 e3_es2 + 83 

ove 8, e la somma de’ prodotti delle 6i, 62, 65, 64, prese ad r ad r. Questo punto 
il cui parametro r e una funzione simmetrica de’ parametri 9 i, 62, 63, 64 raria percio 
soltanto col yariare de’ punti dati; esso punto si chiamerd opposto ai guattro punti 
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011 03)^4 relativamente al punto 18) (per questa denomiaazione veggasi Salmon, 

on the higher plane curves, pag. 133). 

Ora considero il cono di second’ ordine; 

A' + Z(B — 0C)^ + + »iAD + pA(B — 60) + ^©(B — 6C) = 0 

che ha il vertice al punto 18); questo cono incontra la cubica gobba in sei punti, i 
parametri de’ quali sono le radici della equazione; 

w® -j- Zo)*(w — 6)® m — 6) -f- g<a{(a — 6) = 0. 

Siano 0i , 02 1 • ■ • 06 queste radici, e Z,. la somma dei prodotti di esse medesime prese 
ad r ad r; avremo le: 

Zi = — p, Z.i = l—p^, Z3 = 2Z9 — n, Z4 = g-\-l^^ , Zi = gP, Ze = m 
da cui elirainando l,m,n,p,q si ha; 

9% — 6% + 0Z4 — Z5 = 0. 


Se in questa equazione si rendono esplicite le quantita 05 , 06, essa prende la forma; 

19) Cli(Ps “I" %) ^>05 06 c = 0 

ove: 

a = e^_e% + 6S3 — S4, 6 = 6*— 6S2 + S3, c = 6% — 6*82 + 684. 

[‘*] Il piano de’ due punti 65, 06 e del punto 18) incontra la cubica gobba nel punto il 
cui parametro e: 

0 (65 + 06) 65 06 

65 + 06 0 

ma in virtu della 19) e della identica; 

(10 — 66* + c = 0 

si ha: 

6(65 + 65) — 65 63 c 

05 + 06 — 0 “06 


dunque il piano anzidetto incontra la cubica gobba nel punto opposto ai punti 61 , 62, 63, 64, 
ossia: se un cono di second’ ordine incontra una cubica gobba in sei punti, il piano pas- 
sante per due di questi punti e pel vertice del cono passa anche pel punto opposto agli altri 
quattro (Salmon, ibid.). 

[XTJ 


Cremona, giugno 1858. 


10 . 


TEOEEMI SULLE LINEE DEL TEEZ’ OEDINE 
A DOPPIA CUEVATUEA. 


Annali di Matematiea pura ed applicata, serio I, toiiio II (1858), pp. 19-29. 


1.® Siano A==0, D=0 le equazioni di due piani osculatori di una cubica gobba 
(linea del terz’ordine a doppia curvatura); a e d i punti di contatto; sia B = 0 
Tequazione del piano che tocca la ciirva in a e la sega in d-, C = 0 1 equazione del 
piano ehe tocca la curva in e la sega in a. In un recente lavoro sullo stesso argo- 
mento, io ho dimostrato che la cubica gobba puo essere rappresentata colle equazioni: 

A = Be = Ci' = W 

ove i e un parametro variabile che serve a individuare un punto sulla curva. Ivi e 
pure dimostrato il seguente teorema dovuto al sig. Chasles: 

Se per un punio dado nello spasio si conducono alia cubica i tre piani osculatori^ 
il piano de’ punti di contatto passa pel punto dato. 

Se le coordinate del punto dato sono a:h:c:d, T equazione del piano h 

dA~aD-i3{bG — cB) = 0. 

Facilissimamente si dimostra anche il teorema correlative: 

8e un piano: 

pA -1- g'B 4' -f sD = 0 

sega la cubica in tre punti, i piani osculatori in guesti punti concorrono nel punto: 

A: B: C:D = — 3s: r: — g: 3p 

che appa/rtiene al piano dato. 

Inoltre; 
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Se da ciascun punto di una retta: 

Ik + = 0 , jpB -}- = 0 

si conduGono tre piani oscidatori alia curva, il piano de^ punti di contatto passa costan- 
temente per un'altra retta, le cui egiiai^ioni sono: 

{mq — np)k-\- 3r(MB + nC) == 0 , (mq — np)D + 3Z(^B + 2 ^) = 0 ; 

reciprocamente, se per ciascun punto di questa retta si conducono tre piani osculatori alia 
Guhica, il piano de^ punti di contatto passa costantemente per la prima retta. 

In generate : 

Se da ciascun punto di una superHcie geometrica delVordine n si conducono tre piani 
osculatori ad una cuhica gohha, il piano de’ punti di contatto inviluppa una superftcie 
geometrica della classe n, e tale die se da ciascun punto di essa si conducono tre piani 
osculatori alia cuhica, il piano de' punti di contatto inviluppa la prima superficie. 

2,® Segue da cio, che a ciascun punto dello spazio corrisponde un piano, e reci- 
procamente, in questo senso che il piano contiene i punti di contatto della cubica 
co’ suoi piani osculatori passanti pel punto. I punti dello spazio formano cosi una figura 
correlativa a quella formata dai piani ad essi corrispondenti. Anzi, siccome ciascun 
punto giace nel piano che gli corrisponde, cosi Tattuale sistema di figure correlative 
coincide con quello che il sig. Chasles ha dedotto dalla considerazione di un sistema 
di forze, o di un corpo in movimento (vedi VApergu historique). 

Per brevita, il punto corrispondente ad un date piano si dira fuoco del piano ; e 
si diranno reciproche due rette tali che i fuochi dei piani passanti per Puna sono nel- 
I’altra. Siano 'J 0 ,y,% le ordinarie coordinate rettilinee di un punto, e suppongasi: 

A = aiX -|- a^y + 

B = -|- b^y + b^x 

0 = CiO? + + c^x 

J) = diX d^y ~\-d^x 1 

ed inoltre si faccia: 

d%a^ — d^a^, —f" 3 {b^c^ ^ 3 ^ 2 ) ^ 

d^a-i diO^ ^{b^Ci biC^ == Y 
d^i^z — d^Ui 3 {b\C2 — h%c-^ = Z • 

Allora r equazione del piano il cui fuoco ha le coordinate Xo , ^0 j si puo scrivere 
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(a;o— a;)M, + (2/o-2/)M,+ 

-f- X (?/*o — "f" X (xaJo — ** 0 ) "f~ Z (a:2/o ' I/^^o) = 0 , 

ed inversamente, le coordinate del fuoco del piano: 

'px-{-qy-\-rz-\-s — 0 

gM- — rM^,— sX rM^ — — sY joH,; — 
i^X + gY + rZ ’ pX + gY + rZ ’ pX + gY + rZ ' 

Ammesso che le X, Y, Z , M^, , M, rappresentino le somme delle forze compo- 

nenti e le somme dei momenti delle coppie component! relative agli assi coordinati 
e dovute ad un sistema di forze di forma invariabile, il piano corrispondente ad un 
dato punto sara quello della coppia risultante relativa a quel punto, e viceversa il fuoco 
di un dato piano sara il punto a cui corrisponde la coppia risultante situata in quel 
piano. E poi noto che alle proprieta de’ sistemi di forze corrispondono analoghe pro- 
prieta del movimento di un corpo. Dunque tutte le proprieta geometriche de’ sistemi 
di forze 0 del moto di un corpo rigido si tradurranno in teoremi relativi alle cubiche 
gobbe. 

3,° Passo ad altre proprieta, nel dimostrar le quali faro sempre uso delle coordinate 
di PLtJcKEE (PunU-Goordinaten). 

Considero il piano: 

( 1 ) A — — ojD = 0 


ove: 


(5 = X jl -|- V , 3i = [LV -(- vX -)- X[A , 3j X[LV | 


il fuoco di questo piano e: 


A; B: 0: D = So*: Oi: 0 : 3. 

Pongo: 

A — (ix v) B [XV C = X ([X — v)^ct 
A — (v +X)B + vXC = (x(v — X)*p 
A — (X -|- [x) B — |— X[x C == V (X — [x)* Y 


n 


Prese insieme aU’equazione (1) le eqnazioni: 


a = 0 p=0 Y = 0 

rappresentano i lati del triangeio inscritto nella cubica e posto nel piano (1); e le 
p — I T — a = 0, a — [3 = 0 
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rappresentano le rette congiungenti i vertici del triangolo al fuoco del piano. Allora 
le coniugate armoniclie di ciascuna di queste tre ultime rette rispetto alle altre due 
saranno: 

P + Y = 0. T + a = 0, a + j5==0 

le quali incontrano, com’ e noto, i lati corrispondenti del triangolo in tre punti posti 
nella retta: 

a + p + Y = 0. 


Questa retta, che rispetto al piano (1) ha tale proprieta esclusiva, si denominera dAret- 
trice del piano stesso. 

4. “ Nella memoria citata ho dimostrato un teorema, di cui qui ricordero I’enun- 
ciato. Premetto che per polo di im piano ris^petto ad una linea di second’ordine intendero 
il polo della retta comune a quel piano ed al piano della linea. Cio posto, I’enunciato 
di cui si tratta e il seguente: 

II luogo dei poli di un data piano rispetto a tuUe le coniche, seeondo le quali i piani 
osculatori di una cubica goVba segano la superficie sviluppahile di cui questa e lo spigolo di 
regresso, e una conica situata in un piano individuato. JReciprocamente, il luogo dei poli di 
questo piano rispetto a tutte quelle coniche e un’altra conica posta nel primo piano data. 

Due piani dotati di questa scambievole proprieta si sono denominati congiunti; 
congiunte ponno dirsi anco le coniche in essi situate ; congiunti i triangoli inscritti nella 
cubica e posti in tali piani, e da ultimo congiunti i triedri formati dai piani osculatori 
che concorrono ne’ fuochi de’ due medesimi piani. 

5. '’ L’equazione del piano congiunto al piano (1) e: 

(2) A — sB + '^iC — SsD = 0 


ove: 

essendo: 


eppero : 


s = l-\-m-\-n , Si=mn-\-nl-\-lm , Sz—lmn 

X(p. — 2Xp. 

2 X — (q -)- v) ’ 2 p. — (v -|- X) ’ 2 V — (X -|- p) 

3 (a*Oi 4- 9 aoj — 6 of) 

* 270i+2a* — 9ooi 


3 ( — oof — |— 6 0^ Og — 9oi Oj) 
27 Og 4" 2 o^ — 9 ooi 

9ooiOg — 27og— 2of 
27og 4" ^ ' 9 ooi 
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Le eqiiazioni della retta che iinisce i fuochi de’ due piani (1) 6 (2) sono: 

( 3 ) Kp — B 2 + CIr = 0, Bjp — Gg[-\-J)r = 0 

ove: 

p = o^ — 3ai, q — (5Gi — 002, r = G? — SoGg. 

L’ eguaglianza de’ coefficienti nelle due equazioni (3) mostra che la retta da esse rap- 
presentata si appoggia alia cubica in due punti (reali o ideali), i cui parametri ii,i 2 
sono dati dalle: 

... q . . r 

dunque : 

Ogni retta congkmgente i fuochi di due piani congiunti e una corda della ciibica gohba. 
Le equazioni della retta comune ai due piani (l) e (2) sono: 

(4) (q^—pr)A — Sr(Bq — Cr) = 0 , {q^ — pr)J) + bp{Bp — Cq) = 0 

la forma delle quali mostra che questa retta e F intersezione dei piani osculatori della 
cubica ai punti: 

... q . . r 

h -T H = ^ 2-1 ^2 = - 

p p 

dunque: 

La retta intersezione di due piani congiunti e anco V intersezione dei piani osculatori 
della cubica gobba ai punti ove si appoggia la retta che nnisce i fuochi de^ due piani 
congiunti, 

Formando le equazioni delle direttrici dei piani congiunti (l) e (2) si trovano per 
entrambe le equazioni (4), dunque: 

Due piani congiunti hanno la stessa direttrice, la quale e la retta ad essi comune. 
Confrontando le equazioni (3) e (4) si riconosce che esse rappresentano rette re- 
ciproche; ossia: 

La retta che unisce i fuochi di due piani congiunti y e la loro comune direttrice sono 
rette reciproche; doe se per ciascun punto delVuna di esse si conducono tre piani oscidatori 
alia cubica, il piano de' punti di contatto passa costantemente per Valtra. 

6.^ Cerchiamo se una retta che sia corda della cubica contenga i fuochi di una 
sola coppia di piani congiunti. II piano: 

B — (oC — 0 

e congiunto al piano: 


2A — 3toB — 3o>^C + 2o)®D = 0 
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e la retta congiungeate i loro fuochi e rappresentata dalle: 


( 5 ) 


A — coB4-w®C = 0, B— (oC + {o®D==0. 


Affinche questa retta passi anclie pe’ fuochi di due altri piani congiunti, le cui equa- 
zioni siano (1) e (2), il sistema delle equazioni(5) dovra essere equivalente al sistema 
delle(3); eppero si dovra avere: 


il che da: 


g=rpa), r = 


p = — 3 (00 ~j~ 9(0*^, 


0 ^ = (o(a — 3o)), 


s 


3 (0 (a — 6 (o) 
2o — 3o) 


S^==(0(5 — 3o3) , 


O2 == — (0^ 


— 02 


per cui le equazioni (1) e (2) divengono: 

A _ 3<o"C + — a(B — wC) = 0 , 

A — 3o)'C + a>3D— s(B — (oC) = 0 

rimanendo o indeterminata. Queste equazioni rappresentano infinite coppie di piani 
tutti passanti per la retta rappresentata dalle: 

A -- 3(d'C + = 0 , B — cdC == 0 

ossia : 

2A — 3coB — 3(o'C + 2(o"D = 0, B — a)C = 0. 

Ne concludiamo che: 

QuaUtngfuc retta che sia cor da della cubica gobba contiene i fuochi di infinite coppie 
di piani congiunti tutti passanti per una stessa retta, la guale e V interse^ione dei piani 
osculatori della cubica ne' punti comuni a questa ed alia prima retta^ 

Da questo teorema consegue quest’ altro: 

Per gualungue retta che sia V intersezione di due piani osculatori della cubica gobba 
passano infinite coppie di piani congiunti, tutti aventi i fuochi su di una stessa retta, 
la quale si appoggia alia cubica ne" punti di contatto de' due piani osculatori passanti 
per la prima retta. 

7.° La relazione fra a e o, che si puo scrivere cosi: 

25a — 3(o(s + o) -j- 18a)^ = 0 , 

mostra che i piani rappresentati dalle equazioni (6) formano una involuzione. Dunque: 

Le infinite coppie di piani congiunti passanti per una stessa retta^ che sia comune 
intersemne di due piani osculatori della cubica gobba, sono in involumne. 1 piani auto- 
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coniugati della involusione sono i due piani osculatori, I fuocM di tutti que" piani con- 
giunti foTMano pure una involujsionej i cui elewienti auto-coniugati sono i punti di con- 
tatto de’ due piani osculatori. 

Per avere il punto centrale delP involuzione de’ fuocM si condurra per la direttrice 
il piano parallelo alia focale (retta contenente i fuocM). Questo piano ha il suo fuoco 
a distanza infinita, quindi il piano che gli e congiunto, ossia coniugato nella involu- 
zione, avra per fuoco il punto centrale richiesto, e sara il piano centrale della invo- 
luzione di piani. 

La cubica gobba ammette due piani osculatori paralleli fra loro, cio6 segantisi se- 
condo la retta direttrice posta nel piano all’ infinite. Essi ponno quindi risguardarsi 
come gli element! auto-coniugati di una involuzione di piani congiunti paralleli. Il piano 
centrale di questa involuzione avra per congiunto quello all’ infinite, e quindi sara 
quello contenente i centri delle coniche secondo cui i piani osculatori della cubica 
segano la superficie luogo delle sue tangenti. 

8.^ Per un punto date nello spazio, di coordinate a: b: c: d, passa una retta ap- 
poggiantesi alia cubica in due punti; le sue equazioni sono: 

{c^ — bd)k — [be — ad) B + (6^ — ac) C = 0 , 

[c^ — bd)B — (be — ad) C + (b^ — ar) D = 0 

e pe’ punti comuni alia retta ed alia cubica si ha : 

. , , be — ad . . b ^ — ac 

== 7=^ • 

La retta e sempre reale, benche i due punti possano essere ideali. 

In un piano dato qualsivoglia: 

lA + mQ + «C + AD = 0 

esiste una sola retta, comune intersezione di due piani osculatori. Le sue equazioni 
sono: 

(g,2_^)A — 3r(B2— Cr) = 0 , — pr)'^ + — Gg) = 0 

avendosi pe’ punti di contatto: 

. I . q nwt — 9A? . . r Zhm — w* 

^ ^ p Sfo* — p Sln — m^’ 

La retta e sempre reale, benche i due piani osculatori possano essere ideali. Ossia; 
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Per un punto dato nello spa^io passa sempre una retta (ed una sola) die e focale di 
un fascio di piani congiunti. In un piano dato esiste sempre una retta (ed una sola) 
die e direttrice di un fascio di piani congiunti. Se il punto dato e il fuoco del piano 
dato, le due rette sono reciprodze, e i due fasci di piani congiunti coincidono in un solo 
fascio. 

Per ogni punto dello spazio passano tre piani osculatori della cubica, eppero tre 
rette, ciascuna delle quali e direttrice di un fascio di piani congiunti, Se i tre piani 
osculatori sono reali, anche le tre direttrici sono reali; ma se due de’ piani osculatori 
sono ideali, si ha una sola direttrice reale, ed e quella comune ai due piani ideali. 

Un piano qualunque sega la cubica in tre punti, eppero contiene tre rette, ciascuna 
delle quali e focale di un fascio di piani congiunti. Se i tre punti d’ intersezione sono 
reali, tali sono anche le tre rette che li uniscono a due a due ; ma se due di quelli 
sono ideali, si ha una sola focale reale, ed e la retta die passa pe’ due punti ideali. 
Ossia : 

Per un punto qualungue dello spazio passano o tre rette direttrici reali o una sola, 
secondo che per quel punto si ponno eondurre alia cuhica tre piani osculatori reali o un 
solo. In un piano qualunque esistono tre rette focali reali o una sola, secondo che quel 
piano Sega la cuhica in tre punti reali o in un solo. 

Credo interessante la proprieta che segue: 

Se una retta focale incontra la cuhica in due punti reali, e per conseguenm la relativa 
direttrice esiste in due piani osculatori reali, ciascun piano passante per questa incontra 
la cuhica in un solo punto reals. AIV incontro, se la focale incontra la cuhica in due 
punti ideali, ogni piano passante per la direttrice incontra la cuhica in tre punti reali. 
Ossia: ciascun piano di un fascio di piani congiunti in involuzione incontra la cuhica 
in tre punti reali o in uno solo, secondo che gli elementi auto-coniugati della involuzione 
sono ideali o reali. 

Infatti, affinch^ la retta (3) incontri la cubica in due punti reali e necessario e 
sufficiente che sia: 

gr2 4 ^ 0 

ossia, ponendo per i loro valori in funzione di o, e o^: 

27 al — ISaoiOg — "h 

la quale h appunto la condizione necessaria e sufficiente perch^ requazione: 

^3 ^^2 + Oii Gg = 0 

che d^ i parametri de’ punti comuni alia cubica ed al piano (1), abbia due radici ima- 
ginarie; c.d.d. 
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9.® Se prendiaino in considerazione due piani congiwnti, essi danno luogo a figiue 
abbastanza interessanti. Per conseguire formole piu semplici e simmetriche faccio la 
seguente trasformazione di coordinate: 

X = k , y ~ ^ ~ — 3 w^C -|- 3 oiB — A , 

w = 2A — 3o)B — 3o>^C "f" 2io®D . 

Le equazioni: 

to — Q, x-\-y z = Q 

rappresentano due piani congiunti; le: 

x = 0, y = 0, s:==0 

rappresentano i piani osculatori concorrenti nel fuoco del piano x-\-y -{-x = 0 , e le: 

3(2/ — x) — ui=Q , 2>{x — x) — %o — 0, S{x — y) — w==0 

sono quelle de’ piani osculatori concorrenti nel fuoco del piano = Ne’ due piani 
congiunti esistono le due coniche che ho denominate congiunte. Quella che e nel piano 
w = 0 h rappresentata dalle equazioni: 

(7) w = 0 , -\-y^ — 2yx — 2xx — 2xy=-0 

eppero questa conica e inscritta nel triangolo formato dalle rette secondo cui il piano 
w — Oh segato dai piani osculatori concorrenti nel fuoco del piano ad esso congiunto. 

Considerando la figura che e nel piano w = 0, le rette che uniscono i vertici del 
triangolo or nominato ai punti di contatto della conica inscritta sono: 

(8) w = Q [y — x — Q, X — cc=0, x — y = 0) 

le quali sono le intersezioni del piano w = 0.coi piani osculatori die concorrono nel 
suo fuoco. II punto comune a queste tre rette, ossia il fuoco del piano w == 0, ^ rap- 
presentato dalle equazioni: 

w — 0 , X — y ~x . 

I punti in cui il piano w = 0 sega la cuhica sono: 

w = Q {x:y:x = — 8:1:1-, x:y:x==l:~8:l-, x:y:x=l:l: — 8) 

eppero i lati del triangolo da essi formato hanno per equazioni le: 

w = 0 {7x-\-y-lr^ = 0 , x-\-7y + x = 0 , x-{-y-\-7x = 0). 

Questo triangolo e il triangolo circoscritto alia conica (7) sono omologici; le rette che 
coi^ungono i loro vertici corrispondenti sono le (8), che concorrono nel fuoco del piano 
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26 ? = 0; e i lati omologhi si segano in tre punti posti nella retta: 

w — x-\~y -\-% = 0 

la quale e la diretirice comune dei due piani congiunti. Si noti inoltre che il fuoco e 
il polo della direttrice rispetto alia conica (7). Eiunendo insieme queste proprieta, 
possiamo enunciare il seguente teorema: 

Dati due piani congiunti P , P', in ciascuno di essi, per es. in P, esistono due triangoU, 
Vuno ABC inscritto nella cubica, Valtro abc avente i lati ne’ piani osculatori concorrenti 
nel fuoco F' delValtro piano P'. I due triangoli ABC, abc sono omologici; il loro centra 
d'omologia e il fuoco F del piano P, e Vasse d'omologia e la direttrice o comune inter-' 
sezione de^ piani P,F. La direttrice e la polare dei fuochi F,F' rispetto alle conicJie 
congiunte situate ne^ piani dati, e queste sono inscritte nei triangoli abc, a'b'c' determi- 
nati dalle due terne di piani osculatori, Le rette che in ciascuno de' piani dati, per es, 
in P, uniscono i punti di contatto della rispettiva conica ai vertici opposti del triangolo 
circoscritto abc sono situate nei piani osculatori che concorrono nel fuoco F dello stesso 
piano P. 

10.® Le facce corrispondenti dei due triedri congiunti, formati dalle due terne di 
piani osculatori concorrenti ne’ fuochi de’ due piani congiunti, si segano secondo tre 
rette, le quali determinano Piperboloide: 

+ 2 /^ + — 2xy — = 0 

ovvero 

— 2z'x' — 2dy' — 0 

OYe; 

3(2/ — z) — w = \ Six —x) — w — Sy' ; 3 (x — y) — w — Sx’; 

S{x-{-y -\-x) — w'. 

Questo iperboloide passa evidentemente per le due coniche congiunte, dunque: 

Le rette secondo le quali si segano le facce corrispondenti di due triedri congiunti 
e le rispettive coniche congiunte giacciono in uno stesso iperboloide, Le coniche congiunte 
sono le curve di contatto delV iperboloide coi coni involventi che hanno i vertici ne^ fochi 
de’ piani congiunti, 

Qualunque superficie di second’ ordine circoscritta al tetraedro: 

x — 0, y = 0, % = w — 0 
e rappresentabile colP equazione : 

fyx 4- g^^ + bmy +• Ixw + myw + n%w = 0 
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ed analogamente ogni superficie di second’ ordine circoscritta al tetraedro ; 

x' — O, y' — 0, x' = 0, w' — 0 
ha un’equazione della forma: 

fy'^' + g'‘x'cd + h’ody' Vcdw' -1- wily’w' -j- n'z'to' — 0 . 

Affinche qneste due superficie coincidano in una sola devono essere soddisfatte le se- 
guenti condizioni: 

f _9' 

f g h I m n 

S{n — m) — f=0, 3{Z — n) — g — 0, 3(m — l) — fe = 0; 

quindi ogni superficie di second’ ordine circoscritta ai due tetraedri simultaneamente 
Sara compresa nella equazione; 

{n — m)yz -|- (Z — n)xx-\- {m — l)xy \ w [lx -Y '>ny nx) = 0 

la quale contenendo ancora due arbitrarie l:m:n, esprime il teorema: 

Ogni superficie di second' ordine passante per sette vertici di due tetraedri formati da 
due piani congiunti e dai relativi friedri eongiunti passa anche per Vottavo. 

11.® Terminero coll’enunciare alcuni teoremi che si deducono da quelli sopra di- 
mostrati mediante il principio di dualita. 

I piani polari di un punto dato rispetto a tutt’i coni di second’ ordine che hanno 
i vertici sulla cuhica golba inviluppano un com di second’ ordine che ha il vertice in un 
punto individmto. Beciprocamente i piani polari di guesto secondo punto inviluppano un 
altro com di second’ ordine che ha il vertice nel primo punto. 

Due punti dotati di questa scambievole proprieta si diranno congiunti, e congiunti 
anco i relativi coni di second’ ordine. 

Due piani congiunti hcmno per fuochi due punti congiunti, e viceversa due punti con- 
giunti sono i fuochi di due piani congiunti. 

Sia dato un punto; per esso passano tre piani bsculatori della cubica, e un piano A 
di cui il punto dato e il fuoco. Questo piano sega gli altri tre in tre rette; si cerchi 
la quarta armonica di ciascuna fra esse rispetto alle altre due; si otterranno cost tre 
nuove rette passanti pel punto dato e poste nel piano A. Queste tre rette determinano 
cogli spigoli rispettivamente opposti del triedr'O formate dai piani osculatori tre piani 
che passano per una stessa retta. Questa retta, che ha rispetto al punto dato tale 
proprieta esclusiva, si dira la focale del punto. 

Due punti congiunti hanrio la stessa focade;' la quale e la retta che li unisce. 
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Se per una retta direttrice passano due piani osculatori reali, e per conseguenm la 
relativa focale si appoggia alia cuUca in due punti reali^ per ciascun punto di guesta 
passa un solo piano osculatore reale* Se alV incontro la direttrice e Vintersesione di due 
piani osculatori ideali^ da ciascun punto della focale si potranno condurre alia cubica 
tre piani osculatori reali* Ossia : da ciascun punto di una involu^ione di fuochi congiunti 
si ponno condurre alia cubica tre piani osculatori reali o un solo, secondo che i punti 
auto-coniugati della involudone sono ideali o reali* 

Dati due punti congiunti F , F' (fuochi di due piani congiunti P,P'), dascuno di 
essi, per es* F, e il vertice di due triedri, Vuno FABO formato dai piani osculatori con-- 
correnti in F, V altro Fabc avente gli spigoli passanti per gue^ punti della cubica che sono 
nel piano P'. I due triedri FABC, Fabc sono omologici; il piano dbmologia (il piano 
ove sono le rette intersezioni delle facce corrispondenti de’ due triedri) e il piano P; 
Vasse dbmologia (la retta per cui passano i piani determinati dalle coppie di spigoli 
corrispondenti de’ due triedri) e la focale comune FF. Questa focale e la polare de^ due 
piani congiunti P , P' rispetto ai coni congiunti, e guesti sono circoscritti ai triedri Fabc, 
F'a'b'c' i cui spigoli si appoggiano alia cubica* Le rette che, per ciascun punto congiunto, 
per es* F, sono le intersezioni delle facce del triedro inscritto Fabc coi piani tangenti 
al cono circoscritto lungo gli spigoli rispettivamente opposti passano pd punti della cubica 
che appartengono al piano P. 

Le rette che uniscono i vertici omologhi di due triangoli congiunti (ossia triangoli 
inscritti nella cubica e posti in piani congiunti) determinano un iperboloide toccato dai 
relativi coni congiunti lungo due curve poste nei piani congiunti* 

Ogni superficie di second^ ordine tangente a sette facce di due tetraedri determinati 
da due triangoli congiunti e dai relativi fuochi tocca anche Vottava* 


Cremona, ottobre 1858. 


Cremona, tomo I. 
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INTORNO ALLE SUPERFICIE DELLA SECONDA CLASSE 
INSCRITTE IN UNA STESSA SUPERFICIE SVILUPPABILB 
DELLA QUARTA CLASSE. 


Annali di Matematica ed apj^licata, aerie I, tomo II (1859), pp. (35-81. 


1.® Le proprieta delle coniche inseritte in uno stesso quadrilatero hanno occupato 
i pin illnstri geometri nioderni, incoininciando da Eulero, e venendo siiio a Steiner. 
Essi ebbero specialmente di mira la ricerca della massiina ellisse iiiscritta, e la di- 
stribuzione dei centri delle diverse specie di eoniclie. Questo problema e state risoluto 
con mirabile semplicita ed eleganza da PlOckkr, nel secondo tomo dei suoi Analytisch- 
Geomdrische Eniioklilungen (pag. 199 e 211), facendo uso delle coordinate tangenziali 
(Linien-Coordinaten). L’analogo problema, relative alle coniche circoscritte ad uno 
stesso quadrigono, e state trattato e pienamente risoluto in due memorie del professor 
Teudi *). La medesima soluzione e enunciata, insieme ad una gran copia di bellissimi 
teoremi, anche in una recente memoria del signor Steiner**). 

Se si estendono queste ricerche alia geometria nello spazio, si presentano due 
quistioni; Tuna risguardante le superficie della seconda classe inseritte in una stessa 
superficie sviluppabile della quarta classe; 1’ ultra che concerne le superficie del se- 
cond’ ordine circoscritte ad una medesima linea a doppia curvatura del quart’ordine. 
La presente memoria si riferisce alia prima di queste quistioni. 

Seguendo 1’ esempio del PlUcker, io faro uso delle coordinate tangenziali (Plan- 


*) Memorie della E. Accademia di Napoli, 1857. 

**) Monatsberiehte der Berliner Akademie, Jnli 1858. 



INTOENO ALLE SEPEEPICltl DELLA SECONDA CLASSE ECC. 


83 


Ooordinaten), che sono state introdotte nella geometria analitica a tre dimensioni dal 
signor Chasles *) e dal PlIjcker medesimo **). 

2." E noto che la superficie sviluppabile della quarta classe che inviluppa due 
superficie della seconda classe contiene in generale quattro coniche ; e i piani di queste 
formano un tale tetraedro (tetraedro polare), che ciascuna sna faccia e il piano polare 
del Yertice opposto rispetto ad una qualunque delle infinite superficie della seconda 
classe inscritte nella sviluppabile. Assume uno de’ vertici del tetraedro polare {*)) come 
origine, e gli spigoli in esso concorrenti come assi di ordinarie coordinate rettilinee 
oblique x,y Sia: 

tx uy vx w — 0 


I’equazione di un piano: le quantity ^ denomineranno coordinate tan- 

gemiali del piano. — Un punto abbia per coordinate ordinarie a,b,c; se per esso 
passa un piano qualunque: 

tx -f- ny -\-vx-\-iD — 0 


si avrh: 


ta uh VC w = Q . 


Quest’ ultima equazione, nella quale si risguardino variabili coor- 

dinate di un piano, sara I’equazione del punto (a,i,c) in coordinate tangenziali. 

i tiC V 

Un’ equazione qualunque fra le variabili coordinate di un piano, rap- 

presentera la superficie inviluppata dal piano variabile. Se Fequazione conterra tre sole 
delle quattro quantita t,u,v,w omogeneamente (ovvero se sara omogenea rispetto 
a tre funzioni lineari omogenee delle t,u,v,w), essa rappresentera una linea piana. 
II sistema di due equazioni rappresenta la sviluppabile circoscritta alle due superfeie 
rappresentate dalle singole equazioni. 

Avendo assunto tre delle facce del tetraedro polare come piani coordinati, la quarta 
faccia detennini sugli assi positivi tre segmenti allora le equazioni de’ quattro 

vertici del tetraedro polare saranno: 

, It = 0 , mu nv + tv = 0 


M^moire sur deux principes g6ii6raux de la science: la duality et rhomograpMe. 
System der Geometric des Eaumes. 

Supposto tutto reale. 
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ovvero piu semplicemente : 

Iff = 0 , t -j- -w = 0 , u -j~ te — 0 , V -j- zff = 0 

ove si assumano per yariabili , mu , nv in luogo di t, ti, v . 

3.“ Due qualisiyogliano fra le quattro coniche deterniinano le altre due ed anco 
tutto il sistema di superficie della seconda classe inscritte nella sviluppabile, la quale 
pud risguardarsi come I’inyiluppo dei piani tangent! comuni alle due coniche date. 
Cio premesso, le equazioni delle quattro coniche saranno, in tutta la loro generalita, 
esprimibili cosi: 

1. » a(i + w)*+ + + =0 

2 . “ * c{u-j- wf — b(v-]- wY -|- a.w^ == 0 

3. ^ -f- ^w~ — 0 

4 . * — a{u-\-wf * ” 0 

oye a, g,.., siano costanti reali qualsivogliano, legate dalla condizione: 

( 2 ) aa. cri — 0 . 

Se in luogo di due coniche, supponiamo date due superficie qualunque della seconda 
classe, riferendole al tetraedro polare, le loro equazioni saranno della forma: 

X (i -f- tof -j- p. (^^ -|- wf V -f- wf -|- Ttyf — 0 
X'(< + tof + p.'(M + wf + v'[v-\-wf + = 0 

ed eliminando da queste successiyamente tv-, (t-\-wf, {u~{-wf , {v-\-wf si otter- 
ranno le (1). 

L’equazione del centre di una superficie della seconda classe rappresentata da 
un’equazione fra le coordinate t,u,v,w, si ottiene eguagliandone a zero la derivata 
rispetto a w, quindi se nella equazione della superficie manca il termine contenente w^, 
il centro sar^ a distanza infinita. Se adunque fra due delle (1) si elimina w^, 1’ equa- 
zione risultante: 

(3) a't [t -f- 2w) 4- P'm {u -|- 2w) -f -fv {v -|- 2w) = 0 
oye: 

(4) a' — e — 5-fa, ^ — a — y' = 5 — a + T 

rappresenteii il paraboloide che fa parte del sistema di superficie inscritte nella svi- 
luppabile. 

Onde rappresentare, con tutta la desiderabile simmetria, una qualunque delle super- 
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fide inscritte, dalla prima delle equazioni (1) sottraggo la (3) moltiplicata pel parametro 
indeterminate i. Ottiensi cosi la; 

(5) A.t{t — 2io) “1“ -j— 2w?) — |— CjV (v '2w') D'Zt’*' = 0 

ove: 

A = a'(X — i), B = — i) , G = y'(v — »), D = a + P + Y 

1 _ * _ P _ Y 

a' ^ p' Y ■ 

L’equazione (5) per i = 0,X,(x,v, <» somministra le (1) e la (3). 

4.® II centre della superficie (5) e: 

( 6 ) ” 1 “ l^w = 0 

eppero, qualunque sia i, queste punto cade nella retta: 

(7) «(t -f- to) -f- p('M -j- ti>) 4- Y(t.' + w) — 0 , a!t -f — 0 . 

Le coordinate ordinarie del punto (6) sono: 

Ik m3 nC 

¥ ’ "F ’ d' 

dunque, se si indica con S la distanza dei centri di due superficie del sistema (5), 
corrispondenti ai parametri i,j, avremo 

(i — jy 4" 2pmn^'i + 2qnla!y 2rlma'^') 

g == 

ove p, q,r sono i coseni degli angoli fra gli assi; quindi se fissiamo come origine delle 
distanze da misurarsi sulla retta (7) il punto 0 corrispondente a. j=0, doe il centre 
della prima conica (1), il parametro i relative ad una superficie qualunque del si- 
stema (5) Sara proporzionale alia distanza del suo centre dalla origine niedesima. Ki- 
teniamo die i centri delle altre tre coniche (1) siano ordinatamente i punti P, Q, R 
situati da una stessa banda rispetto al punto 0, e assumiamo come positive le di- 
stanze da 0 verso P, Q, R. ed i corrispondenti valori del parametro i. Allora avremo : 

(8) X>0, ^>0, v>0, X<[i<v. 

5.® Formo le funzioni dei eoeffieienti della equazione (5); dai segni delle quali 
dipende la specie della superfide di seconda classe rappresentata dalP equazione me- 
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desima. Quelle funzioni sono: 

<I> =ABC(D — A — B — C) 

@i = DBG(D — B — C) 

®2 = DCA(D — C — A) 

03 = DAB(D— A -B) 

e sostituendo per A, B, C, D i loro rispettivi Talori*): 
(9) . . . 


Si = A(D — A) 
Sj == B (D — B) 
S3 = C(D— C) 


( 10 ) 


<J> = i(a + P+Y) “PY — *) (l** — (v — i) 

0i = P7(a4-13 + Y)('cr — i) (v— i) (a + i (P' + y')) 

= 7a (a + P + y) (v — i) (X — i) + * (7' + a')) 

@3 = ap (a + p + y) (X - i) (ir - i) (7 + i (a' + P')) 


( 11 ) 


Posto per brevita: 

(12) X' = - 


/ Si = «(X-i)(p + 7 + ia') 

'I S2 = p (jJ- — i) (7 + “ + ^P’) 

( S 3 = 7 (v — i) (a+ p + i 7 ') 

P + r Y + a 


(13) 


X" = ■ 


a 

a 


■t*' = 




P' 

P 


y'+«' 




«-(-P 

y' 

Y 

«' + P' 


P'+y' 

le espressioni superior! divengono: 

/ 0 , = P 7 (P' + y') (i-tL) (i-v) (i-X") (a+P+Y) 

(14) < @2 = 7 a{ 7 ' + a') (i— v) (i—l) (»—[)") (« + p + 7 ) 

( 03 = ap(a' + p') (i-l) (i—p.) (i— v") (a+p + 7 ) 

(15) El = — (i — X) (i — X') , S 3 = — (i — [t) (i — {i') , S 3 = — [i — v) (i- 


-v'). 


Cio posto, i criteri per distinguere la specie della superficie rappresentata dalla equa- 
zione (5) sono i seguenti**). 


*) n simbolo = indica Teguaglianza di segno. 

**) PLtJCKBE, Ojp. cif. 
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Se la superficie e o reale e rigata, o imaginaria; ha luogo il prime case se 

una gualunque delle sei funzioni 0, 3 e negativa. Nel secondo case le sei funzioni 
SOHO tutte positive. 

Se <[><0 la superficie e reale e non rigata: e propriamente e un ellissoide se 
le funzioni 0 sono tutte positive, e le 3 tutte negative; invece se un 0 e negative, 
ovvero se un 3 positive la superficie e un iperboloide a due falde. 

Se d> = 0 I’equazione (5) rappresenta una conica. Questa e iperbole se le fun- 
zioni 0 sono negative; ellisse se le funzioni 0 sono positive, e le E negative; ima- 
ginaria se le funzioni 0 e S sono tutte positive. 

Le anzidette condizioni non sono pero tutte indipendenti fra loro: su di cio basta 
osservare quanto segue: 

Affinche la superficie sia ideale basta che si abbia e die un 0 e un 3 

d’ indice diverse siano positivi; allora tutte le sei funzioni 0 e 3 sono positive. 

Affinche la superficie sia un ellissoide basta che sia d><0, uno dei 0 positive, 
e un 3 d’ indice diverse negative, allora tutt’i 0 sono positivi, e tutt’i 3 negativi. 

Se <t> = 0 tutt’i H hanno lo stesso segno. 

6.® II paraboloide (3) e iperbolico o ellittico secondo che la quantita: 


PH-y) 

e negativa o positiva. Le quattro coniche (11 sono ordinatamente ellissi o iperboli 
secondo che i prodotti: 

abc a^Y , ic, ca , ah 


sono negativi o positivi. Nel prime caso pero, oltre queste condizioni, devono essere 
soddisfatte anco queste altre, senza le quali le coniche sarebbero ideali: 


(16) 


per la 1.® conica .... a(p-[-TXO 
per la 2.® conica .... c(a — h)<iQ 
per la 3.® conica .... a(P — c)<^0 
per la 4.® conica . . . . h(y — a)<^0 


P(y + “)<o 
6(a-f-c)>0 

c(P + a)>0 

®(Y + &)>0 


Y(a + P)<0 


le quali equivalgono ad una sola condizione per ciascuna conica. Le (8) danno: 


PTr/-pT')>0 r^(ar'-«'r)<0 ap(a'p-ap')>0 


ossia, in virtu delle (4); 

(17) ttPY(a + P + T)>0 


&Ya(a-[-p + Y)<0 cap(a + p-f-Y)>0 
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da cui: 

(18) a&c{a + p + Y)<0 
e: 

(19) caYa)>0 ff&otj3<<0. 

Dalla (18) risulta che la prima conica e ellisse (reale o ideale) o iperbole secondo 
clie la quantita: 

«?T(a + P + l) 

e positiya o negativa. Dunque, secondo che il paraboloide e iperbolico o ellittico, 
anche la prima conica e iperbole o ellisse (reale o ideale). 

Dalle (12) e (13), avuto riguardo alle (4) ed alia (2) si banno le seguenti formole 
che ci gioveranno in seguito: 


( 20 , a) 
( 20 , 6 ) 


(20, c) 


(21, a) 


( 21 . 6 ) 


(21, c) 


^ ' 

a+T+P v_ 

(a-j-p+l) (i^+ffl) y 

(a+p4-y) (y~a) 


a' ’ 

«'p' ’ 

a'y' 


(a+P+T) (a— 5) 

P'a' 

r 

(a+I3+y) (y+(>) 
P'y' 

X— '/= 

(a+P+T) («+c) 

, (a+p+7)(P-c) 




Y 

X"— X 

a+p+y X"— p. 

(a+P4-7)(p-c) V'-v 

_ (a+P+Y) (V+^) 

XX" 

a ’ p.X" 

aP ’ vX" 


p,"— X 

(a+P+y) (a+c) 

p."— p, a+p+y p"— V 

(a+p4-y)(y— a) 

Xp," 

Pa 

pp" p ’ vp" 

Py 

v"— X 

(a4-p4-y)(a— 6) 

p (aH-p+y)(P+a) 

v" — V a-f-P+T 

Xv" ~ 

ya 

pv" yp 

w" ~ y 


7.® E chiaro che ad una qualunqne delle costanti che entrano nelle equazioni (1) 
si puo dare qnel segno che pin aggrada; fissato il qual segno ad arbitrio, dai segni 
delle altre costanti dipende la natura delle quattro coniche. Noi riterremo a positive. 

Sttpporremo inoltre dapprima che le coniche medesime siano tutte reali : al quale 
uopo basta che in ciascuna delle equazioni (1) i coefficienti non siano ne tutti positivi, 
n& tutti negativi. 

Siccome la specie delle tre ultimo coniche dipende dai segni dei prodotti Ic, ca, ab, 
cosi queste coniche ponno essere tre iperboli, o due ellissi ed una iperbole, ma non 
altrimenti; anzi determinata la specie di due fra quelle coniche, anche quella della 
rimanente e afatto individuata, 
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Osservo poi che avendosi fra i tre prodotti aa, Jp, cy le relazioni (2) e (19), sui 
loro segni non ponno farsi che le due seguenti ipotesi: 

oa>0 &P<!0 CY>0 

ovvero: 


aa.<iQ cy<CO 


nella prima ipotesi la prima coniea e un’ellisse, nella seconda un’iperbole. Cio premesso 
e evidente che, ammesse le quattro coniche tutte reali, non ponno darsi che questi 
quattro casi; 

A) II paraboloide sia ellittico; la prima conica ellisse; 

1. ® caso: la seconda e terza conica siano ellissi; la quarta iperbole; 

2. ® caso: le tre coniche siano tutte iperboli. 

B) II paraboloide sia iperbolico; la prima conica iperbole; 

3. ® caso: le altre tre co niche tutte iperboli; 

4. ® caso; la seconda conica iperbole, le altre ellissi. 

E facilissimo persuadersi che non si ponno fare altre ipotesi. Per esempio, non 
puo supporsi la seconda conica ellisse e la terza iperbole, perche cio richiederebbe 
&c<!0,ca>0, eppero per le (19) avrebbesi; 

Py> 0 Ya>0 

cioe a, p, Y avrebbero segni eguali, e per conseguenza la prima conica sarebbe ideale. 

Ora ricerchiamo, in ciascuno de’ quattro casi accennati, come siano distribuiti i 
centri delle varie specie di superficie rappresentate dalla (5) sui cinque segmenti che 
i punti 0, P, Q, R, centri delle coniche (1), determinano sulla retta (7), cioe sulla 
locale de’ centri. 


A) Faraholoide ellittico. 
a?Y(a+P + Tr)>0 


8.® In questo caso si ha; 

a>0 p<0 


Primo caso. 

Y<0, a>0 


&>0 


c<0 


quindi, per la (18); 

“ + P4-Y>0 P + Y<0 y + «>0 a + P>0 

e dalle (16): 

a — 6>0 a-fc>0 p— c<0 p + a<0. 
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Per la (9) e la prima delle (10) damio: 

^><0, ei>o 

e la seconda delle (11): 

S2<0. 

Per i positivo e compreso fra lo zero e X la (9) da 4>>0. Per decidere in questo 
caso se la superficie (5) sia o non sia reale, si cerchi il segno di Sj. La (12) da 
(ji'>0, e le {20, b): 

dunque a maggior ragione per i<rX: 

e conseguentemente dalla seconda delle (15): 

32 < 0 . 

Per i compreso fra X e [i si ha ^><<0; osservo poi che si ha X">0, e dalle (21, a), 

( 20 , 6 ): 

X" — ix>0, ti— ().'<0 

dunque le (14), (15) ci daranno 0i>O, Sg<0. 

Per i compreso fra [i e v si ha <&>>0; essendo poi v''>0 e v" — X<;0 per le 
(21, c), cosi dalle (14) avremo 03 <O. 

Per il>v si ha e come dianzi 03 <;o. 

Dunque nel caso presente tutt’i punti della retta (7) sono centri di superficie reali; 
ed invero ahhiamo soltanto 

eUissoidi pei punti del segmento indefinite che ha un termine in 0; 
iperboloidi ad ma falda pei punti del segmento OP; 
ellissoidi pei punti del segmento PQ; 
iperboloidi ad una falda pei punti del segmento QR; 
iperboloidi a due falde pei punti del segmento indefinite che comincia in E. 
Questi cinque segmenti si denomineranno ordinatamente primo, secondo, terzo, 
quaaio e quinto. 

Secondo caso, 

9.“ In questo caso si ha: 

a>>0 |3<0 Y>0 a>0 &i>0 c>0 
« + P + T<0 P4-T<0 T + a>0 «4-p<0. 
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Per i<;0 le (9), (10), (11) danno $<0, ®i>0, SaOO. 

Per i corapreso fra lo zero e X si ha ed inoltre dalle (15): 

B3<0 

perche v')>0, v — v'OO. 

Per i compreso fra X e p. si ha 4><0, e dalle (14); 

0,<O 

perch^ X">0, X" — X<;o. 

Per i compreso fra p e v si ha d>>0, e dalle (15); 

S3<0 

perche p. — p'>0. 

Per i)>v si ha, come per i compreso fra X e p; 

'J><0, 0i<O. 

Dunque, nel caso attuale, corrispondono superficie reali a tutt’ i piinti della locale dei 
centri; e propriamente ellissoidi al prime segmeuto; iperioloidi ad una falda al se- 
condo e quarto segmeuto; iperioloidi a due falde al terzo e quiuto segmeuto. 

B) Faraloloide iperbolico 
aPY(a + P H-T)<0- 
Temo caso. 

10.® Si ha: 

a>0, P<0, T>0, a<0, l<0, c<0 

a + P + T>0. 

Per i<iO le (9), (10) danuo $>-0, (‘i 2 -< 0 . 

Per i compreso fra lo zero e X si ha <S»<C!0. luoltre, se le (11) danno 

Si>0; se p + e P' + t'>0 le (10) danno <s»i<;0; se p-l-Y<;0 P' + y'<C0 

si ha X">0, X"— X>0, quindi le (14) danno ancora 0i<;o. 

Per i compreso fra X e p si ha <f>I>0, e siccome p'>0 e p — p'<C0 cosi dalle 
(15) si ha 32 <;o. 

Per i compreso fra p e V si ha ^<0, ed inoltre @2<C0 perche p"t>0, p" — p<C0. 
Per si ha <1>]>0, ed inoltre, siccome X — X'>>0, cosi le (15) danno Si<;0. 
Adunque, nel caso attuale, si hanno superficie tutte reali, ed invero tutte iper- 
loloidi ad ma falda pel prime, terzo e quinto segmento ; a due falde pel secondo e 
quarto. 
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Quarto caso. 


11. ® lu questo caso abbiamo: 

a>0, ^>0, T<0, a<0, &>0, c>0 

« + P + T>0, ? — c>0, p + a>0, Y — a<0, Y + 6<0. 

Per i<CO si ha $>0, ® 3 <C 0 . 

Per i compreso tra lo zero e X si ha 4><C0; inoltre, se + 1® (10) danno 

@i<0; e se P' + y'<CO, si ha X''>0, X" — X^-O, quindi dalle (14) si ha ancora 

0,<O. 

Per i compreso fra X e p. si ha ‘b>>0 e SadO perche p — v’<0. 

Per i compreso fra p e v si ha $<0; le (14) daimo poi 03 >O perche '/)>0 
e '/ — p-<0: inoltre, siccome X — X'>0, cosi le (15) danno Si<<0. 

Per j>v si ha <h>0, e, come poc’anzi, Si<;0. 

Dunque anche in questo caso otteniamo snperficie tutte reali: ed invero corrispon- 
dono iperholoidi ad una falda al primo, terzo e quinto segmento; iperboloidi a due falde 
al secondo; ellissoidi al quarto. 

Quest! sono i soli casi in cui le quattro eoniche siano tutte reali, eppero tutte reali 
siano anche le superfieie rappresentate dalla equazione (5) per valori reali del para- 
metro i. Veniamo ora a considerare i casi in cui alcuna delle coniche (1) sia ideale. 

12. ® Innanzi tutto, osservando le (1) e facile persuaders! che se una delle quattro 
coniclie e ideale, ve n’ha un’altra pure ideale, e le due rimanenti sono necessaria- 
mente reali: anzi i centri delle due coniche ideal! sono seinpre consecutivi, cioe non 
ponno darsi che i tre casi seguenti: 

5. ® caso: che siano ideal! la prima e seconda eonica; allora la terza e iperbole e 
la quarta ellisse; 

6. ® caso: che siano ideal! la seconda e la terza conica; le due rimanenti sono 
iperboli ; 

7. ® caso: che siano ideal! la terza e quarta conica; allora la prima e ellisse e la 
seconda iperbole. 

Ecco come puo dimostrarsi I’enunciata proprieta. Suppongasi in primo luogo ideale 
la prima conica, eppero a, p, q tutti positivi ; allora dalle (19) avremo &c<0, <;a>0, 
o6<C0; ed inoltre, per la (18), sar^ aic<ZO; quindi a>0, 6<<0, c>0. Dunque 
la seconda conica e ideale, la terza e un’ iperbole, e la quarta un’ ellisse reale. 

In secondo luogo suppongasi ideale la seconda e reale la prima conica; allora: 


«> 0 , &< 0 , (!>0 
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quindi dalle (19) si ha pY>0, eppero, essendo reale la prima coniea, p<CO, y<CO, 
e inoltre ckCO. Dunque la terza conica e ideale, la prima e quarta sono iperboli. 
Ora suppongasi ideale la terza conica e reale la seconda; avremo p>0 , a>>0 , c<CO , 
quindi dalle (19): 6o(<;0 e, poiche la seconda conica e reale, h<^0, a>0, t< 0- 
Dunque la quarta conica e ideale, la prima e un’ellisse reale, la seconda un’iperbole. 
II supporre poi la quarta conica ideale e la terza reale condurrebbe alia conseguenza 
che a + p-j-Y e abc avrebbero lo stesso segno; il che e contrario alia (18). 

Nel prime e terzo case il paraboloide e ellittico; iperbolico nel secondo. Ricer- 
chiamo ora qual sia la distribuzione de’ centri delle superficie (5) in ciascuno de’ tre 
casi preaccennati. , 


13.“ Abbiamo: 


Quinto COSO. 


a>0, P>0, Y>0. “>0, &<0, c>0. 

Per i <0 si ha <1><C0, ma non puo essere simultaneamente @i>0, Ss<;0, 
perch^ cio richiederebbe : 


— i< 


a 

FF7’ 


— i> 




il che ^ evidentemente impossibile. 

Per i compreso tra zero e X si ha 4>>0, <^i>0, S 2 > 0 . 

Per i compreso fra X e (a si ha ^*<0 e S 2>0 perche X — p,'>0. 

Per i compreso fra e v si ha e 0i<;o perche X'c^O. 

Per i>»v si ha ^<<0, 0i!>0, 

Dunque in questo caso corrispondono iperbolotdi a due falde al prime e terzo 
segmento, iperboloidi ad una falda al quarto, eUissoidi al quinto, superficie ideali al 
secondo. 


Sesto caso. 

14.“ Si ha: 

a>0, p<0, Y<0, a<0, 6<0, c>0. 

Per i<CO si ha ^ > 0 , ©i <C 0 • 

Per i compreso fra lo zero e X si ha $<C0, ma non puo essere simultaneamente 
0i>O, Sji<CO» poichfe cio richiederebbe: 

« + *( P ' + t ')<0 T + « + iP '>0 
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da cui: 
cioe: 


-n'>o 


— — T 


ossia, esseado y e y' quantity negatiye: 



eppero i non compreso fra zero e X. 

Per i compreso fra X e [j. si ha inoltre @i>-0 pereh^ X">>0, X" — ^X<CO, 

Sj>0 perclie X — 

Per i compreso fra p. e v si ha 0i<CO. 

Per si ha 4>>0 e perch^ v — 

Dunque in questo caso corrispondono iperioloidi ad una falda al prime e quinto 
segmento; iperholoidi a due falde al secondo e quarto; su^erfide ideali al terzo. 


Settimo caso. 


15. " In questo caso si ha: 

a>0, T<0. «>0, 6<0, c<0. 

Per 2<C0 si ha ^*<0, 0i>>O, S 3 <; 0 . 

Per i compreso fra lo zero e X si ha 4>>0 e 3i<C0 perche X — X'<;0. 

Per i compreso fra X e p si ha d><0 e S 2>0 perche p. — p-'<!0. 

Peri compreso fra p. e v si ha 4>>0, ©i>0, perche X''>0, X" — X<;0, e Sj^O 
perche v — 

Per i>v si ha 4><;0, ©idO- 

Dunque nel caso attuale corrispondono ellissoidi al primo segmento ; iperboloidi ad 
una falda al secondo; iperboloidi a due falde al terzo e quinto; superficie ideali al 
quarto. 

16. “ Nelle cose precedent! abhiamo sempre supposto che le equazioni (1) rappre- 
sentassero coniche nel significato piii generale della parola, cioe iperloli od ellissi (reali 
0 ideali). Ma una di esse (ed una sola) potrebbe essere una parabola; per es. lo 
sarebbe la quarta se si avesse i — 0. Allora non si ha pih paraboloide, perchfe I’equa- 
zione (3) viene a coineidere colla quarta delle (1), avendosi in tal caso : 

aa' + hp’ = 0 . 

In questa ipotesi hanno luogo ancora i casi sopra considerati, ad eccezione del settimo, 
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che non puo piu verificarsi, perche, essendo attualmente : 

Y + 6 — a = 0 

non pu5 pin aversi simultaneamente t<; 0, a>>0, Dalla locale de’ centri 

scompare 1’ ultimo segmento, e il quarto diviene indefinito, allontanandosi il punto R 
alPinfinito. Pei quattro segment! che rimangono hanno luogo ancora tutte le conse- 
guenze a cui siamo arrivati pei primi quattro segmenti nel caso generale che il punto 
R sia a distanza finita. 

17.^ E interessante il caso che una delle quantita costanti che entrano nelle (1) 
sia nulla. Sia t = 0; allora la prima e la quarta delle (1) coincidono perche: 

aa + 6j3 = 0 

e la prima e quarta conica degenerano nel medesimo sistema di due punti, che sono 
i vertici dei due coni di seconda classe in cui si decompone attualmente la superficie 
sviluppabile circoscritta. In tal caso la seconda e la terza conica sono quelle nelle quali 
si segano i coni medesimi. 

La clistribuzione dei centri delle superficie (5) si deduce dalle conclusioni generali 
esposte superiormente, supponendo che due punti consecutivi, fra i quattro 0, P, Q, R, 
si riuniscono in un solo. Siano A e B i centri delle due coniche, ed M il punto medio 
della retta congiungente i vertici de’ due coni, il qual punto e sulla retta AB ed e 
quello in cui si sono riuniti i centri delle due coniche. Se la riunione dei centri di due 
coniche nel punto M si fa ne’ primi quattro casi (numeri 8, 9, 10, 11) risulteranno 
reali si le due coniche rimanenti che i vertici dei due coni. Ma se invece assumiamo 
gli altri tre casi (numeri 13, 14, 15), allora se riuniamo in M i centri delle due co- 
niche ideali, le coniche rimanenti saranno reali, e ideal! i vertici de’ due coni; se 
riuniamo in M i centri delle due coniche reali (ove siano consecutivi) le coniche ri- 
manenti saranno ideali, e i vertici de’ due coni reali ; se da ultimo riuniamo in M i 
centri di una conica reale e di una ideale, delle due coniche restanti una sola sara 
reale, e i vertici de’ due coni saranno ideali. 

Ecco i risultati che si ottengono per tal modo. 

A) Siano reali si i vertici de’ due coni che le due coniche. 

aj Sia inoltre il ^ardboloide ellittico, Le coniche ponno essere entrambe ellissi 
0 entrambe iperboli, o di specie diversa. Nel primo e secondo caso i punti A e B 
sono situati dalla stessa banda rispetto al punto M ; nel terzo caso il punto M cade 
fra A e B. 

Nel primo caso corrispondono iper&oZoidi a due al- segmento indefinito della 
locale che ha un termine in M ; ellissqidi al segmento finite che ha pure un termine 
in M; iperholoidi ad una falda al segmento AB; elUssoidi all’altro segmento indefinito. 
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Nel secoado caso corrispondono ellisscddi al segmento indefinite che ha un termine 
in M; iperholoidi a due falde al segmento finite che ha pure un termine in M, ed 
all’altro segmento indefinite; iperholoidi ad una falda al segmento AB. 

Nel terzo caso corrispondono iperholoidi ad una falda ai due segmenti compresi 
fra A e B; ellissoidi all’uno, iperholoidi a due falde all’altro de’ segmenti indefiniti. 

b) Sia il paraboloide iperbolico; ponno ancora aver luogo i tre casi poc’anzi 
accennati, rispetto alia specie delle coniche; rimane pure la medesima la disposizione 
de’ punti A, B, M. 

Nel primo caso corrispondono ellissoidi al segmento AB ; iperholoidi ad una falda 
agli altri tre. 

Nel secondo caso corrispondono iperholoidi a due falde al segmento AB; iperho- 
loidi ad una falda agli altri tre. 

Nel terzo caso corrispondono rispettivamente ellissoidi e iperholoidi a due falde 
ai due segmenti finiti; iperholoidi ad una falda agli altri due. 

B) Siano reali le due coniche, e ideali i vertici de’ due coni. 

a) Faraholoide ellittico. Le due coniche sono di specie diversa, e i loro centri 
collocati dalla stessa banda rispetto al punto M. Corrispondono iperholoidi ad una 
falda al segmento AB; iperholoidi a due falde ai due segmenti che contengono M; 
ellissoidi al rimanente. 

h) Faraholoide iperholico. Le due coniche sono iperboli. II punto M cade fra A 
e B. In questo caso corrispondono iperholoidi a due falde ai segmenti finiti, ad una 
falda agli indefiniti. 

C) Siano ideali le due coniche, e reali i vertici de’ due coni. 

II paraboloide non puo essere che ellittico. I punti A e B si trovano dalla stessa 
banda rispetto ad M. Corrispondono superfide ideali al segmento AB; iperholoidi a 
due falde al segmento antecedente e conseguente; ellissoidi a quello che resta. 

D) Se i vertici de’ due coni sono ideali, le due coniche non ponno essere entrambe 
ideali, ma lo puo essere una di esse. Sia B il centre della conica ideale. L’ altra conica 
puo essere ellisse o iperbole. Nel primo caso il paraboloide e ellittico e il punto M 
cade fra A e B. Nell’ altro caso il pa/raboloide e iperholico e il punto B cade fra A ed M. 

Nel primo caso corrispondono superfide ideali al segmento BM; iperholoidi ad una 
falda al segmento MA ; ellissoidi al segmento indefinite che comincia in A ; iperholoidi 
a due falde all’ altro. 

Nel secondo caso corrispondono iperholoidi ad una falda ai segmenti indefiniti ; 
iperholoidi a due falde al segmento AB; superfide ideali al segmento BM. 

18.® Kitorno al problema generale trattato ne’ primi quindici numeri, e prendo a 
considerare quella funzione del parametro i che rappresenta il prodotto degli assi 
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della superficie (5). Quella funzione sara infinita per i = oo , cioe pel paraboloide ; 
nulla per ^ = 0, X, [x, v, ossia per le coniche; eppero essa diverra massima per tre 
valori finiti di i, I’uno compreso fra lo zero e X, I’altro fra X e [i, il terzo fra e v. 
Quindi in ciascuno de’ primi quattro casi cola considerati esisteranno tre superficie 
reali, e due in ciascuno degli altri tre, per le quali sara massimo il prodotto degli assi. 

Se si cerca Tellissoide di massimo volume fra tutti quelli inscritti in una stessa 
sviluppabile, il problema non ammette soluzione che nel primo e quarto caso, cioh 
quando le coniche sono tutte reali, e fra esse una sia iperbole, le altre ellissi, ovvero 
due iperboli e due ellissi. Nel primo caso il valore di i che corrisponde al massimo 
ellissoide e compreso fra X e [i; nel quarto fra [rev. 

Il prodotto dei quadrat! degli assi della superficie (5) e eguale alia quantita $ 
moltiplicata per un fattore indipendente da i. Eguagliando a zero la derivata di <I> 
presa rispetto ad i si ha Tequazione cubica: 

4:i^ — 3 (X — j— [jj "h* v) 2 ([TV -I- vX -|— X[jj) i X[rv = 0 

le radici della quale (tutte reali e positive) sono i valori del parametro i relativi a 
quelle superficie (5) per le quali e massimo il prodotto degli assi. Il coefficiente del 
secondo termine essendo: 

-|(X + p. + v) 

ne segue che il centre di gravita de’ centri delle tre superficie per le quali h massimo 
il prodotto degli assi coincide col centre di gravita de’ centri delle quattro coniche. 

Quando la sviluppabile circoscritta si decompone in due coni di seconda classe, 
non rimanendo pin che due segment! finiti nella locale de’ centri, saranno pur due 
sole le superficie per le quali riuscira massimo il prodotto degli assi. Si avra un ellis- 
soide massimo solamente quando siano reali i vertici de’ due coni, e reali le coniche 
intersezioni dei medesimi, e almeno una di esse sia ellisse, quando il paraboloide 
inscritto nel sistema de’ due coni e iperbolico, ovvero le coniche siano entrambe ellissi, 
ove il paraboloide sia ellittico. 

19.® Da quanto precede si ponno concludere molte proposizioni relative al sistema 
di superficie (5). Eccone le principal!. 

Si abhia un sistema di superficie della seconda classe inscritta nella stessa superficie 
sviluppabile della quarta classe: fanno parte del sistema quattro conicJie le quali o sono 
tutte reali, o du^e sono reali e due ideali. Fa parte del medesimo sistema anche un para- 
boloide, il quale scompare solo quando una delle quattro coniche sia una parabola, 

I centri di tutte quelle superficie sono in una stessa retta, che e dai centri delle quattro 
coniche divisa in cinque seg'^nenti, tre finiti e due indefinitk Le superficie che hanno i 


Cremona, tamo I. 


7 
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mitri in uno stesso segmmto sono tntte della medesima specie, la quale camVia da un 
segmento alValtro, in modo die si altemano le superficie rigate e le non riyaie. 

Tali superficie sono tutte reali se le gquattro conidie sono tuttereali; se vi sono due 
conidie ideali i centri di quesfe sono sempre consecutivi e comprendono un segmento ai ininti 
del quale non corrispondono die superficie ideali; mentre ne' punii degli altri segmenii 
corrispondono superficie tutte reali. Una serie di superficie ideali occupa sempre un 
segmento finito e sta inveee di tina serie di superficie rigate, ossia e compresa fra due 
serie di superficie non rigate die sono sempre iperloloidi a due falde. 

Supposte le Gonicke tutte reali, quando il paraholoide e ellittieo, quelle sono tre ellissi 
eel una iperhole, o tre iperhoU ed una ellisse; e quando il paraholoide e iperholico le 
conidie sono o tutte iperholi, o due ellissi e due iperholi: in entramhi i cast i centri delle 
conidie della stessa specie sono disposti consecutivamente suUa locale dd centri. 

Quando il paraholoide e iperholico i segmenti indefiniti emtengono i centri di super- 
fide die sono tutte iperloloidi ad una falda. Se il paraholoide e ellittko, uno del segmenti 
indefiniti contiene i centri di eUissoidi, Valtro d'iperholoidi a due falde. 

Se un segmento finito contiene i centri di superficie non rigate, queste sono eUissoidi 
solo quando i termini del segmento siano i centri di due ellissi. 

Fra le infinite superficie del sistema, ve ne sono tre per le quail e massimo il prodotto 
degli assi; i loro centri appartengono rispettivamente ai tre segmenti finiti. Una delle tre 
superficie e ideate, quando vi sia una eoppia di coniche Ideali. Fra le superficie del sistema 
esiste un elUssoide di volume massimo solo quando le quattro coniche siano tutte reali, e fra 
esse vi siano tre ellissi se il paraholoide e elUttico, o due ellissi sc il paraholoide e iperholico. 

U centro di gravitd de^ punti centri delle tre sifperficie per le quali e massimo il pro- 
dotto degli assi coincide col centro di gravitd de’ centri delle quattro eonkhe. 

20.0 Terminero esponendo due proprieta del sistema di superficie (5). 

Cerco le equazioni del diametro della superficie (5) coniugato ad un piano diame- 
trale qualunque, di coordinate t', u,' v',w', ove sia identicamente : 

Il polo di quel piano e: 

At {t' -\-w) -j- {u -j- Cv(v' -f* w') = 0 

il qual punto insieme al centro della superficie (5) determina il diametro richiesto, 
il quale e percio rappresentato dalla equazione precedente e dalla (6). Se da queste 
equazioni si elimina i si ha la: 

{pit ^fv) {af t -|- -f" •'(v'v — Bw'w) 

— {a! ft 4“ 4“ {at 4- 4“ 4" Bw) = 0 . 



INTORNO ALLE SUPERPICIE DELLA SECONDA CLASSE ECC. 


99 


1 diametri delle superficie di seconda classe inscritte in una stessa sviluppabile, coniu- 
gati ad una medesima direzione, sono generatrici di uno stesso paraboloide iperholico. 

Se si cercano i diametri della superficie (5) couiugati ai piani delle quattro co- 
niche, si trovano essere le rette congiungenti il centro della superficie ai vertici del 
tetraedro polare. II che era d’altronde facile a prevedersi. 

Cerchiamo da ultimo qual superficie inviluppino i piani diametrali delle superficie (5) 
coniugati ad una retta data di direzione. La data direzione sia individuata mediante 
r equazione *): 

Xi -j- [LM TO = 0 . 

Siano i, u, v, w le coordinate del piano diametrale della (5) coniugato a quella dire- 
zione; avremo 

k{t-\rw) B (m -f- w) (j{v 

X [j, V 

kt -j- Bm -f- Cu Dto = 0 

da cui, posto X -j- jj, -j- v = ^ abhiamo le; 

ka.(t-\-w) — i -j-w) — XDwj = 0 

ftp (u -(- w) — i ^p'ft(M -\-w) — p-Dwj = 0 

ftf (i> -|- ^v) — i (v-{-w) — V Dtvj = 0 

le quali damio , — in funzione di i. Eliminando i si hanno le equazioni di 

tre iperboloidi aventi a due a due una generatrice comune; essi indmduano, mediante 
i loro piani tangenti comuni, una superficie sviluppabile della terza classe (che ha per 
spigolo di regresso una cubica gobba). Dunque: 

I piani diametrali delle superficie di seconda classe inscritte in una stessa svilup- 
pabile, coniugati ad una retta di direzione data, inviluppano una superficie sviluppabile 
della terza classe, 

Cremona, 14 dicemlbre 1858. 


*) Qni le X, v indicano eostanti arbitrarie, epper6 direrse da quelle adoperate nelle 
equazioni (8). 
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INTORNO ALLE CONICHE 

INSCRITTE IN UNA STESSA SUPERFICIE SVILUPPABILE 
DEL QUART’ ORDINE (E TERZA CLASSE). 

Annali di Matemaiica puru ed applicata, serie I, tomo II (1859), pp. 2(11-207. 


E noto clie i piani osculatori di una cubica gobla (linea a doppia curvatura di 
terz’ordine) inviluppano una superficie sviluppabile del quart’ ordine (e per conse- 
guenza della terza classe) e ciascun piano osculatore taglia la sviluppabile secondo 
una conica. lo ho dimostrato in una memoria inserita in questi Annali (1858) che il 
luogo dei centri di tutte le coniche analoghe e un’ altra conica piana. Ora ho ricercato 
la natura di tutte quelle coniche inscritte in una stessa sviluppabile del quart’ordine, 
e indagando come ne fossero distribuiti i centri sulla conica locale, sono arrivato ad 
alcuni teoremi, che hanno una singolare affinita con quelli dati recentemente dal 
Trudi*) e dallo Steiner**) sulle coniche circoscritte ad uno stesso tetragono. 

Assume come origine di tre coordinate rettilinee obbliquangole un punto arbitrario 
della cubica gobba; I’asse delle z sia tangente alia curva, e il piano ys sia osculatore ; 
r asse delle x sia parallelo ad un assintoto della cubica, ossia diretto ad uno de’ punti 
della medesima, che sono a distanza infinita: de’ quali ve n’ha sempre' almeno uiio 
reale. Da ultimo il piano xy passi per 1’ assintoto dianzi nominate. Cio posto, la cubica 
potr^ essere rappresentata, in tutta la generalita, dal sistema di equazioni; 

X 6® y 6® % G 

a ® ’ b f ’ c (p 

*) Memorie dell’Aceademia di Napoli, 1857. 

**) Monatsberichte der berliner Akademie, luli 1858. 
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ove e posto per brevita: 


!p = (Q — a)® + p® 


a, b, G, a, p sono costanti determinate; 9 e un parametro variabile da un punto all’altro 
della linea. Nel valore di il doppio segno dell’ ultimo termine serve a distinguere 
i due casi che la cubica abbia uno solo o tre assintoti reali. L’origine e quel punto 
della linea che corrisponde a 9 = 0 ; per 6 = oo si ha quel punto della medesima che 
e a distanza infinita sull’asse delle x. Posto: 

h = a? ±f 

il piano che sega la cubica ne’ tre punti di parametri 6i , %, 63 sara .rappresentato 
dall’ equazione : 

fe^ + (9i9,63-fe(e, + 6, + 63))| 

+ (^(63 63 + 63 01 + 010,) — 27.616,65) ^ — 616563 = 0; 

quindi 1’ equazione del piano osculatore nel punto di parametro 6 e: 

(2) 6(9®— dh) I + e®(3/i — 27.6) | — e® = 0 

e quelle della retta che unisce due punti 61, 62 sono: 

(6, 6, - i) I + ()!(«, + e,) - 2,6,6,) i — 6. 6. = 0 . 

Il piano osculatore al punto 0 e tagliato dal piano osculatore al punto w in una retta, 
la cui proiezione sul piano yx ha per equazione: 

(I ~ f ~ “ Hi ~ (3^— 2a6)-] 

(e2_3;2)| + 6(3fe — 2a6)~6® = 0. 

Da questa equazione e dalla sua derivata presa rispetto ad w eliminando questa quan- 
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tita, si Iia la: 

(3) [ih _ 0^) I + (3 /I - 2«e) {h -f 2 a6) J 

+ 2 (2ae^ — e;?. — 4«A)| ^ + 2(6* — 2;?) I + 26(1? — 2ae) 2 — 6^ = 0 . 

Questa equazione insieme colla (2) rappresenta quindi la conica secondo la quale il 
piano osculatore al punto 6 sega la superficie sviluppabile, luogo delle rette tangcnti 
alia cubica gobba. La coniea (2) (3) e iperbole od ellisse secondo che la quantita: 

A = (6 — a)* + 

e positiva o negativa. Dunque: 

Qiiando lo spigolo di regresso di una superftde sviluppaUle del quart’ ordine *) Jia 
tre assintoti reali, tuUe le contche inscritte nella medesima (e paste ne’ suoi piani tan- 
genti) sono iperboli. 

Le coordinate del centro della conica (2) (3) sono date dalle: 

(4) 2A^ = 30(2«6 — 3/?), 2A | = 26(6 — a)~ 3A , = 

da cui eliminando 6 si hanno le equazioni della conica locale de’centri: 

(5) 2a{Bh — 4a*) | + (3A — 4a*)* ^ -f" «(8«* — 2h) = 0 , 

(6) 2^(8«* — 3A)^ +4a ^1 — 

+ (l + 2a^ — |j(2(4a*+3A)|— 16«®^ — (8a*+ 3A)j = 0. 

Questa conica h iperbole od ellisse secondo che la quantita: 

A — a* = + p* 

e positiya o negativa; diinque: » 

B Imgo de' centn delle coniche inscritte in una superficie sviluppaUle del qmrt’ordine 

h un’iperhoh o m’ellisse secondo che lo spigolo di regresso ha un solo o tre assintoti 
reali. 


_ ^ Ogni superficie sviluppabile di quart’ ordine iia per ispigolo di regresso una cubica 
gODt>a. teorema del sig* Chasles (Apergu hi^torique, Nota 38.*), 
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Nel caso die la cubica gobba abbia un solo assintoto reale, la conica (2) (3) e 
iperbole o ellisse secondo che e positiva o negativa la quantita A. Forniando (in cio 
seguo il metodo del Trudi) questa quantita colle coordinate y, % del centre della co- 
nica medesima, si ha: 


quindi la specie della conica dipende dal segno del trinomio, che e nel denominatore ; 
ora basta osservare la (6) per accorgersi che Tequazione: 



insienie colla (5) rappresenta una tangente dell’ iperbole locale de’ centri. Dunque quel 
trinomio sara positive o negativo secondo che il punto di coordinate x, y , x centro 
della conica (2) (3) cade da una banda o dall’altra di questa tangente, cioe, secondo 
che cade neU’uno o nell’altro ranio iperbole locale. Dunque: 

Qmndo lo spigolo di regresso di una superficie sviluppabile di quart’ordine ha un 
xolo assintoto reale, in q;uesta sono inseritte infinite elUssi, infinite iperboli e due parabole; 
e i centri di quests conkhe sono distribuiti nelV iperbole locale in modo che un ramo di 
questa contiene i centri delle ellissi, e Valtro ramo i centri delle iperboli. 

Un piano qualunque contiene, com’e noto, una retta intersezione di due piani 
osculatori: i quali, per un teorema che io ho dimostrato in un’altra memoria*), sono 
reali o ideali secondo che quel piano sega la cubica in un solo punto reale o in tre. 
Dunque una cubica gobba ha due piani osculatori paralleli soltanto nel caso che vi 
sia un solo assintoto reale. E evidente che le coniche secondo cui questi due piani 
segano la sviluppabile sono parabole. Nella nostra notazione le due parabole corri- 
spondono a A = 0, cioe a e = a±pV3; quindi per esse I’equazione (3) diviene: 

|(pT«V3) + j(a:F.?V3)(!3±«V3)y 
+ 2(p' — a^ + 2apV3)|+2(a±pV3)(p* — K* + 2apV3)^ — (a±pV3)" = 0 
quindi i diametri delle due parabole sono paralleli agli assintoti dell’iperbole locale 


*) Annali, gennaio-febbraio 1859, 
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(5) (6). I piani delle parabole sono rappresentati dalle: 

h ^ + 2a (3A — 4a') | -j- (Sh — ia^ ^ =(a±pV 3)' 

eppero sono parallel! al piano (5) deir iperbole locale: proprieta che lio gia fatto no- 
tare altrove*). Inoltre e facile vedere che il piano (5) e equidistante dai due piani 
delle parabole: dunqiie: 

Quando lo spigolo di regresso d^una superfioie sviluppabile del qtiarf ordine ha tre 
assintoti reali, essa non ha piani tangenti paralleli, epperb nessima parabola e inscritta 
nella medesima. Ma se v'ha zm solo assintoto reale^ v'hanno pure due piani tangenti 
parolklii i quali tagliam la superficie secondo due parabole, U piano delViperbole locale 
e parallelo a questi due piani tangenti paralleli e da essi equidistante; ed inoltre i 
diametri delle parabole sono paralleli agli assintoti della locale, 

Se nel prime membro della (5) si pongonb per x,y,% i valori (1) si ha il risultato : 

(6 — a) ((6 _a)'+ Op') 

dunque il piano della locale incontra sempre la cubica nel punto reale che corrisponde 
a 0 = a; in nessun altro punto se la cubica ha un solo assintoto reale; nel caso di 
tre assintoti reali ancora in altri due punti reali: 

e==a + 3p, 0 = a — 3p. 

Cio risulta anche da un teorema ricordato di sopra. Osservato poi che si ha: 
A==(6 — a — pVs) (6 — a + pVs) 

si conchiude facilmente che, siccome in ogni piano osculatore della cubica esiste una 
conica inscritta nella sviluppabile, cosi: 

Se la <nd>ica gobba ha un solo assintoto reale, corrispondono ellissi a tutti i punti 
di essa compresi fra i due piani osculatori paralleli; iperboli a tutfi punti rimanenti. 

Altrove ho denominato fuoco di un piano il punto, sempre reale, ove concorrono 
i piani oscnilatori della cubica nolle intersezioni di essa col piano. Ora e facile vedere 
che il fuoco del piano (5) e il centre della conica locale (5) (6) coincidono in uno stesso 


*) Annali^ gennaio-febbraio 1859. 

Per qnesta denominazione bo seguito Tesempio dell’ illustre Chaslbs ; veggansi i 
Qompks rmdvs del. 184B. In qiiesta teoria de’ fuochi sembra importante da considerarsi la 
jfefeta dbe mn^ene i fmxM de’ piani paralleli a quello della conica locale. 
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punto, le cui coordinate sono: 

X a(9A — 8a®) y 3^ — 2a® % a. 

a 4(/2 — a^ ’ c a®) 

cioe: 

I piani osculatori della cuhica gobba ne’ punti ov'essa e incontrata dal piano della 
conica locale passano pel centra di questa conica. 

Le formole relative alia cubica gobba divengono pin semplici, senza punto scemare 
di generalita, se si pone a = 0, cioe se si assume come origine delle coordinate il 
punto reale (o uno de’ tre punti reali) in cui la cubica b segata dal piano (5). Allora 
la curva e rappresentata dalle: 

a; 0® 2/ 6® 6 

a 6®-|-A’ b 6®-|-^’ c 6*-j-^ 

ove A = ±p*. L’equazione (5) diviene: 

(5)' * + 9/j- = 0. 

^ a c 


Mediante queste formole si semplici si dimostra facilmente la proprieta che segue. II 
cono di second’ ordine che passa per la cubica gobba ed ha il vertice al punto di pa- 
rametro 6 h rappresentato dalla: 




y 


esso ^ segato dal piano (5)' in una conica la cui proiezione sul piano ys e rappre- 
sentata dalla: 


Qualunque sia 0, questa equazione rappresenta una ellisse od un’ iperbole secondo che 
h h positiva o negativa; dunque: 

n piano della conica luogo de^ centri delle coniche inscritte in una superfide svilup- 
pahile del giiarf ordine sega i coni di second^ ordine passanti per lo spigolo di regresso 
di guesta secondo coniche che sono tutte di una medesima specie; e propriamente sono 
elUssiy iperholi o parahole secondo che la locale h iperiole, ellisse o parabola. 

Per conseguenza: 

Se una cubica gobba ha tre assintoU reali, per essa passano tre cilindri (di se- 
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cond’ordine) iperboUci; se Jia un solo assintoto reaJe, per essa passa un solo cilindro 
(di second' ordine) ellittico. 

Dalle proposizioni suesposte credo che emerga 1’ importanza di dividere le cubiche 
gobbe ia due generi; 

Prime genere: la curva ba tre assintoti reali; aon vi sono piani osculatori paral- 
lel!, i piani osculatori segano la superficie sviluppabile da essi inviluppata secondo 
coniche che sono tutte iperboli; i centri delle quali sono tutti in un’ellisse. II piano 
di quest’ ellisse sega la cubica in tre punti reali, e i coni di second’ ordine passanti 
per quest’ ultima in altrettante coniche che sono tutte iperboli. 

Secondo genere: la cubica gobba ha un solo assintoto reale, ed ha due piani oscu- 
latori parallel!, i quali segano la superficie sviluppabile (della quale la cubica e lo 
spigolo di regresso) secondo parabole, mentre gli altri piani osculatori la segano se- 
condo ellissi 0 iperboli. 1 centri di queste coniche sono in un’iperbole posta in un 
piano parallelo ai due piani osculatori parallel! e da essi equidistante. In un ranio 
dell’iperbole locale sono i centri delle ellissi, nell’altro ramo i centri delle iperboli. 
II piano dell’iperbole locale sega la cubica in un solo punto reale, e i coni di se- 
cond’ ordine passanti per quest’ ultima in altrettante coniche che sono tutte ellissi. 

Vi sono poi due casi particolari, interessanti a considerarsi e sono; 

1.® La cubica gobba pub avere un solo assintoto reale a distanza finita, e gli altri 
due coincident! a distanza infinita. II che torna a dire che il piano all’ infinite seghi 
la cubica gobba in un punto e la tocchi in un altro. In questo caso la linea pub essere 
rappresentata colle equazioni: 

X 6® ^6® X 6 

a = (0_a)2’ 6 ""(0_a)®’ c ^ (0 — a)® 

colle quali si dimostrano facilmente le seguenti proprieta, le quali ponno perb essere 
dedotte anche dai teoremi generali dimostrati sopra: 

Le coniche inscriite in una superficie sviluppabile di qumi,' ordine, che abbia una ge- 
nerafriee a distanm infnita, sono tutte iperboli, ad eceezione di una sola che e una para- 
bola, e i loro centri giacciono in un’ altra parabola. Le due parabole sono nel medesimo 
pmno, U quale sega i coni di second’ ordine passanti per la cubica gobba, spigolo di 
regresso della sviluppabile, secondo coniche tutte parabole. Per la cubica passano due 
cilmdri ( di second’ ordine) uno parabolieo e V altro iperbolico. 

Questa cubica gobba particolare pub considerarsi come appartenente all’ uno o 
air altro de’ due generi sopra accennati. Infatti, essa apparterra al primo genere, ove 
s’immagini che i tre punti comuni alia cubica ed al piano della locale vengano a riu- 
nirsi in un so'lo, che va nec^sariamente a distanza infinita. Ovvero apparterra al 
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secondo genere, se si supponga che i due piani osculatori paralleli vengano a coin- 
cidere fra loro, eppero anche col piano della conica locale. 

2.® La cubica puo avere tutti gli assintoti coincident! a distanza infinita, ossia 
essa puo essere osculata dal piano all’ infinito. In tal caso essa e rappresentabile colle 
equazioni semplicissime : 

- = e* , 1 = 6% - = 0 

a b e 

e si ha il teorema: 

Una superficie sviluppaiile del quart’ ordim cJie abbia un piano tangente a distanza 
infinita e tagliata da tutti gli altri piani tangenti secondo parabole. Fer lo spigolo di 
regresso passa un solo cilindro ( di second’ ordine ) parabolico. 

In quest’ ultimo caso (che e una particolarizzazione del precedente) la curva, oltre 
le proprieta general! di ogni cubica gobba, ne ha molte di special!, di cni si trattera 
in altra occasione. 


Cremona, 22 febbraio 1859. 
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SOLUTION DE LA QUESTION 435. [^o] 


^oumlles Annales cle MathenuUiques, s6rie, tome XVIII (1S59), pp. 199-204. 


Sur les longueurs OA, OB, OC donn^es dans I’espace, on prend respectivement 
les points a, 5, c; les rapports Aa: Bb: Gc sont donnes. Trouver: 1.® Fenyeloppe du 
plan abc] 2.® le lieu du centre de gravity du triangle abc. 

D’apr^s I’^nonc^, les droites OA, OB, OC sont divis^es en parties proportion- 
nelles on smhlablemmt, et a, b, c sont des points homologues de ces divisions. Si Ton 
demands I’enveloppe du plan abc, la question est un eas partieulier de la suivante : 

Trois divisions homographiques 6tant donn4es sur trois droites situ^es d’une manike 
quelconque dans I’espace, on deniande I’enveloppe du plan de trois points homologues. 

On trouve ce probleme avec son corr^latif parmi les questions propos^es (p. 298) 
dans I’ouvrage capital de M. Steiner: SystematiscU EntvncMung der Abhmgiglelt 
geometrischer GestaUen von einander*), Berlin, 1832. 

La question correlative est resolue par le theorems suivant de M. Chasles: 

Si trois droites donnees dans I’espace sont les axes de trois faisceaux homogra- 
phiques de plans, le lieu du point commun a trois plans homologues est une cubique 
gatiche**) (courbe a double courbure, du troisieme ordre et de troisieme classe) qui 
a deux de ses points sur chaeune des droites donn^es. 

De la on tire, par le principe de duality : 

Si trois droites donates dans I’espace sont divis^es homographiquement, I’enve- 
loppe du plan de trois points homologues est une surface ddveloppable de la troisieme 


*) On n’a pnbM6 que la premiere partie de eette admirable production; quand I’auteur 
aoms donHtot-t-il autres? q 

^ Location' italienna tr^expressive que nous conservous. Tm, [Terquem]. 
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classe (et du quatrieme ordre) qui a deux de ses plans tangents passant par chaque 
droite donn^e ; ou bien, ce qui est la meme chose, le plan de trois points homologues 
est osculateur d’une cubique gauche qui a deux de ses plans osculateurs passant par 
chaque droite donn^e. 

Dans le cas particulier qui constitue la question 435, les divisions homographiques 
donn^es sont semblables ; done les points a 1’ infini des droites OA, OB, 00 sont ho- 
mologues; par consequent le plan a&c enveloppe une surface dbyeloppable de la troi- 
sieme classe (et du quatrieme ordre) qui a un plan tangent a 1’ infini; ou bien le plan 
ale est osculateur d’une cubique gauche qui a un plan osculateur a 1’ infini. Les plans 
OBC, OCA, OAB, ABC, sont osculateurs de la meme courbe. 

On r6sout la question avec facilitb aussi par le calcul. Bosons 


o 

II 

OB = 6 OC = c 

o 

- 11 

Oh =q Og —r 

p — a 

q — b r — c 

1 

- ' ' "" f 

p, V 


i etant variable avec p,q,,r-, ).,{»■, v constantes. Cela montre qne p,q,r sont les 
coordonnbes courantes d’une droite fixe rapport^e aux axes OA, OB, OC. 

Les coordonn^es du centre de gravity du triangle abc sont 


done le lieu du centre est la droite 

3x — a Sy — h 3it — c 

X ” [». V 

qui est parallele a la droite fixe men^e ci-dessus. 

Le plan ale a pour Equation 


ou bien 


p q r 


7 + 


y 


7 + : 


0 / Xi b c vi 


Si dans cette Equation on fait disparaitre les d^nominateurs, elle devient du troisibme 
degr6 en i; done le plan abc est osculateur d’une cubique gauche. Pour obtenir les 
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Equations de cette courbe, je derive la derniere Equation deux fois par rapport au 
paraiuetre i : 


'kc 


{a -f- X^)■ {b 4- ' ('" “h 




vx 


0 , 


I JiX- I 

I /L j j 


(« + kj ' (b f p-f ' (c 4- vif 


De ces trois dquatious, on tire 

„ ^ 

(vffl — Xe) (X6 — p,fl() ’ 

vX [b 4- 

^ (Xb — p.a) (p,c — vh) ’ 

x = — + 

([iC — vb) (ya — Xe) ’ 

equations de la cubique gauche, qui est dvidemment oscul^e par les plans 


" = l/ = 0, . = 0, | + | + f = 

Le plan a I’infini est aussi osculateur de la courbe, parce que les valeurs trouv6es 
de x, y, z ne eontiennent pas le parara&tre variable i en diviseur. 

Les Equations ci-dessus sont simples et sym^triques; inais si Ton veut 6tudier la 
cubique gauche qui rdsout la question proposde, il est bien plus simple de faire usage 
de la representation analytique de ces courbes, que j’ai donnde dans un Mdmoire 
insdrd dans les Annali di Matematica pum e applicata (Koma, 1858). Soient x = 0 
le plan osculateur dans un point de la courbe qu’on prend pour origine ; y = 0 le 
plan qui touche la courbe dans ce meme point et la coupe a I’infini; * = 0 le plan 
qui coupe la courbe a I’origine et la touche a 1’ infini. Les equations de la courbe seront 

X = oi®, y = -x, = ei , 

a, b, c etant des constantes et i le parametre variable. La droite x — z = 0 divise 
en deux parties dgales les cordes de la courbe paralleles au plan y = 0. La courbe 
a un grand nombre de proprietes qu’il est bien facile de ddcouvrir a I’aide des equa- 
tions donnees ci-devant. 

La circonstanee que la cubique gauche dont nous nous occupons est oscuiee par 
le plan a 1’ infini eonstitue pour elle un caraetere specifique qui la distingue de toute 
autre espfece de courbe du meme degi-e. Si I’on compare les cubiques gauches aux 
coniques planes, I’e^fece particuliere de cubique dont il s’agit correspond a la parabole. 
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qui, comme on salt, est toucliee par la droite a 1’ infini. Dans un petit Memoire qiii 
va etre publid dans les Annali di Blatemutica j’ai classifie les cubiques gauches comme 
il suit*): 

’Premier genre. La courbe a trois asymptotes reelles; il n’y a pas de plans oscu- 
lateurs paralleles; les plans osculateurs coupent la surface ddveloppable qu’ils enve- 
loppent suivant des coniques qui sont toutes des hyperboles; les centres de ces hyper- 
boles sont sur une ellipse. Le plan de cette ellipse rencontre la cubique en trois points 
rdels et coupe les cones du second degr6 qui passent par la cubique suivant des hy- 
perboles. 

Seconde genre. La cubique a une seule asymptote rdelle et deux plans osculateurs 
paralleles entre eux qui coupent la surface dbveloppable (dont la courbe est 1’ arete 
de rebroussement ) suivant deux paraboles; tous les autres plans osculateurs coupent 
la meme surface suivant des ellipses ou des hyperboles. Les centres de ces coniques 
sont sur une hyperbole dont le plan est parallele et Equidistant aux deux plans oscu- 
lateurs paralleles. Une brauche de I’hyperbole focale contient les centres des ellipses ; 
I’autre branche contient les centres des hyperboles. Les points de la cubique gauche 
auxquels correspondent des ellipses sont situEs entre les plans osculateurs parallEles; 
les points auxquels correspondent des hyperboles sont au dehors. Le plan de I’hyper- 
bole focale rencontre la cubique gauche dans un seul point rEel et coupe les c6nes du 
second degrE qui passent par la courbe suivant des ellipses. 

Tels sont les seuls cas absolument gEnEraux que peuvent prEsenter les cubiques 
gauches. Mais il y a ^ cousidErer aussi deux cas particuliers, savoir: 

1. “ La courbe a une seule asymptote rEelle a distance finie; les deux autres sont 
aussi rEelles, mais elles coincident a 1’ infini. C’est-a-dire: le plan a 1’ infini coupe la 
courbe dans un point et est tangent dans un autre. Les plans osculateurs coupent 
la dEveloppable suivant des hyperboles, a I’exception d’une seule qui est une parabole. 
Les centres de ces hyperboles sont sur une autre parabole. Les deux paraboles sont 
dans un meme plan qui coupe les cbnes du second degrE passant par la courbe suivant 
des paraboles. 

2. ‘> La courbe a toutes ses asymptotes qui coincident a 1’ infini, savoir, elle est 
osculEe par le plan a 1’ infini. Les plans osculateurs coupent la dEveloppable suivant 
des paraboles. 


*) C’est une exposition analytique trEs-bien faite des belles Etudes de M. Chaslbs sur les 
cubiques gauches. J’en ai fait la traduction, que je publierai le plus tdt possible. Tm. 
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SOLUTION DE LA QUESTION 464. [*'] 


^Nouvelles Annales de Mathimatiques, l.« s^rie, tome XIX (1860), pp. 149-151. 


Soient a, p, y, 5 les distances d’un point qnelconque a quatre plans donnds; il est 
Evident que 1’ Equation la plus gdndrale d’une surface du second ordre circonscrite 
au tdtraedre fonnd par les quatre plans 

a — 0, j3=0, Y = 0, 3 = 0 

sera 

ij3Y -j" w*Y® "L XaS -j- [j.p§ -|- vyS = 0. 


Cette surface est coupde par le plan 5 = 0 suivant la conique 

ZPY -{- = 0 . 

Soient a', p', y' les distances d’un point quelconque du plan 5=0 aux c6tds du 
triangle 5=0 (a = 0,p = 0,Y==0): triangle formd par 1’ intersection du plan 5 avec 
les plans a,p,Y; on a 

« = a'sina5, p = p'sinp5, Y==Y'sinYS, 

ou a5 est Tangle des plans a=5=0, etc. Done Tdquation dela conique rapportde 
au triangle inserit sera 

I m n 

?iM + r5top + 7ita^ = '’' 

Les angles du triangle sent P5 y, Y^a, a5p, od P5 y*) exprime Tangle que fait Tin- 


*) est 1’ angle qni, dans I’fenoncfi de la question, a 6 t 6 d 6 sign 6 par (pS , 78 ). P. [ProuhhtI 
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tersection des faces p •= S = o avec 1’ intersection des faces y = § = 0 • On- sait que 
la conique repr6sent6e par 1’ Equation ci-dessus est une circonfdrence, si Ton a 

1: m : w = sinaS.sinpSY: sinpS. sinYSa : sinY^- sinaSp. (Salmon) 

De mcme, si les plans a = o, p = 0, y = 0 coupent la surface suivant des cireon- 
fdrences, on aura 

Z ; p, : v = sinSa. sinpaY : sinYa. sinSap : sin pa. sin ykS , 

m: V : X = sinSp. sinYP® : sinap.sinSpY : sin Yp. sin apS , 

n : X : t). = sin8Y- sinaYP : sinPY- sinSY“ : sinaY- sinpY^ . 


De la on tire immddiatement que l,m ,n,X,^,v sont proportionnelles aux quantitds 


smaS . „ . 

------ sin p a Y . sin p 0 Y , 

sinPY 

sinpS . . . 

SinTBa. SmYQQC , 

sin^a 

sinT§ 
sin ap 

sinpY . 

. sinapa. smaYS , 

i^sinPY 5 .sinp «6 , 

sin ap 
sin 70 

ce qui ddmontre le th^or^me 

de M. Prouhet. 



sinaYP. sinaSp 


sinYaS. sinYPS 


S 
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SOLUTION DE LA QUESTION 465. 


Nouvtlles Annale& de Mathimatiques, l.*« a^rie, tome XIX (I860), pp. 151-153. 


Soient , n quantit^s quelconques ; a une racine primitive de V Equation 

binSme 

— 1 — 0 
et 

= (Xq CliCL^ -{- CL^r~~^ 

en supposant a,. == a"* , 

Multiplions entre eux les deux determinants 



ao 

Ui 

az 

• . • a^—i 

ai 

% 

as 

Uo 

a-z 

(X^ 

a4 

... ai 


ao 

ai 

• • • — 2 

1 

1 

1 

1 

1 


Oo 

« • • Ot^ — 1 

1 

oc? 

0.2 

rvrS 

... ^ 

• • 

• 

• • 

. . . . 

1 

— 1 
ai 

„W--1 

rt” — ^ 

. . • ^n~~l 


llni executant la multiplication par lignes, les colonnes du determinant produit de- 
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viennent divisibles respectivement par 0i, 62 , , 0,., et Ton a 


DA = 6i62...e,, 


1 

1 

1 

. 1 

1 

^n—\ 

o 

l 

. 

1 


a? 

■^n—% 

I 

* • 

1 


ai . , 

— 1 

. . OCi 


_ ^ {>l — 1) {'34 — 2) 

Or le determinant du second membre est evidemment egal a ( — 1 ) § A [^^]; 

done 

{n—2) 

D = (-l)— 2 — 01 00. .. 6 ,.. 

Le th 6 oreme, mentionn^ par M. Michael Roberts (Nouvelles Annales, cahier de 
mars 1859, p. 87), est de M. Spottiswoode (Journal de Crecle, t. LI); la demonstration 
ci-dessus m’a ete communiquee par M. Brioschi, et je I’ai publiee comme lemme 
dans une petite Note Intorno ad un teorema di Abel (Annali di Tortolini, 1856) 
[Memoria 2 di questo volume]. 

En supposant 

ar = a rd , 

il s’ensuit 

a no 1 

6 .. = r pour r = 1 ,2 ..,n — 1 


a. — 1 


et 

done 

et, par eonsequent, 

D = 


f. , n{n — 1 ) , 

6„ = MU -| d ; 


01 02 . . . 0»-i = (— , 

a a d ... a {n — l)(i 

a -j- d a 2d . . . a 


a 4- (w — 1) d 

vi{n — 1 ) 

= (-l) 


[ndj' 


... a + (m — 2) d 
(n — l)d’ 


ce qui est bien la question 465. 
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SUR LES CONIQUES SPHERIQUES 
ET NOUVELLE SOLUTION GENERATE DE LA QUESTION 4980- [''] 


Nouvelles Annales de MathematiqueSj lu« s6rie, tome XIX (1860)^ pp. 269-279. 


Dans le n.® 13 (26 mars 1860) cles Gomptes rendus de VAcademie des Sciences, 
M. CHASI.KS a communique un resume d’une thdorie des coniques sphdriques homo- 
focales. L’illustre gdometre ddduit ses nombreux thdoremes d’un petit nombre de 
propositions fondamentales. Ce sont ces propositions fondamentales que nous aliens 
ddmontrer. 

A cause de la dualitd constante a laquelle est soumise toute la gdometrie de la 
sphere, la thdorie des coniques homofocales donne lieu a une autre sdrie de thdoremes. 
C’est, comme le dit I’auteur mdme, la thdorie des coniques homocycliques. Dans notre 
analyse, les variables x,y,z pourront exprimer indiffdremment des coordonndes cartd- 
siennes de points ou des coordonndes tangentielles de lignes. Dans la premiere hypo- 
these, il s’agira de coniques homocycliques; dans I’autre de coniques homofocales. 
Pour fixer les iddes, nous supposerons que les coordonndes se rapportent a des points; 
le lecteur en fera mentalement la transformation, s’ il veut obtenir les propridtds des 
coniques homofocales, 

1. Soient x:y:z les eoordonndes orthogonales d’un point quelconque d’une surface 
sphdrique donnde L’ Equation gdndrale d’une conique (ligne de second ordre) est 

(1) a.a^+P'if+qx^+^^y^+2sxx+2fxy = 0. 

La conique est un (petit) eercle si son Equation est de la forme qui suit: 

( 2 ) l.{o!^+'if‘-^x^)~(aa;-i-by+cxf=0; 


*) Pour bieu comprendre ce travail, il est nfeeessaire d’avoir devant soi le a.® 13 des 
Ckmpfes rmdm. 
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le centre spherique du cercle est le pole (absolu) de la ligne g^odesique (grand cercle) : 

ax-{-by-\-cx = 0. 

Le cercle (2) devient g^od^sique (grand cercle) si X=0. 

Pour A infini on a le cercle imaginaire 

(3) 

situ6 a une distance infinie (car il est la ligne du contact id6al entre la sphere et son 
c6ne asymptote). 

L’6quation (2) demontre que; 

Tous les cercles (grands ou petits} traces sur la sphere peuvent etre ccnisideres comme 
des coniques spheriques qui ont un double coniadi avec le cercle imaginaire a I infini. 

2. Soit 

X _y _x. 

^ ^ Xa Pa Xq 

un point de la surface spherique. La g6od6sique polaire relative au cercle imaginaire (3) 
pris comme courbe directrice est 

(5) XoX+y„y+Z(,x = 0, 

et la g^od^sique polaire du meme point, par rapport a la conique (1), est 

(6) X (acCo+9«/o+e<So) + 2/ ('f *o+P2/o+S*o) + * (e*o+^2/o+T*o) = 0- 

Si les deux lignes g6od6siques (5) et (6) doivent co'incider, c est-a-dire si le point (4) 
a la meme polaire par rapport a la conique (1) et au cercle imaginaire (3), on aura 

aaJo + 'f 2/o 4- s *0 = , 

e Xo + 5 yo 4" 7 *0 — • 

L’ Elimination de x, : y ^ : «o de ces Equations donne une Equation cubique en 6; on 
sait que cette Equation rEsultante a ses racines rEelles, et que si Ton dEsigne par 

(7) (*i : yi : *i) ) (% : : **) . (*3 : 2^3 : *3) 

les systEmes de valeurs de (* 0 : 2/# '■ i*o) qui corresj^ondent aiix trois valeurs de 1 in- 
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d^termin^e 6, on a: 

a52%+2/i2/3 + ^2% = 0. 

a;3 3^1+2/3 2/1 + %*! = 0, 

%%+2/i2/2+%% = 0- 

Done les trois points (7) sont les sommets d’un triangle trirectangle, et par 
consequent la gdodesique polaire de chacun d’eux par rapport a la conique (1) et au 
cercle (3) (ou absolu) passe par les autres deux. En prenant ce triangle pour triangle 
des coordonnees, e’est-a-dire en posant 

(7) 2/i “ *1 ~ ^ = 3^2 = 0 , X 3 — '^3 — 0 

requation (1) deviendra 

(8) aa:® + P2/* + Y** = 0 . 

La forme de cette equation enseigne que si par Fun quelconque des points (7)' 
on mene arbitraii-ement une corde (gdodesique) de la conique (8), elle y est partagde 
en parties egales. 

Done les points (7)' sont des centres de la conique spherique. En supposant 
a>p>0 et Y<0, le point x=y = 0 est le centre interieur; les autres sont au dehors 
de la eourbe. 

Ainsi: 

Les centres d’une conique spherique sont des points dowt chacun a la meme geodesique 
polaire par rapport a la conique et au cercle imaginaire situe d I’infini. 

3. Le tetragone *) complet (imaginaire) inscrit a la conique (8) et au cercle ima- 
ginaire (3) a deux c6t6s rdels ; les autres sont imaginaires. En effet, en combinant les 
Equations (3) et (8), on obtient: 


(a - p) -f- (a - y) = 0 , deux g6od4siques imaginaires ; 

(y - P) »* + (a - p) 2? = 0 , deux gdoddsiques r^elles ; 

(a - Y)a? + (P - y) 2 /* = 0 , deux gdodesiques imaginaires. 

Done la conique (8) et le cercle (3) ont en commun les cordes gdod6siques rdelles 

(9) ij^Vp — y + 3^V«— P = 0 . * VP— T — * V«~P = 0- 


*) Donn^ par les, six grands oercles joignant les intersections de (3) et (8). 


Tm. 
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Une g^odesique quelconque 
(10) ax-{-by-\-c% = 0 

est tangente a la courbe (8), si on satisfait a la condition 


( 11 ) 


(? 

- + -+- = 0 . 
a p Y 


Soient w, w' les angles que la gdoddsique (10) fait avec les gdoddsiques (9); nous 
aurons 

aVa— S + cVP”! / ct'^a. — S — cVb — 7 

COS (fl = -T=::=L=r L - , COS W — 




done, si Ton pose 


= — tang' 6, 


. V““T ' 


en vertu de la condition (11), on obtient 

cos' (0 + cos' (0 — 2 cos 2 6 . cos w cos cu' = sin' 2 0 , 


d’ou: 


0 ) ± w' = 2 6 = constante , 


e’est-a-dire la surface du triangle sphdrique formd par les trois gdoddsiques (9) et (10) 
est constante, quelle que soit la tangente (10). 

Les gdoddsiques (9) sont appeldes lignes cycliques de la conique sphdrique (8). 
Done: 

Les lignes cycliques d’une conique syberique sont les deux a/rcs de grands cercles 
(toujours reels) sur lesquels se trouvent les points d’ intersection (imaginaires) de la 
conique et du cercle imaginaire situe d Vinfini. 

4. Pour obtenir les gdod^siques tangentes communes a la conique (8) et au 
cercle (3), cherchons les points communs a leurs eourbes r6ciproques: 

(12) ^ + + = a:'+^'+**=0. 

a p Y 

Celles-ci ont en commun les cordes r6elles 


(13) 


* Vp(a— 7) ± y Vt(P— «) == 0; 
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done les pSles (absolus ou relatifs au cercle (3), ce qui est la meme chose) de ces 
lignes, savoir les points 

(14) a; = 0, 2/ ; x=+ V t(P— a) : 

sont les sommets rdels du quadrilat^re complet (imaginaire) circonscrit a la conique (8) 
et ail cercle (3). Les geoddsiques (13) sont les lignes cycliques de la conique (12), et 
par consequent la somme ou la difference des angles qu’elles forment avec une tan-, 
gente quelconque de cette courbe est constante. Done la somme ou la difference des 
arcs gdoddsiques qui joignent les points (14) a un point quelconque de la conique (8) 
est constante. 

Ces points (14) sont appelds les foyers de la conique sphdrique (8). 

Ainsi: 

Les foyers d’une conique spheriq^ie sont les points de concours (toujour s reels) des 
g^dmques tangentes communes d la conique et au cercle imaginaire situe d I’infini *). 
II s’ensuit: 

JDeux coniques spheriques homocycUques sont deux coniques dont le tetragme inscrii 
est aussi inscrit au cercle imaginaire situe d Vinfini. 

Deux coniques spheriques homofocales sont deux coniques dont le quadrilatere cir- 
conscrit est aussi circonscrit au cercle imaginaire situe d Vinfini. 

5. Les equations: 

A = ax^-i-by^-^cz‘-{-X = 0, 

A'= ax^ -f by^ cx^ 4- X' [a? x^) = 0, 


reprdsentent deux coniques sphdriques homocycliques. Soit 

une autre conique quelconque. Les equations 

(15) B=U4-[iA = 0, B'=U-fii'A' = 0 

reprdsenteront deux coniques circonscrites, Tune au tdtragone UA**), 1’ autre au 


*) Comme daiis les coniques planes. 

**} Donne par rintersecMon de TJ et de A. 


Tm. 

Tm. 
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tetragone UA'. Des equations (15) on tire: 


done Tequation 


B-B' = ti,A-[i'A', 

tj/B B'= (i)' - ti) U + (X - X') ixtj,' ; 

B-B' = 0 


reprdsente une conique circonscrite au tdtragone BB' et homocyclique aux coniques 
A, A', et I’equation: 

(j,'B — ^B'= 0 

reprdsente une conique circonscrite an tdtragone BB' et homocyclique a TJ. 

Done: 

Theoreme I. ijtant donnees dettoa coniques homocycliques A, A' ei une troisieme conique 
quelconque U, si aux tetragones U A, UA' on drconscrit deux coniques quelconques B, B', 
le tetragone BB' sera inscrit tout a lafois d une conique homocyclique aux deux A, A! 
et a une conique homocyclique d U. (Chasles). 

6. Soient encore donndes les coniques A, A', U, d’ou Ton deduit B, B'. On peut 
donner a la fonction B+ifcB' la forme 

II suffit, en effet, de poser 

l:-[-l=:Oj [1 — [1 = 0 ^ 

alors on a: 

B— B' = [i (X— X') + , 

e’est-a-dire les coniques B, B' sont homocycliques. 

Ainsi : 

TheorIsme II. ^Itant donnees deux coniques homocycliques A, A' et une troisieme co- 
nique quelconque U, si au tetragone UA ow drconscrit une conique quelconque B, on 
fourra drconscrire au tetragone U A' une conique B' homocyclique d B. (Chasles). 

7. Soient donndes trois coniques homocycliques: 

A = ax^-\-by^-\-cx^ (£c* + 2/*+**) = 0, 

A'= aa? + dy^ + + X' (a:* -\-y^-{-x^) — 0 , 

A"= aoi?~{-by^+cx’‘ + X''(a:* + ^*+**) = 0, - 

et une quatrieme conique quelconque: 


U = 0 
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d’ou nous ddrivons les trois coniques qui suivent: 

B=U + t). A. = 0, 
B'=U + ti'A'=0, 
B"= U + [).''A"= 0 . 


On peut circonscrire au tetragone B B' une conique qui coincide avec B". En 
effet, on a: 


B + kB'={l+k)V + ^k + lc^'A! , 


done, si nous posons; 

iL'(x'-r) 


et 


^(X"_X) + il'(X'-X") ’ 


on obtient 

B+Z;B' = (1+A:)B''. 


Done; 

Theoeeme III. J^tant dmnees trois coniques homocycliques A, A', A" et une quatrieme 
conique quelconque U, si aux deux ietragones U A , U A' ow circonscrit deux coniques B, B', 
les deux; teiragones TJA"etB'B' seront inscrits dans u/ne meme conique B". (Chasles). 

8. Soient donndes trois coniques: 

U = 0, V = 0, W = U-V = 0 

circonserites a un meme tdtragone. On ddcrit une conique 

U' = U + X =-0 

homocyclique a U, et une autre conique 

Y' = V + {J;(a;" + 7/* + x*) = 0 

homocyclique a V. II s’ensuit que la conique 

W'=U'-V'=W+(X-(i) = 0 

est tout 4 la fois cireonscrite au tdtragone U'V' et homocyclique a W. De plus, les 
tdtragones UV, U'V' sont inscrits dans une meme conique 

b:={jlU'-xv'=p.u-xv = o. 
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Ainsi : 

Theoreme IV. Quand trois coniques U , V , W sont circonscrites d un meme tetragme, 
si I’ on decrit deux coniques U', Y' homocydiques d XJ ef Y respectivement, on pourra 
circonscrire au tetragone U'V' une coniqm W' Jiomoeyclique d la troisieme eonique W. 
Et les deux tHr agones UV, U'V' auront leurs huit smnmets situes dans une meme co- 
nique. (Chasles). 

II suit d’ id qu’on aura deux faisceaux homographiques de coniques, dont les bases 
sont les tdtragones UV, U'V', et les deux coniques correspondantes: 

U-iV = 0, U'-iV' = 0 

sont toujours homocycliques. 

II est Evident qu’a la condition d’^re homocycliques on pent substituer celle de 
rencontrer une eonique donn^e dans un meme systeme de quatre points r^els ou ima- 
ginaires. En vertu de cette observation, les quatre th^oremes de M. Chasles ne consti- 
tuent qu’un theoreme unique, auquel on pent dormer I’^noncd suivant; 

^tant donnees plusieurs coniques: 

U = 0, V = 0, W. = U-i.V = 0 

circonscrites d un meme tetragone, et une autre eonique qudeonque 

0 = 0 ; 

si am tetr agones UC, VC on circonscrit deux coniques U', Y', on pourra circonscrire 
aux tetragones W,. C respectivement des coniques Yf'r qui soient toutes circonscrites au 
tetragone U'V'. Et les deux tetragones UV, U'V' auront leurs huit sommets situes sur 
une meme eonique 

K = 0. 

II s’ensuit encore; 

Si deux tetragones UK , U'K inscrits dans une meme eonique K sont les "bases de 
deux faisceaux homographiques de coniques, les points d' intersection de deux coniques 
correspondantes 

XW,. =(X — U— irK = 0, 

XW', = (X-i,iL) U'-iK = 0 


se trouvent toujours dans une mhne eonique: 


u-u'=o. n 
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Et r^ciproquement: 

Afin que toutes les intersections des couples de coniques correspondantes de deux 
faisceaux homographiques appartiennent a une meme eonique, il faut que les tetragones, 
bases des faisceaux, soient inscrits d une meme eonique. 

Ces th4oremes g4n6raux ne cessent pas d’avoir lieu en substituant aux coniques 
circonscrites a un meme t^tragone des courbes spheriques de I’ordre n circonscrites 
a uu meme polygone sphMque de n* sommets. 


Th4orfeme g6n6ral compreuaut comme cas tres-particulier la question 498. 

On donne dans un plan; 1.° une droite fixe; 2.® un point 0 sur cette droite; 
3.“ un point fixe A. Trouver une courbe telle, qu’en menant par un point quelconque 
pris sur cette courbe une tangente, et par le point A une parallels a cette tangents, 
ces deux droites interceptent sur la droite fixe deux segments compt^s du point 0, 
li6s entre eux par une relation algdbrique du degrd n. 

On pent consid4rer ces segments comme des coordonn^es tangentielles; done 
I’enveloppe demand^e est une courbe de la classe n (voir la Giometrie superieure de 
M. Ceasies, chap. XXIV). 

On donne dans I’espace: 1.“ une droite fixe; 2.® un point 0 sur cette droite; 
3.® deux points fixes A, B. Trouver une surface telle, qu’en menant par un point 
quelconque pris sur cette surface un plan tangent, et par A, B deux plans paralleles 
au plan tangent, ces trois plans interceptent sur la droite fixe trois segments comptds 
du point 0, li^s entre eux par une relation alg^brique du degrd «. 

L’enveloppe demandee est une surface de la classe n. 
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SOLUTION. DES QUESTIONS 494 ET 499, 
M^THODE DE GEASSMANN 
ET PEOPEli^T^: DE LA CUBIQUE GAUCHE. 


Nou'oelUs Annales de Mathimatiques, l.^e s^rie, tome XIX (1860), pp. 356-361. 


La question 499 embrasse deux 6nonc6s, qui, si je ne me trompe, exigent quelques 
corrections. Dans le premier 6nonc4, les droites B, D et le point m sont des 6Mments 
fixes superflus a la construction du point variable p. II suffirait de dire: “ Si les cbt^s 
“ ap, cp, ac d’un triangle variable acp tournent autour de trois' points fixes 1, s, o, et 
“ si deux sommets a, c glissent sur deux droites fixes A, C, le troisieme sommet p 
“ d^crira une conique „. C’est le c^lebre th^or&me de Maclauein et Beaikeneidge. Si 
le lieu du point p doit etre une cubique (courbe du troisieme ordre), il faut modifier 
les donn^es de la question. 

Le deuxieme 6nonc6 n’est pas complet. On n’y trouve pas de donndes suffisantes 
pour d^finir un lieu g^om^trique, II faut lire: “ Si les c6t6s db,hc,cd, da et la dia- 
“ gonale hd d’un quadrilatere plan variable abed tournent autour de cinq points fixes 
0 , p, q, r, s, et les sommets a, c, qui sont au dehors de la diagonale, glissent sur 
“ deux droites fixes M, N, chacun des autres sommets b, d ddcrira une cubique 

Ce beau th6orfeme a dt6 donn6 par un Eminent g^ometre allemand, M. Heemann- 
Guntheb Gbassmann, de Stettin*), dans un Mdmoire ins6r6 dans le t. XXXI du 
Journal de Crelle, p. 111-132; 1846. 

A I’occasion de ces th^oremes qui se rapportent k la geometrie des intersections, 
je ne puis m’emp&eher de mentionner une mdthode tr^s-exp6ditive et tres-curieuse, 
dont la premiere id6e parait appartenir a Leibniz, mais qui a 6t4 vraiment stabile 

*) Professeur au gymnase de Stettin,. d^ns cette ville en 1809. 
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par M. Grassmann dans un ouvrage int4ressant (die Wissenschaft der extensiven GrOssen 
Oder die Ausdehmingslehre), imprimd a Leipzig en 1844, et dans des Mdnioires po- 
st^rieurs (iPreisscJiriften gelcrdnt und h&rausgegehen von der fUrstlicJi JcMonowslti schen 
Gesellschaft, Leipzig, 1847, Journal de Crelle, t. XXXI, XXXVI, XLII, XLIV, XLIX, 
LII). Exceptd 1VIM. Mobius (Freisschriften, etc., ut supra) et Bellavitis (Atti delVIsti- 
tuto Veneto, decembre 1854), je ne sache pas que quelque gdometre ait donn6 aux 
recherclies de M. Grassmann I’attention qu’elles mdritent. 

Je vais reproduire ici les premieres definitions et conventions de cette ingdnieuse 
tbeorie, que I’auteur nomme analyse geometrigue. Je ddsignerai toujours les points par 
de petites lettres, et les droites par des lettres majuscules. 

Premise definition, ah represents la drmte qui joint les points a h. 

Dmxieme definition. AB represente le point commun aux droites A et B. 

Conventions. On pose: 

ab=0 si les points a et b coincident; 

AB = 0 si les droites A et B (indefinies) coincident; 

aB = 0 ou bien Ba = 0 si le point a est sur la droite B. 

Cela pose, soient a, b deux points fixes, x un point variable: 

abx — 0 

est requation d’une droite, car elle exprime que x est toujours sur ab. De meme 

ABX = 0 

est requation d’un point, enveloppe de la droite mobile X. 

M. Grassmann demontre la proposition qui suit, et qui est la generalisation du 
theoreme de Pascal (hexagramma mysticum). 

“ Si un point x mobile dans un plan est assujetti a la condition qu’un certain 
“ point et une certaine droite, deduisibles du point x et d’une serie de points et droites 
“ fixes au moyen de constructions executees avec la seule regie, doivent tomber I’un 
“ dans I’autre, et si le point x a ete employe n fois dans ces constructions, le lieu du 
“ point X sera une courbe de I’ordre n „ , 

L’anteur donne aussi le th6oreme correiatif pour la generation des courbes de la 
classe n, et les propositions analogues dans I’espace pour la generation des surfaces 
algebriques. 

La construction du point variable x{p) dans le premier enonce rectifie, question 
499, est representee par I’equation pUnitnMrique (selon I’appellation de M. Grassmann): 


xsCoAlx = 0 
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(la droite xs coupe C dans un point, la droite qui passe par ce point et par o ren- 
contre A dans un autre point qui avec I donne une droite passant par x). 

Cette Equation contient deux fois Fdldment variable x, et par consequent, selon le 
thdoreine general de M. Grassmann, elle appartient a une conique. Cette conique passe 
par les cinq points: 

s, I, AC, soA, loC; 

ce qui est evident, parce que chacun d’eux satisfait identiquement I’equation de la 
courbe. 

Dans I’autre enonce, question 499, la construction du point variable x (&) est indi- 
quee par I’equation planimetrique qui suit: 

(a:oMr) (a:s) = 0 

(exprimant que les trois droites xpl^q, xoMr , xs passent par un meme point). Cette 
equation contient trois fois le point variable x; done elle appartient a une cubique. 
On trouve aisement que cette courbe contient les neuf points: 

0 , p, s, MN , (pg)(or), gsN , rsM, f gM , orN. 

M. Grassmann demontre que I’equation ci-dessus est completement generate, e’est- 
^-dire, elle represente toute courbe plane du troisieme ordre. 

La question 494 (Nouvelles Annales, t. XVIII, p. 444) est un autre theoreme de 
M. Grassmann (Journal de Crelle, t. XXXI). La construction du point variable x{q) 
donne I’equation planimetrique 

(xaA) {xbB) (xcC) — 0, 

exprimant que les trois points xaA , xhB , xcC sont en ligne droite. L’equation 
contient trois fois I’eiement variable x, done le lieu de la question 494 est une cubique, 
qui passe par les neuf points: 

a, b, c, BC, CA, AB , bek, caB , abC. 

Soit X la droite variable qui contient les trois points xaA , xbB , xcC: on aura 
evidemment 

(XAa) (XB6) (XCc) = 0; 

done la droite X enveloppe une courbe de la troisi^me classe, qui touche les neuf 
droites : 

A, B, C, be, ca , ab , BCa, CA&, ABc. 


Ainsi on peut regarder comme r^solues les questions 494 et 499. 
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Proprifite de la ctilbiq.u8 gauche. 

J^ai trouv6 cette propri8t8 en m’occupant de cette courbe a double courbure dans 
ma solution de la question 435 (Nouvelles AnnaleSj t. XVIII, p. 199). 

Par une cubique gauche oscul^e par le plan a V infini passe un seul cylindre du 
“ second ordre, et ce cylindre est parabolique „ . J’ai 8nonc6 cette proposition dans 
mon dernier M^moire ins6r8 dans les Annali di Matematica (Rome, juillet et aodt 
1859): Inforno alle coniche inscritte in una stessa super fide sviluppdbile del quarf or dine. 
Or voici le nouveau th^oreme. 

“ Pour chaque plan parallele au cylindre, la courbe admet un systeme de cordes 
" paralleles a ce plan, dont les points milieux sent situ8s sur une ineme droite (dia- 
“ metre). Oe diametre passe par le point de la cubique gauche ou elle est touch6e 
“ par un plan parallele aux cordes ; il est la droite d’ intersection du plan osculateur 
“ avec le plan asymptote, qui correspondent a ce meme point ( par chaque point de 
“ la courbe passe un plan asymptote, e’est-a-dire tangent a V infini, et tous ces plans 
“ sont paralleles entre eux). 

“ Done par chaque point de la courbe passe un diametre, qui bissecte les cordes 
“ paralleles au plan qui touche, sans osculer, la courbe au meme point [^^]. Tous ces 
“ diametres sont paralleles a un meme plan, savoir a la direction des plans asymptotes, 
“ et forment une surface du troisieme ordre. 

^La courbe admet au moins un point (et au plus trois) oh la droite tangente et 
“ le diamtoe correspondant se rencontrent sous un angle droit 

On voit par la la frappante analogic entre cette courbe a double courbure et la 
parabole ordinaire*). 


On pent consulter le Memoire fran^ais de M. Cremona dans Crelle, t. LYIII, p. 138, 
1860, qui vieiit de paraltre. On y cite ce th^orfeme remarquable de Cayley : « Toute surface 
r6gl6e (non d^veloppable) est d’une classe ^gale k son ordre 
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SOPRA UN PROBLEMA GENERALS DI GEOMETRIA. 


Annali di Matematica pur a ed applicata, serie I; tomo III (1860), pp. 169-171. 


1. Nel fascicolo di gennaio 1860 del periodico: Nouvelles Annales de Mathhua- 
tiques del sig. Terquem, a pag. 43, trovasi enuneiato un problema, caso particolaris- 
simo del seguente: 

Data una retta OA, un punto 0 in essa ed un punto B fuori della medesima, 
trovare una curva (nel piano OAB) tale che conducendo una sua tangente qualsivoglia, 
e per B la parallela a questa, i segment! della OA intercetti fra queste rette e il 
punto 0 siano legati da una data relazione algebrica del grade n. 

Siano OM , ON i due segment! compresi il prime fra il punto 0 e una tangente 
qualunque della curva, il secondo fra 0 e la parallela alia tangente. Sia: 

F(OM,ON) = 0 

la relazione data. Posto OB = J ed assunte le rette OA , OB per assi delle coordi- 
nate rettilinee y,x avremo: 

0M = 2/ — ON = — 

da: d.a: 


ove x,y sono le coordinate del punto di contatto. Arriviamo cosi all’equazione alle 
derivate : 


( 1 ) 


Fh/ 


Ay 

dx 



==0 


la primitiva singolare della quale sara evidentemente I’equazione della curva domandata. 
Ma questa curva puo essere ottenuta anche senza ricorrere alle derivate. Infatti, 

siano n,v\e coordinate tangenziali della retta tangente la curva, cioe siano — ^ 


Cremona, tomo I. 


9 
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i segmenti degli assi OB , OA compresi fra I’origine 0 e la tangente suddetta. Avremo : 


OM = — ■ 


ON = 


hu 


quindi : 
( 2 ) 


F|-i, 

' V V 


Sara 1’ equazione in coordinate tangenziali della curva domandata. Resta a dedurne 
r equazione in coordinate cartesiane. A tale uopo, osservo die T equazione in coordi- 
nate tangenziali del punto di contatto della tangente {u,v) e: 

(3) ux vy 1 — 0 

e die la ridiiesta equazione cartesiana della curva sara la condizione, che il punto 
{x,y) appartenga alia curva. Rendo omogenea in m,« la (2) mediante la (3), onde 
avro: 

j, (ux + M 0 . 

\ V vj 

Le radici di questa equazione sono i valori del rapporto u\v corrispondenti a tutte 
le tangent! della curva che passano pel punto dunque 1’ equazione cartesiana 

della curva sara la condizione che I’equazione precedente abbia due radici eguali, ossia 
avra per prime membro il discriminante della funzione omogenea in m,v: 


F 


'ux -\-vy bu 

V ’ V 


Sia A(a:,^) questo discriminante: sara: 


= 0 

la primitiva singolare della (1), mentre la primitiva completa data da una tangente 
qualunque della curva, cioh e la (3) ove i parametri u, v sono legati dalla condizione (2). 
La curva domandata b dunque algebrica della classe n (e deH’ordine n(n — 1)). 

Siccome 1’ equazione (3) si puo desumere daU’eliminazione di^fra le due: 

ax 

da; V ’ dx V 

cosi S manifesto che il precedente proeesso geometrieo d’ integrazione coincide col no- 
tissimo di Lageansb. 

2. L’analogo problema nello spazio h il seguente: 
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Data una retta OA, ue punto 0 in essa, e due punti B, C fuori di essa, trovare 
una superflcie tale che conducendo un suo piano tangente qualunque, e per B e C i 
piani ad esso paralleli, i segmenti di OA intercetti fra questi piani e il punto 0 ab- 
biano fra loro una data relazione algebrica del grade n. 

Siano OL,OM,ON i tre segmenti anzidetti, e sia; 

F(OL,OM,ON) = 0 


la relazione data. Assume OA , OB , 00 per assi delle coordinate rettilinee x,y ,-x,\ 
posto OB = 6 , 00 = c, avremo: 


OL = a; — y 


A.X 

&ij 


dx 

'Ax’ 


OM^ 


dx 

Ay' 


0N=- c 


dx 


ove x,y,x sono le coordinate del punto di contatto del piano tangente che si con- 
sidera. Avremo dunque 1’ equazione alle dei’ivate parziali : 


( 1 ) 


F X 


dx dx , d.r dx\ 

-y X — , — 0-T-, — c— =0 

Ay Ax Ay Ax/ 


la primitiva singolare della quale sara I’equazione della superflcie domandata. 

Siano u,v,w le coordinate tangenziali del piano tangente la superflcie, cioe siano 

— - , — - , — ^ i segmenti degli assi compresi fra questo piano e Forigine. Avremo: 

V W 

rvT 1 ^-KT 

OL = , OM = — , ON = — 

u u u 


eppero : 

( 2 ) 


F 


1 iv cw 


u u 


u 


= 0 


sara I’equazione in coordinate tangenziali della supei’ficie domandata. 

L’ equazione in coordinate tangenziali del punto di contatto del piano (u,v, tv) e: 

(3) ux vy tax + 1 = 0. 

Per esprimere la condizione cbe il punto (x,y,x) appartenga alia superflcie, rendo 
la (2) omogenea in u,v,w mediante la (3); si avra: 

lux -{-vy -{-wx bv cw\ ^ 

\ u ’ u ’ u ) 

Questa equazione rappresenta, insieme colla (3), la superflcie conica inviluppo de’ piani 
tangenti condo tti alia superflcie (2) dal punto (3). Se questo punto appartiene alia 
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superficie (2), quel cono avra un piano tangente doppio; eppero I’equazione in coor- 
dinate x,y,'x. della superficie doinandata avra per primo membro il discriminante 
della funzione omogenea in u,v,w: 

p kix -\-vy tox 
\ u 

Sia L(x,y,%) questo discriminante; sara: 

L{x,y,%) = 0 

la primitha singolare della (1). La primitiva completa e evidentemente somministrata 
da un piano tangente qualsivoglia della superficie, cioe e la (3), ove i parametri ar- 
bitrari ic,v,iv siano legati dalla condizione (2). 

La superficie domandata e dunque algebrica della classe w (e dell’ordine n{n — 1)®). 

L’equazione (3) si ottiene eliminando ^ ^ tre : 


bv ctd 
u ’ u , 


d* d* 

£c — y-^ = 

^ dy d« 



da: V 

dy u’ 


da; w 

dx u ’ 


eppero il metodo geometrico seguito nella precedente integrazione coincide coll’ana- 
litico usato ordinariamente. 


Milano, 1.^ giugno 1860. 
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SULLE SUPEEFICIE DI SECOND’ ORDINE OMOFOCALI. 

CHASLES. R^ISUM^ b’iTNE TKEOEIE DES surfaces DU SECOjST) oedee homofocales. 
OoMPTES Rendus, 1860, n. 24 et 25. 


Annali di Matematica pura ed applicata, serie I, tomo III (1860), pp. 241-244. 


In una memoria inserita in questi Annali di matematica (marzo ed aprile 1859), 
io ho studiato la distribuzione de’ centri d’un sistema di superficie di second’ ordine 
inscritte in una stessa sviluppabile (reale o immaginaria) ed aventi il coniune tetraedro 
polare reale. Ivi ho dimostrato che le quattro coniche, linee di stringimento della svi- 
luppabile, 0 son tutte reali, ovvero due sono reali e due immaginarie. 

Assume tre de’ quattro piani costituenti il tetraedro polare, come piani coordinati, 
e suppongo che il quarto piano sia tutto a distanza infinita. Siano t: u: v: w le coor- 
dinate tangenziali (di PlCcher) di un piano qualsivoglia, cioe siano 


WWW 

7 ’ “ 7 ’ ~7 


i segmenti da esso determinati sugli assi. Allora, .come risulta dalla citata memoria, 
una superficie qualunque del sistema sara rappresentabile coll’equazione: 

(1) (J — c + m)f -f (c — a + ip)74-(a — & + + + P + = 0 


ove i e il parametro variabile che serve ad individuare ciascuna superficie del sistema, 
ed a,b,c, a , p , y sono quantita costanti legate fra loro dalF unica condizione : 

,(2) aa-f-6p -]-CY = 0 . 


Pouendo nella (1) successivamente i=Qo , 


c — b 
a 


a — c 



b — a 
T 


si ottengono le quattro 
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coniclie di stringimento : 

( + + * =0 
\ * cu^ — bv^ oLW^ = 0 

j — cf * ai? -\- pw® = 0 

\ ht^ — aii^ * +Yio® = 0 
la prima delle quali e tulita all’ infinite. 

La forma dell’ equazione (1) mostra che tutte le superficie del sistema hanno il 
centre all’origine, e che per esse i piani coordinati costituiscono una comune terna 
di piani diametrali coniugati. 

Si supponga la prima conica immaginaria cioe a,13, y abbiano lo stesso segno, ed 
invero, com’ e lecito supporre, positive. In virtu della (2), le a , 6 , c non potranno esser 
tutte positive, ne tutte negative; percio, delle altre tre coniche, una e immaginaria 
e le altre due sono reali ma di specie diversa: un’ellisse ed un’iperbole. 

Esprimiamo ora le condizioni che la prima conica sia circolare. La sfera di raggio 
= 1 e col centre all’origine e rappresentata dall’equazione: 

ir sen^ X -}- iC~ sen^ p. + sen^ v — 2 m?; (cos X — cos jx cos v) — 2 vt (cos [x — cos v cos X) 

— 2to(cosv ~ cosX cosg) — w^{\ — cos^X — cos^[x — cosN + 2cosXcos|J.cosv), 

ove X,'x,v sono gli angoli fra gli assi coordinati. Ora, il cerchio immaginario all’ in- 
finite e la linea dell’ ideale contatto fra la sfera ed il suo cono assintotico ; onde, ft,- 
cendo w==0 nell’ equazione precedente, avremo I’equazione del cerchio immaginario 
richiesto. 

Affinche I’equazione risultante coincida colla prima delle (3) dev’essere: 

cosX = cos[x = cosv = 0, 

ciob i piani diametrali comuni alle superficie (1) devono essere i loro piani principali ; 
ed inoltre: 

a = P = Y. 

Posto, eom’^ lecito, a = l, I’equazione (1) diviene: 

{b — c + i)f + (c — a -f i) M* -f (a — & -f- i)v^ -f 3-w® == 0, 

I quadrati de’ semiassi di questa superficie sono: 

c — b — i a — c — i b — a — i 

3 ’ 3 ’ 3 ’ 
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quindi le superficie inscritte in una sviluppabile (immaginaria) per la quale il cercbio 
immaginario all’ infinite sia una linea di stringimento, sono omofocali. E reciproca- 
mente, le superficie omofocali si ponno risguardare come inscritte in una sviluppabile 
immaginaria tagliata dal piano all’ infinite secondo il cercbio immaginario, cioe secondo 
la linea di contatto fra una sfera arbitraria ed il suo cono assintotico. 

Di qui segue che se U==0 e I’equazione, in coordinate tangenziali, di una super- 
ficie di second’ ordine, riferita ad assi qualsivogliano, I’equazione generale delle su- 
perficie omofocali ad essa sara: 

U + iS = 0 

ove; 

S sen*‘ X -f- sen*' (j. -j- sen* v — 2 m (cos X — cos cos v) 

— 2 vt (cos [X — cos V cos X) — 2tu (cos v — cos X cos {x) 

(X , (X , V angoli fra gli assi). 

Questo risultato analitico, esprimente il suenunciato teoreina sulle superficie omo- 
focali, teorema che e state date la prima volta dall’ illustre Chasles nel suo Apergu 
historique (nota 31®), ci pone in grado di dare semplicissime dimostrazioni de’ quattro 
teoremi generali recentemente dati dal medesimo autore nei Comptes rendus (11 giugno 
1860), come fondamento di una teoria delle superficie medesime. 

Sia: 

A = F-hiS, A'=F-^i'S, 

B = A + 0U, B'=A' + 6'U; 

ne segue: 

e'B — 0B' ^ (6'— 8)F + (6'i — et') S , 
e: 

B — B' = (6 — 0')U-f (i— i')S 

cioe: 

“ Date due superficie omofocali A, A' ed un’altra superficie qualunque TJ, se nelle 
due sviluppabili (UA) , (UA') si inscrivono rispettivamente due superficie qualsivogliano 
B,B'; la sviluppabile (BB') sara simultaneamente circoscritta ad una superficie omo- 
focale ad A, A' e ad un’altra superficie omofocale ad U 
Posto : 

A' = A-f-6S, B = A + oxU, 


si ha: 


A'-f (oU = B-f 0S; 
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dunqiie : 

“ Date due superficie omofocali A, A' ed uua terza superficie qualunque U, se nella 
sviluppabile (UA) s’inscrive una superficie B; si potra nella sviluppabile (UA') inscri- 
yere una superficie oinofocale a B 
Posto : 

A' = A +9'S , A"=A +e"S , 

B' = A' + (o'U, B"=A'' + co"U, 

si ricava: 

e''B' — e'B" = (6" — 6') A + (6” w' — 6' w") U ; 

dunque: 

“ Date tre superficie omofocali A , A', A" ed una quarta superficie qualunque U, se 
nelle sviluppabUi (UA), (UA") si iuscrivono rispettivamente le superficie B', B"; le due 
sviluppabili (B'B"), (UA) saranno circoscritte ad una stessa superficie (di second’ordine) 
Ponendo : 

A=U + aV, B=U+&V, C = U + cV, 

A' = A + a'S, B' = B + 6'S, 

avremo: 

(c — 5) A' + (a — c) B' == (a — 5) C + (a! (c — 5) + &' (a — c) ) S 

ed inoltre: 

J'A'— AB' = 5'A — o'B; 

dunque : 

“ Quando tre superficie A,B,C sono inscritte in una stessa sviluppabile, se si 
descrivono due supeiticie A , B' omofocali rispettivamente ad A e B, si potra inscrivere 
nella sviluppabile (AB') una superficie C' omofocale a C. E le due sviluppabili (ABC), 
(A'B'C) saranno circoscritte ad uiia stessa superficie (di second’ordine). 


Bologna, l.“ dicembre 1860. 



SULLE CONICHE E SULLE SUPERFICIE 
DI SECOND’ ORDINE CONGIUNTE. 


Annali di Mateniatica, pura ed aj)plicata, serie 1, tomo III (I860), pp. 257-282. 


II signor Terquem, in un breve articolo inserito nel terzo volume del giornale di 
Liouville, primo considero le linee congiunte in una conica, cbiamando con questo 
nome due rette tali, che assunte per assi delle coordinate x, y, rendano eguali i 
coeiEcienti di ed / nella equazione della curva, ossia due rette tali, cbe seghino, 
realmente o idealmente, la conica in quattro punti appartenenti ad una stessa cir- 
conferenza. . 

Poscia il professore Chasles, in una memoria die fa parte del medesimo volume 
di quel periodico matematico, tratto lo stesso argomento sotto I’aspetto della pura 
geometria, e, con quella fecondita che gli e propiia, dimostro un vasto sistema di 
proposizioni relative alle linee congiunte. Verso il fine della memoria, I’illustre geo- 
metra accenna brevemente come si possa applicare quella teorica alle superficie di 
second’ ordine, ed enuncia alcune proprieta de’ cmi congimti, cioe di quei coni di se- 
cond’ ordine che passano per 1’ intersezione di una sfera con una superficie dello stesso 
ordine. Ivi egli promette di ritornare su quest’ ultimo argomento e di trattarlo piu 
eompletamente ; ma, per quanto io sappia, non diede seguito a tale suo proposito, cer- 
tamente distratto da pin gravi lavori; ne so se alcun altro abbia fatto le sue veci. 

Se io oso, dopo tali predecessori, pubblicare questo, qualunque siasi lavoro, I’ar- 
gomento del quale ha molta attinenza colla teorica delle linee e dei coni congiunti, 
non miro certamente a presentare una serie di verita che abbiano la pretesa d’essere 
affatto nuove. Anzi confesso che ho dedotto la maggior parte de’ teoremi, qui sotto 
enunciati intorno alle superficie di second’ordine, da quelli dell’ illustre Chasles sopra 
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le superfieie omofocali *) , mcdiaiite il motodo delle polari reciproche; 6 per cio stesso, ne 
ommetto, come superiue, le dimostrazioni. Mio unico scopo e di attirare I’attenzione di 
qualche benevolo lettore su d’una teoria ebe promette d’essere feconda quanto lo e queila 
de’ luoghi omofocali, da cui la prima pud derivarsi uierce la trasformazione polare. 

E notissimo che le conicbe omofocali si possono considerare come inscritte in uno 
stesso quadrilatero immaginario, avente due vertici reali (i due fuochi reali comuni 
alle coniche), due vertici immaginari a distanza finita (i due fuochi immaginari si- 
tuati sul secondo asse delle coniche) e il quinto e sesto vertice immaginari all’infi- 
nito (i punti eireolari all’infinito) . 11 sig. Chasles ha enunciate pel primo I’analoga 
propriety per le superfieie omofocali **). Pin superfieie omofocali, cioe dotate di se- 
zioni principali omofocali, sono idealmente inscritte in una medesima superfieie svi- 
luppabile immaginaria, avente tre coniche di stringimento (una ellittica, la seconda 
iperbolica, la terza immaginaria) ne’ piani principali comuni alle superfieie date ; mentre 
la quarta curva di stringimento e il cerchio immaginario all’ infinite . 

Se le superfieie di second’ ordine, che si considerano, sono coni, e noto che a lato 
alia teorica de’ coni omofocali esiste la teorica de’ coni omoeiclici : teorica che si deriva 
dalla prima mediante la polarita supplementare ***) . E da questa doppia teoria dei 
coni si conclude poi immediatamente la doppia teorica delle coniche sferiche omofocali 
e delle coniche sferiche omocicliche ****). 

Cio premesso, e ragionevole pensare che anche per le coniche piane e per le su- 
perfieie di second’ ordine in generale, esista una teoria analoga a queila de’ coni omo- 
ciclici; una teoria di un tale sistema di coniche o di superfieie, che sia rispetto alle 
coniche circoscritte ad uno stesso quadrangolo o alle superfieie passanti per una stessa 
curva gobba, cio che le coniche e le superfieie omofocali sono rispetto alle coniche 
inscritte in un quadrilatero e alle superfieie inscritte in una stessa sviluppabile. 

Questa memoria mostrera che infatti tale teorica esiste e che essa e inclusa, come 
ease particolare, in queila di un sistema di coniche aventi le stesse linee congiunte, 
rispetto ad un dato cerchio, o di un sistema di superfieie di second’ordine aventi gli 
stessi coni congiunti, relativamente ad una data sfera. 


*) Ay&r^u historique, Note 31® (Propriitds nouvelles des surfaces du second degr^, analogues 
d celles des foyers dam les coniques). — Comptes rendus de I’AcadSmie de Paris, 1860 ; n. 24 et 25. 

**) Aperqu Msiorique, Note 31®. 

***) Chaslbs, Mimoire de giom&rie pure sur le proprUtis g^erales des ednes du second 
dAgri (Nouveaux M6moires de I’Aead. de Bruxelles, tom. VI, 1830). 

****) Chasles, Mimotre de g(om&rie sur les propriAtAs giniredes des coniques sphAriques 
(Nouveaux M6m. de I’Acad. de Bruxelles, t. VI).— Comptes rendus,' 1860, a. 13.— Nouvelles 
Annales de MatMmatiques, juillet 1860. 
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Coniche congiunte. 

1. Data una conica riferita ad assi ortogonali: 

U = 0 

si diranno linee congiunte ad essa, rispetto ad un data punfo (a, p), due rette che 
seghino idealmente la curva in quattro punti appartenenti ad una circonferenza di 
raggio nullo, avente il centro nel punto dato, ossia, cio che e lo stesso, al sistema 
di due rette immaginarie: [^®] 

S=(a;-af+(l/-i5f=0. 

Per trovare tali rette, basta porre I’equazione: 

U + wS == 0 

e determinare to in modo che il discriminante di essa sia nullo. L’equazione prece- 
dente rappresenta evidenteinente un sistema di coniche aventi le stesse linee congiunte 
rispetto al punto dato. 

2. La conica data, riferita ai suoi assi principali, sia rappresentata dall’equazione : 

ajc* by^ — 1 = 0 . . . (a > 6) . 

Consideriamo le sue linee congiunte rispetto al centro della curva: rette che noi chia- 
meremo semplicemente linee congiunte. Esse sono date dall’equazione: 

ax^ by^ — 1 + to (x® -j- y^) = 0 

quando diasi ad to uno dei tre valori: 

— a , — b , CO . 

Si hanno cosi i tre sistemi di linee congiunte: 

(b — a)y^ — 1 = 0, (a — b)cif — 1 = 0, a^-l-y^=0. 

Le sole rette del secondo sistema sono reali, ed invero parallele all’asse focale, se la 
data conica e un’ellisse, o all’asse non focale, se essa e un’iperhole. 

Que’ tre sistemi di linee congiunte sono i lati e le diagonal! di un rettangolo im- 
maginario, inscritto nella conica data e concentrico ad essa. 

3. Ecco alcune proprieta delle linee congiunte di una conica: proprieta che sono 
polar! reciproche di quelle che competono ai fuochi. 
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Data una retia inscritta fra le linee congkmte di um conica, gli angoli, sotto i 
gxiali son uedute dal centra la retta stessa e la parte di essa inscritta nella conica, hanno 
la stessa bisettrice* 

Da cui segue: 

Data una cor da imcritta in una conica^ se si dividono per met a I angolo sotto il 
qicale la corda e vedida dal centre e Vangolo supplementare ; la corda sard incontrata 
in quattro punti armonici dalle due bisettrici e dalle linee congiunte. 

Se nel precedente teorema la retta data e tangente alia conica si ha: 

Data una retta tangente ad una conica^ il raggio vettore die va al punto di con- 
tatto divide pel me^so Vangolo sotto il guale si vede dal centre la porzione di tangente 
compresa fra le linee congiunte. 

E per conseguenza; 

Una tangente qualimque di una conica e segata armonicamente dalle linee congiunte 
dal raggio vettore che va al punto di contatto e dal raggio a questo perpendicolare. 

4. Dato un punto arUtrario m e presa la sua polare M rispetto ad una conica ; se 
m' e quel punto di M che e quarto armonico dope i punti in cui M incontra le linee 
congiunte e la parallela ad esse condotta per m; il segmento mm' e veduto dal centra 
sotto angolo retto. 

Reciprocamente : 

Un segmento reftilmeo, veduto dal centra di una conica sotto angolo retto, e i cui 
termini siano punti coniugati relativamente a questa, e diviso armonicamente dalle linee 
congiunte. 

E come caso speciale: 

Dm punti coniugati rispetto ad una conica, presi su dhma linea congiunta, sono 
sempre vedufi dal centra sotto angolo retto. 

Quest’ultima proprieta puo anche risguardarsi come compresa nella segiiente: 

Un angolo circoscritto ad una conica determina su d\ma linea congiunta di questa 
un segmento veduto dal centra sotto un angolo, il cui supplemento ha per bisettrice il 
raggio vettore condotto al punto in cui la corda di contatto incontra la linea congiunta. 

5. Se una tangente qualunque di una conica di centro 0 incontra le linee congiunte 
rispettivamente ne^ punti a , p ; condotte per 0 le rette perpendicolari ai raggi Oa , 0|3 , 
Vuna di esse mcontri la tangente in in e la prima linea congiunta in a; Valtra seghi 
la tangente in n e la seconda linea congiunta in b. Allora si avrd: 

(om Oa)^ (on Ob) 

Se una retta condotta pel centro 0 di una conica incontra auesta in m e una linea 
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congiunta in m' , la quantita =2 — =5 e costante, qimlunqne sia la dirc^ione della 

Om Om'~ 

trasversale diametrale. 

Se un angolo circoscritto ad una conica di centra 0 ha il vertice su dhma Tinea 
congiunta, e se il raggio vetiore perpendicolare a quello die va al vertice incontra la 
linea congiunta in 2 i e i lati delVangolo in m , m' , avremo : 


Om . Oa , Om' . Oa 

■ -\ — — = cost. ; 


ma 


ma 


ma . m'a 
Oa ^ . mm' 


cost. 


Bata una retta fissa die incontri una linea congiunta di una conica di centra 0 in 
Y] se da un punto qualunque della retta fissa si conducono due tangenti alia conica, le 
quali incontrino la linea congiunta m p, q; avremo: 

tangy^pOr . tang 7 qOr = cost. 


6 . Tina tangente qualunque di una conica e la retta die unisce U punto di con- 
tatto al polo di una linea congiunta determinano su di questa tm segmento veduto dal 
centra sotto angolo retto. 

Se da un punto qualunque di una linea congiunta ad una conica di centra 0 si 
conducono due rette toccanti la curva rispettivamente in m ed n; e se su di esse si 
prendono due altri punti m' , n' in modo die gli angoli mOn , m'On' siano retti, le rette 
mn , m'n' si segheranno sidValtra linea congiunta. 

Sia data una conica di centra 0 , una sua linea congiunta ed il polo a di questa. 
Tina tangente qualunque della conica incontri Oa in m. Inoltre il raggio perpendicolare 
a quello die va al punto dHncontro della tangente colla linea congiunta incontri queste 
rette in m', n. Sard: 


Bite tangenti di una conica incontrano le due rette congiunte in quattro punti ap- 
partenenti ad un’altra conica die ha un fuoco nel centra della data e per relativa di- 
rettrice la corda di contatto delle due tangenti. 

Ecc. ecc. 

7. L’equazione: 

( 1 ) [a co) a? “j- {b -]-■ co) — ■ 1 = 0 , 

ove si consideri to indeterminata, rappresenta un sistema di coniche aventi le stesse 
linee congiunte, rispetto al centro comune. Le chiamero coniche congiunte. Queste co- 
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niche hanno in comune gli assi, e son desse appunto che corrispondono, polarmente, 
alle coniche omofocali. 

L’eguazione (1) mostra che piu conlche conQiunis si pontio risguo,Tdcife come cIt- 
coscritte alio stesso rettangolo immaginario, formato dai ire sistemi di lines congiunte. 

11 sistema (1) contiene infinite ellissi ed infinite iperboli. Le ellissi sono tutte nello 
spazio coinpreso fra le due linee congiunte reali ; le iperboli tutte al di fuori, ciascuna 
avendo un ramo da una banda e I’altro dalla banda opposta, rispetto alle linee con- 
giimte. Ciascuna ellisse ha I’asse maggiore parallelo alle linee congiunte; ciascuna 
iperbole ha Tasse focale perpendicolare alle linee congiunte. La serie delle ellissi 
comincia da quel punto, che e centre comune delle conicbe congiunte, e finisce col 
sistema delle linee congiunte. La serie delle iperboli comincia con questo sistema e 
precede indefinitamente, senza limite reale. Onde: 

Fer un funto qualunque nel piano di una conica passa sempre wna, ed una sola, 
conica congiunta alia data ; la quale e iperlole o ellisse secondo che il punto sia fuori 
0 erdro lo spam compreso fra le linee congiunte. 

Invece una retta qualunque tocca sempre due eoniche congiunte ad una data, le quali 
sono di specie diversa. I due punti di contatto sono veduti dal centre sotto angolo 
retto; ed i raggi vettori che vanno ai punti di contatto sono le hisettrici dell’ angolo 
formato dai raggi condotti ai punti in cui la retta sega qualunque altra conica con- 
giunta alia data. Cioe: 

Fato un fascio di coniche congiunte ed una retta trasversale, le porgioni di questa 
comprese fra le coniehe sono vedute dal centra sotto angoli che hanno le stesse hisettrici. 
Quests incontrano la trasversale ne’ punti in cui essa tocca due coniche dd fascio. 

Fate in un piano due rette parallele, si ponno descrivere infinite coniche, ellissi ed 
iperboli, di cui quelle siano le linee congiunte. Ogni ellisse ha con ciascuna iperbole 
quattro tangenti comuni, e per ciascuna di quests i due punti di contatto sono veduti 
dal Centro sotto angolo retto. 

F inviluppo di una retta inscritta fra due coniche congiunte e veduta dal loro centra 
sotto angdo retto, e una oirconferen^a eoncentrica alle cmiche date. 

8. In due eoniche congiunte, la differenea degVimersi quadrati di due semidiametri 
neUa stessa direzione e costante. (Questa costante h la differenza dei valori del para- 
metxo w, relativi alle due coniche). 

Per conseguenza: 

Qrnndo un’etlisse ed un’iperbole sono congiunte, la prima e incontrafa dagli assin- 
toti della seconda in quattro punti sifuati sopra una circonferensa eoncentrica alle 
eoniche date. L’ inverse quadrate del raggio di questa circonferenza h la differenza de’ 
valori di corrispondenti alle due coniche. 
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Dato un fascia di coniche congiunte, i due punti in cui una trasversale arbitraria 
tocca due di queste curve, sono coniugaii rispeUo a qualsivoglia conica del fascia. 

Data un fascia di caniche congiunte, una trasversale arbitraria le sega in coppie di 
punti formanti un' involueione. I punti doppi di questa inyoluzione sono quelli ove la 
trasversale tocca due coniche del fascio. I raggi vettori, condotti dal centro comune 
delle coniche ai punti dell’ involuzione anzidetta, formano un’altra involuzione, nella 
quale I’angolo di due raggi omologhi, e I’angolo supplementare sono divisi per meta 
dai raggi doppi. 

9. I poli di una trasversale arbitraria, relativi a piu coniche congiunte, sono in 
un’iperbole equilatera che passa pel centro comune delle coniche date ed ha gli assintoti 
rispettivamente paralleli agli assi di queste. 

II ramo di quest’ iperbole, che passa pel centro delle coniche congiunte, e ivi di- 
viso in due parti. La parte che allontanandosi da questo centro si va accostando alle 
linee congiunte, contiene i poli relativi alle ellissi appartenenti al dato sistema di co- 
niche. L’altra parte contiene i poli relativi a coniche immaginarie. 

L’altro ramo poi contiene i poli relativi alle iperboli. 

8e in un punto qualunque delV iperbole equilatera si conduce la retta tangente alia 
conica congiunta che passa per esso, questa retta va ad incontrare la trasversale in tm 
punto, pel quale passa un’altra conica congiunta, ivi toccata dalla medesima retta. 

Le rette polari di un punto m rispetto a piu coniche congiunte, passano per uno 
stesso punto in'. I punti m, m' sono veduti dal centro comune delle coniche sotto 
angolo retto. 

Se il punto m percorre una retta 1, il punto m' descrive V iperbole luogo dei poli di 1. 

Ecc. ecc. 

10. Se; 

v/x -\-vy—l 


^ I’equazione di una retta, la condizione ch’essa tocchi la conica (1) e: 




a + 0) A -j- to 


= 1 . 


Siano — v le radici di questa equazione quadratica, cioe i parametri delle due co- 
niche toccate dalla retta proposta. Si avra: 

> 1 , — V = — {a b) , p = 6 m® + — ab , 


. (os + [».)(«— v) 6)(v — 6) 

■ a — b ’ a — b 


da cui: 
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Le quantita a, v si ponno assumere come coordinate eUUtiche. tangemiali. 

Superflcie di second’ ordine eongiunte. 


11. Data la superficie di second’ ordine : 

(1) -|- by"- -j- — 1 = 0 

e la sfera di raggio nullo, o cono immaginario: 

(2) (a; — af4-(2^ — — t)°'=0, 

qualunque superficie (di second’ordine) , circoscritta alia loro curva di ideale interse- 
zione, e rappresentata dall’equazione : 

(3) ax= 4- bf + ex"— 1 4 0 ) ((x ~ a)" 4 («/ — p)' 4 (» — Y)j == 0 . 

Tutte le superficie comprese in questa equazione lianno in comune le direzioni dei 
piani ciclici. II luogo dei centri delle medesime e la cubica gobba: 

ato So) Yw 

x= — I — , 2/=r--i — > * = -4 — 

04® 64® c4“ 

cbe ba gli assintoti paralleli agli assi principali delle superficie (3). Questa cur?a ha 
quattro punti appartenenti alle superficie, di cui sono i rispettivi centri : i quali punti 
sono i vertici del tetraedro polare comune, ossia sono i vertici d’altrettanti coni che 
fanno parte del sistema (3) , secondo il noto teorema di Poncelet *) . Uno di tali coni 
e quello rapp resents to dalla (2). Questi coni diconsi congiunti alia superficie data (1) 
relativamente al punto (oo, p, y). Diremo anche che tutte le superficie (3) sono con- 
giunte rispetto a questo medesimo punto. 

12. Data adunque una superficie di second’ordine, riferita ad assi ortogonali : 

U = 0 

ed un punto 0 di coordinate («, p, y), tutte le superficie congimife ad essa rispetto 
a questo punto sono incluse nell’equazione : 


essendo : 


U4iS = 0 

S = (x ctf -\~{y — p)’ 4 (* — y)* 


ed i un parametro indetenninato. 


*) TraiM des proprims prqjectives des figures, Paris, 1822: p. 395. 
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Se U = 0 rappresenta il sistema di due piani, questi diyentano i jpiani direttori 
relativi al fuoco 0 per la superficie U + = 0 ; cioe 0 e un punto focale per questa 

superficie, e que’ due piani sono i corrispondenti piani direttori *) . Se i due piani 
U = 0 passano pel punto 0 , la superficie U + ^*S = 0 e un cono del quale 0 e il 
vertice e que’ due piani sono i piani ciclici. 

Se U e il quadrate d’una funzione lineare delle x, y , cioe se U = 0 rappre- 

senta un piano unico, la superficie U + ^S — 0 e di rotazione : per essa 0 e un fuoco 
ed U = 0 e il relative piano direttore. Se il piano U = 0 passasse per 0 , la super- 
ficie U 4“ = 0 sarebbe un cono di rotazione, avente il vertice in 0 e Tasse per- 

pendicolare al piano U = 0 . 

Cio posto, siamo in grade di dimostrare assai semplicemente quattro teoremi ge- 
neral!, sulle superficie congiunte, correlativi di quelli che I’illustre Chasles diede 
recentemente sulle superficie omofocali **). 

13. Posto: 

A'= A + XS , B = [lU + A , [lV + A' , 

avremo : 

,PB — [^B’ = (PA - [jA' , B — B' = ((j. — [x') U — XS ; 

dunque : 

Teorema 1,^ Date due superficie A, A' conyiunte rispefto ad un punto 0, ed un’alfra 
superficie qualunque U , se per le due curve (UA) , (UA') si fanno passare rispeftwamente 
due superficie B , B' ; per la curva (BB') si potrd far passare itna superficie congiunta 
ad A, A' ed un'adtra superficie congiunta ad U, rispetto alio stesso punto 0. 

Se la superficie U riducesi al sistema di due piani u, si ha: 

a) Date due superficie A , A' congiunte rispetto ad un punto 0 , segate da due piani 
u , u' , se si fa passare una superficie B per le sezioni di A ed una superficie B' per 
le sesioni di A'; per la curva (BB') si potrd far passare uua superficie congiunta con 
A, A' rispetto ad 0, ed un' ultra superficie di cut 0 sia un punto focale ed vl, u' i 
relativi piani direttori, 

I piani u , u' .passino per 0 : 

b) Date due superficie A , A' congiunte rispetto ad un punto 0 , segate da due piani 
u , u' passanti per 0\ se si fa passare una superficie B per le semoni di A ed una 
superficie B' per le sezioni di A ! ; per la curva (BB') si potrd far passare una super- 
ficie congiunta con A , A rispetto ad 0 , ed un cono (di second' or dine) di cui 0 sia il 
vertice ed u, u' i piani ciclici. 


*) Vedi la Memoria di Amiot sulle superficie di second’ordine (Liouville t, 8). 
**) Comptes rendus, 1860, n. 24. 


Cremona^ tonao I. 


10 
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Se i piani u, n coincidoao si ha: 

c) Date due superficie A, A' conghmte rispetto ad un punto 0,se si descrivono due 
oltTe supeTjicie B , B^ ta^genti Tispettivafyiente alle date luizgo le se^ioui fatte da utio 
stesso piano u, pen la cuna (BB') si potna fan passare una supenficie congiunta con 
A, A' rispetto ad 0, ed una superficie di rotasione avente un fuoco in 0 ed n per 
relative piano direttore, 

d) Bode due superficie A , A' congiunte rispetto ad un punto 0 , se si descrivono due 
altre superficie B, B' tangenti rispettivamente (die date lungo le sesioni fatte da uno 
stesso piano u passante per 0 ; per la curva (BB’) si potrd far passare una superficie 
congiunta con A, A' rispetto ad 0, ed un corn di rotasione avente il vertice in 0 e 
Vasse perpendicolare al piano u . 

Se il piano u va tutto all’ infinite si ha: 

e) Date due superficie A , A' congiunte rispetto ad un punto 0, se si descrivono due 
altre superficie B, B' rispettivamente omotetiche alle date; per la curva (BB’) si potrd 
far passare una superficie congiunta ad A , A' rispetto ad 0 , ed una sfera il cui centra 
sia lo stesso punto 0 . 

14. Sia A un cono congiunto ad A'; U il sistema di due piani tangenti ad A; B 
il piano delle due generatrici di contatto. Il teorema l.“ da: 

f) Data una superficie A' ed un suo cono congiunto A rispetto ad un punto 0, se 
A! vi&n segata da due piani tangenti di k e per le due coniche di sesione si fa passare 
una superficie B' , guesta toccherd lungo una stessa conica una superficie congiunta con 
A' rispetto ad 0 , ed un’odtra superficie per la quale 0 e un punto focale, ed i due piani 
tangenti di A sono i relativi piani direttori. E la conica di contatto sard nel piano delle 
due generatrici di contatto del cono A. 

Sia IT una sfera col centro 0 ; A il suo cono assintotico ; B sarfi una sfera con- 
centrica ad U; onde: 

g) Daie due sfere concentriche U , B , ed una superficie qualunque A' , se per la 
curva (UA') si fa passare una superficie B' ; per la curva (BB') passerd una superficie 
congiunta ad A' rispetto al centro di XJ c B. 

Se B si riduce al centre di U, abbiamo: 

h) Data una sfera U ed una superficie qualunque A', se per la curva (UA') si fa 
passare una superficie B' , si potrd determinare un’ ultra superficie cTie sia concentrica 
ed omotetica con A', e congiunta con B' rispetto al centro di U. 

15. Posto: 

A’ = A + XS, B = p,U + A, 


avremo : 


p-U + A' = B + XS ; 
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dunque : 

Teorema 2.^^ Bate due superficie A, A' congiunte rispetto ad un pimto 0 ed ima 
siiperficie qmlsivoglia U , se per la ciirva (UA) si fa passare una superficie B ; si potrd 
per la curva (UA') far passare una superficie B' congkmta a B rispetto alio stesso punto 0. 

Sia A un cono congiunto ad A'; U iin piano passante pel vertice di A: 

k) Bata una superficie A! ed un cono A congiunto ad essa rispetto ad un punto 
0; descritto un altro cono B che tocchi A lungo due generatrici; si potra inscrivere in 
A' una superficie B' congiunta al cono B rispetto al punto 0\ e la curva di contatto 
fra A' e B' sara nel piano delle due generatrici di contatto fra i coni A e B. 

Si prenda per B il sistema di due piani tangenti al cono A: 

l) Bata una superficie A' ed un cono A congiunto ad essa rispetto ad un punto 0 ; 
due piani tangenti di A sono i piani direttori, relativi al punto focale 0 , di una su- 
perficie B' inscritta in A'; la curva di contatto di queste superficie h nel piano delle 
generatrici lungo le quali il cono A e toccata dai due suoi piani tangenti. 

La superficie U sia circoscritta ad A lungo una conica il cui piano sia B. Il teo- 
rema 2.® da: 

m) Bate due superficie A, A' congiunte rispetto ad un punto 0, ed mi'altra su-- 
perficie U tangente ad A lungo una conica, per la ciirva (UA') si potrd far passare 
una superficie di rotadone avente un fuoco in 0 e per relative piano direttore il piano 
del contatto fra ed A, 

Sia A un cono congiunto ad A'; U il sistema di due piani tangenti ad A; B il 
piano delle due generatrici di contatto. Avremo : 

n) Bata una superficie A' ed un cono A congiunto ad essa rispetto ad un punto 
0\ se A' vien segata da due piani tangenti di A, per le due coniche di semone si potrd 
far passare una superficie di rotamne avente un fuoco in 0, e per relativo piano di- 
rettore il piano delle due generatrici, lungo le quali il cono A e toccato dai ‘ due suoi 
piani tangenti, 

p) Bata una superficie A' ed un cono A congiunto ad essa rispetto ad un punto 0 ; 
se A vien segato da un piano passante pel suo vertice e per 0 , secondo due generatrici; 
i piani tangenti ad A lungo queste generatrici segano A' in due coniche, per le quali 
si pub far passare un cono di rotai^ione avente il vertice in 0 e Vasse perpendicolare 
al piano delle due generatrici di A. 

16. Posto: 

A' = VS+A, A"-X"S+A 

B'=(r'U+A', B" = ix"U + A", 

se ne ricava: 

X"B' — X'B" = (XV— xyou + (X" — X') a ; 
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dunque : 

Teorema 3.^ Date tre super fide A, A', A!' congiunte rispetto ad un punto 0, ed 
una sniper fide qiiahwoglia U, se per le curve (UA^), (UA^) si fanno passare rispetti- 
vamenfe le superficie le curve (UA) saranno situate su di una stessa 

super fide (di second’ or dine). 

La superficie U sia un piano: 

q) Date tre superficie congiunte A, A, A" segate da uno stesso piano,, se si insert- 
vono rispettivamente in A' , A'' lungo le rispettive sedioni due superficie B', si potrd 
per la curva (B' B'') far passare una superficie tangente ad A lungo la sedone in essa 
fatta dal piano daio, 

Le superficie A, A, A' siano tre coni congiunti, TJ il piano de’ loro vertici; B 
il sistema dei piani tangenti ad A lungo le geiieratrici, in cui questo cono segato 
dal piano U ; B'" il sistema dei piani tangenti ad A" lungo le generatrici in cui quest’ ul- 
timo cono e segato dal medesimo piano U. Il teorema ci da: 

r) Dati tre coni congiunti,, ciascuno segato secondo due generatrici dal piano deter- 
minato dai loro verticil se si conducono i piani tangenti al primo cono e i piani tan- 
genti al secondo lungo le rispettive generatrici d’interse^ione^ i due primi piani tangenti 
segano gli altri due in quattro rette, situate in uno stesso cono (di second’ or dine) tan- 
gente al terso de’ coni dati lungo le due generatrici in cui questo e segato dal piano 
dei ire vertici, 

17. Posto; 

A=r=U + aV, B = \] + bY, C = U + cV, 

A=A + a'S, B'=B + 6'S, 

aYremo: 

(c — b)A''\-(a — c)B'— (a — 0 + {f' — ^) + — ^)] S 

ed inoltre: 

6A— — AB. 

Dunque: 

Teorema 4.^ Quando tre superficie A, B, C passano per una stessa curva t se si 
prmdono due superficie A , B' congiunte ordinatamente ad A, B , rispetto ad uno stesso 
punto 0 ; per la mrva (AB') si pub far passare una superficie C' congiunta a C rispetto 
ad Q, E le curve (ABC), (AB^C) sono situate su di una stessa superficie (di secon- 
S’ or dine). 

Le superficie A, B siano circoscritte Tuna alPaltra; per 0 si prenda il piano della 
curva ^ contattOy o il cono involvente A e B lunsro ouesta curva. Si avra cosl ! 
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s) Quando due superficie A, B si toccano limgo %ma conica, se si descrivono due 
altre superficie A! , B' ordinatamente congiimte a quelle rispetto ad imo stesso punto 0 ; 
per la curva (A'B') passeranno le ire seguenti superficie: una stiperfcie di rotamone 
avenfe un fuoco in 0 e per piano direttore il piano del contatto (AB) ; una superficie 
congiunta, rispetto ad 0 ^ al cono involvente k eB \ una superficie circoscritta ad k eB 
lungo la loro curva di contatto. 

La superficie B sia un cono involvente A ; e C sia il piano della curva di contatto : 

t) Bate due superficie A , k! congiunte rispetto ad uyi panto 0 , ed un cono invol- 
vente A; se si descrive una superficie B' congiunta a B rispetto ad 0; per la curva 
(A'B') passeranno : una superficie di rotazione avente un fuoco in 0 e per relative piano 
direttore il piano del contatto (AB) ; ed una superficie tangenfe ad A lungo la curva di 
contatto fra k e il cono B. 

Sia A un cono, B il sistenia di due suoi piani tangenti, C il piano delle due ge- 
neratrici di contatto. 

u) Bata una superficie A', un cono A ad essa congiunto rispetto ad un punto 0, 
e due piani tangenti di A; se si descrive una superficie B' per la quale 0 sia un punto 
focale^ ed i due piani tangenti di A siano i relativi piani direttori; per la curva (A'B') 
passerd una superficie di rotazione avente un fuoco in 0 e per relative piano direttore 
il piano delle due generatrici di contatto del cono A co> suoi due piani tangenti; e pas- 
serd inoltre un cono tangente al cono A hmgo quelle due generatrici. 

Se il piano delle due generatrici passa per 0 , la superficie di rotazione menzio- 
nata nel precedente teorema e un cono. 

Proprietit di una superficie di second’ ordine 
relative ai suoi cilindri congiunti. 

18. Data una superficie di second’ordine, dotata di centre, riferita ai suoi piani 
principali : 

(1) ax^ + byfi -f — 1 = 0 

vogliamo ricercare i suoi coni congiunti relativi al centre di essa. Qualunque super- 
ficie congiunta colla (1) rispetto al suo centre, ossia passante per la ideale interse- 
zione della (l) col cono immaginario : 

( 2 ) + 

e rappresentata dalFequazione : 

(3) {a + co) + {h — 1 = 0 
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onde tutte quelle superficie sono concentriche ed lianno i medesimi piani principali. 
L’equazione (3) rappresenta un cono per 

oi=co, — a, — 6, —c] 

eppero, oltre il cono (2), si lianiio i tre coni coiigiunti. 

(b — ci)y^ (c — a) — 1=0 

(4) {c — b)z^'i-{a—b)x^—l = 0 

(a-^)ar+(6 — 1 = 0 

i quali sono tre cilindTif aventi rispettivamente le generatrici parallele agli assi prin- 
cipali della superficie data (l). Noi li chiameremo i ire cilindri congiunti della su- 
perficie data. Ritenuto a^b^c, il primo cilindro e immaginario ; il secondo che 
ha le generatrici parallele ai piani ciclici della (l) e iperbolico; il terzo e ellittico. 

Paragonando le equazioni (4) con quelle delle sezioni principali delle superficie (1) , 
risulta che: 

Ciasmn piano principale di una superficie di second^ordine sega questa e il cilindro 
congkmto ad esso perpendicolare secondo due coniche aventi le stesse linee congiunte 
[rispetto al loro centra comune). I tre sistemi di linee congiunte com%mi sono le interse- 
zioni del piano principale cogli altri due cilindri congiunti e col cono immaginario con- 
giunto (2). 

Ciasciino de’ tre cilindri congiunti indiyidua gli altri due; e se prendiamo a con- 
siderare Fiperbole e Pellisse, basi de’ due cilindri reali, ciascuna di queste coniche ha 
due vertici nolle linee congiunte reali dell’altra. 

Segue da ci5: 

Quando due superficie di second'ordine hanno le semoni principali rispettivamente 
doiate delle stesse linee congiunte [rispetto al loro centra comune ) , esse hanno i medesimi 
dlindri congiuntL E reciprocamente, se due superficie di second^ordine hanno un cilindro 
congiurdo comune, le loro sedoni principali avranno rispettivamente le stesse linee congiunte, 

19. I teoremi n) e p), n. 15, applicati alia superficie data e ad un suo cilindro 
congiunte, somministrano : 

Due piani iangenti ad un cilindro congiunto di una superficie di second’ordine segano 
gmsta secondo due coniche per le quali si pub far passare una superfhcie di rotadone 
avente un fuoco nel centra detta superficie data. Il relativo piano direttore e il piano 
ddle due genercttrici di contatto del cilindro coi suoi dm piani tangenti. 

Data una suparfcie di second' ordine, se un piano condotto pel centra di essa, pa- 
riMdmmde ad un cilindro congimto, sega questp in due generatrici; i piani iangenti 



SULLE CONICHE E SULLE SUPERPICIE DI SECOND’ ORPINE CONGHUNTE. 


151 


al cilindro lungo queste generatrici segano la superficie data in due conicJie, per le quali 
passa un cono di rotazione concentrico alia medesima superficie data. Vasse di questo 
com e perpendicolare al piano segante il cilindro congiunto. 

Reciprocamente : 

I cilindri congiunti di una superficie di second^ordine sono Vinviluppo dei piani delle 
coniche d inter sezione di questa superficie colie superficie di rotazione, omologiche ad essa, 
ed aventi un fuoco nel centre della data. Inolfre gli stessi cilindri sono il luogo delle 
rette d'infersezione dei piani delle coniche anzidette coi piani direttori delle superficie di 
rotazione^ relativi al loro fuoco comune. 

Segue dal precedente teorema che: 

Data una superficie di second'ordine, i piani assintoti del suo cilindro congiunto 
iperbolico la segano in due cerchi pe^ quali passa una sfera concentrica alia superficie data, 

Se la superficie (1) e un ellissoide, il cilindro congiunto ellittico le e tutto esterno, 
eppero nessun piano tangente di questo incontra quella. Invece il cilindro iperbolico 
congiunto ha quattro piani tangenti comuni alFellissoide, i quali costituiscono i limiti 
di separazione fra quei piani tangenti del cilindro che segano Tellissoide e quelli che 
non lo segano. 

Se la superficie (1) e un iperboloide ad una falda, tutt’i piani tangenti de’ due 
cilindri congiunti reali segano effettivamente la superficie data. 

Se la superficie (1) e un iperboloide a due falde, essa non e incontrata da alcun 
piano tangente del cilindro iperbolico congiunto. Il cilindro ellittico ha quattro piani 
tangenti comuni colla superficie data, i quali separano i piani del cilindro che segano 
r iperboloide da quelli che non lo segano. 

20. Il teorema 1), n.° 15, applicato alia superficie (1) e ad un suo cilindro congiunto, 
diviene : 

Due qualisivogliano piani tangenti di un cilindro congiunto di una data superficie 
di second'' ordine sono i piani direttori, relativi al centre di questa, preso come punto 
focale, di un'altra superficie di second' ordine inscritta nella data lungo una conica, il 
cui piano passa per le due generatrici di contatto del cilindro co' suoi due piani tangenti, 

E come caso particolare: 

I due piani assintoti del cilindro iperbolico congiunto ad una data superficie di secon- 
ds or dine sono i piani ciclici del cono assintoUco della superficie data. 

21. I teoremi f), n.® 14 ed u), n.*" 17 applicati alia superficie (1) danno: 

Data una superficie di second' ordine, un suo cilindro congiunto e due piani tangenti 
di questo, se immagmiamo: 

1.® La serie infinita delle superficie di second' ordine che si possono far passare per le 
due coniche, intersezioni della data superficie co' due piani tangenti del cilindro congiunto; 
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2. *^ La serie infinita delle superficie, aventi un punto focale nel centre della data e 
per relativi plant direttorl, i due piani tangenti del cilindro; 

3. “^ La serie infhiita delle super fide di rotadone, aventi un fuoco nel centro della supti- 
ficie data e per relativo piano direttore U piano delle due generatrid, lungo le qtiah il 
cilindro congiimto e toecato dai suoi due piani tangenti; 

4:P La serie infinita de' dlindri tangenti al data lungo le due generatrm anddette; 

Le guaUro serie sono omograficJie; 

Due superfide corrispondenfi nelle prime due serie si toccano fra loro lungo una conica 
situaia nel piano delle due generatrid del dlindro dato; 

Tre superfide corrispondenfi nelle uUime tre serie passano per una stessa curva situata^ 
Sulla superfide data. 

22. E evidente la corrispondenza fra le proprieta de’ cilindri congiunti e quelle delle 
conlclie eccentricke o focedi in una superfide di second’ ordine. Ed invero le une si dedu- 
cono dalle altre col metodo delle polari reciproclie, assumendo, come superfide cliret- 
trice, una sfera concentrica alia superfide data. lo ho applicato questo processo di tra- 
sformazione alle belle proprieta delle coniche eccentriche enunciate dal sig. Chasles 
nella Nota XXXI del suo Apergu Mstoriqm, e ne ho cosi ricavato buona parte de’ 
risultati che seguono. 

In prime luogo ne ho dedotto il seguente teorema che inchiiide una nuova clefini- 
zione dei cilindri congiunti: 

Data una superfide di second' ordine [di centro 0) edun punto qualunque xa niello 
spado^ s'mmagmi la retta 1 intersedone del piano polare di m {relativo alia superfide 
doita) col piano eondoUo per 0 perpendicolarmente al raggio vettore Om. Se ora pel punto 
m e per la retta 1 eondudamo rispeUivatnente una retta ed un piano paralleli ad un 
asse principale della superfide data, la retta sara la polare del piano relativamente ad 
un cilindro determinetto, quedungm sia il punto m. Questo cilindro, paralleh alVasso 
prindpale nominaio, e uno dd congiurdi della superfide data. 

Ossia : 

Data una superfide di second' ordine^ ed un punto in situate comunque nello spado, 
se si prenda il piano polare di m rispetto alia superfide, ed il piano polare, relativa- 
mente ad un cUmdro congiimto, della retta condotta per m parallela al cilindro, la retta 
comum ai due piani polari ed il punto m sono veduti dal centro della superfide data 
sotto angolo rdto. 

Qiaado il punto m h preso sulla data superficie, il suo piano polare relativo a 
questa h il piano tangente. In tal caso, la retta intersezione del piano tangente col 
fiaio condotto per 0 perpendicolarmente al raggio vettore Om, puo chiamarsi, in di- 
fetto d’dtra 4enonHn^ioEie> polonormale. 
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Quindi dal precedente teorema ricaviamo: 

Se una retta parallela ad tm cilindro congiimto di una superficie di second’ ordine 
incontra questa in due punti, le polonormali di questi punti giacciono nel piano polare 
di quella retta relativo al cilindro. 

23. Se sulla data superficie si fa partire un piano tangente da una posizione ini- 
ziale M qualsivoglia, e si fa variare secondo una legge arMtraria, in modo ch’esso 
generi una superficie sviluppabile circoscritta, la relativa polonornaale descrivera, in 
generale, una superficie gobba. Ma v’hanno per ogni data posizione iniziale del piano 
tangente (e quindi per ogni dato punto della superficie proposta) due direzioni, per 
ciascuna delle quali la polonormale del piano tangente mobile genera una superficie 
sviluppabile. Varianclo secondo queste dite diredoni principali, il piano tangente genera 
due superficie sviluppabili, circoscritte alia data, tali die le loro caratteristiche, situate 
nel comune piano tangente M, sono vedute dal centre 0 sotto angolo retto. Chiameremo 
principali si le due or accennate superficie sviluppabili, che le loro caratteristiche. 

Quindi in ogni piano M tangente alia superfeie abbiamo queste tre rette, degne 
di nota: la polonormale, e le due caratteristiche principali. Queste due ultime passano 
pel punto di contatto del piano tangente: tutte e tre insieme poi determinano col 
centro 0 una terna di piani ortogonali, i quali sono i piani principali comuni ai coni 
che hanno il vertice 0, e che passano rispettivamente per le sezioni fatte dal piano M 
ne’ tre cilindri congiunti. Ossia: 

In un piano tangente qualunque d'una superficie di second’ ordine, la polonormale 
e le caratteristiche principali f&rmano un triangolo coniugato comune alle tre coniche, se- 
condo le quali il piano tangente sega i tre cilindri congiunti. Le rette, che uniscono i 
vertici di questo triangolo al centro della superficie, sono gli assi principali comuni ai 
tre coni che, avendo il vertice al centre anddetto, hanno per Iasi quelle coniche. 

Ogni piano condotto pel raggio vettore, che va al punto di contatto del piano tan- 
gente, sega uno di questi coni secondo due generatrici egualmente inclinate al raggio 
vettore; dunque: 

8e una retta tangente ad una superficie di second' ordine incontra un cilindro con- 
giunto in due punti, le rette condotte da questi al centro della superficie data formano 
angoli eguali col raggio vettore che va al punto di contatto della retta tangente. 

' "Al penultimo teorema puo darsi anche quest’ enunciate : 

Se per la polonormale e per le caratteristiche principali di un piano tangente qua- 
lunque di una superficie di second’ ordine si conducono tre piani par cdleli ad uno stesso 
asse della superficie, questi piani saranno coniugati rispetto al cilindro congiunto paral- 
lelo a quell’asse. 

Ed inoltre: 
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Se la siipcrficie data e itn iperholoide ad una falda, i piani condotti pel centre e 
per due generatrici paste in uno stesso piano tangente sono i piani ciclici comimi ai tre 
coni aventi il vertice al centra e per basi le tre coniche nelle qtiali il piano tangente sega 

i tre ciVmdri congiunti della superficie data, 

24. I precedenti teoremi si riferiscono ad un piano tangente; qiiello che segue 

risguarda un piano trasversale qualsivoglia. 

Se un piano qualunque sega una data superficie di second ordine, ed i suoi cilindri 
congiunti, le sezioni risultanti sono vedute dal centra della data superficie secondo coni 
omocielici. Ter conseguenza ogni piano tangente comune a due di questi coni li tocca 
secondo due rette ortogonalL 

Da cui segue immediatamente : 

Se un com concentrico ad una superficie di second'' or dine la sega in una conica piana, 
i piani principali di quello determinano sul piano della sezione tre rette tali, che i piani 
condotti per esse parallelamente ad un cilindro congiunto sono coniugati rispetto a questo 
cilindro medesimo. 

Il precedente teorema puo anche enunciarsi cosi: 

Data una superficie di second^ ordine, se in un piano qualunque si determina quel 
tfiangolo che e coniugato rispetto alia superficie e che col centra di questa forma tre piani 
ortogonali, i piani condotti pei lati di esso parallelamente ad %m cilindro congiunto sono 
coniugati rispetto a questo cilindro, 

Ha luogo anche la seguente proprieta: 

Il piano di un triangolo veduto dal centra di una data superficie di second ordine 
sotto angoli retti, un vertice del quale scorra sulla superficie data, mentre gli altri due 
vertici seprrono sui due cilindri congiunti reali, inviluppa una sfera avente per diametro 
il diametro della superficie data parallelo al cilindro congiunto immaginario, 

Se il piano trasversale passa pel centre della data superficie, il primo teorema del 
presente numero diviene: 

Ogni piano diametrale duna superficie di second or dine sega questa ed i cilindri con'- 
giunti secondo coniche aventi le stesse linee congiunte. 

25. Passo ora ad esporre alcune proprieta segmentarie. 

Se una retta condotta pel centra di una superficie di second^ ordine incontra questa 
in m ed un cUmdro congiunto in n, la quantitd 

(±rj-Y 

[Omj [On/ 

c .Go^cmie, cjudhingue sia Id diresione d^ld trdsveTsdlG] ed invero e egudle dll’ inverse 
qmdfdto dd semididmefro deUd superficie deetd, pdrdllelo a quel cilindro. 
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26. Se consideriamo uno de’ cilindri congiunti ad iina superficie di second’ ordine, 
le rette polari delle sue generatrici, relativamente alia superficie data, sono nel piano 
principals perpendicolare al cilindro e inviluppano una conica, i cui assi coincidono 
in direzione con quelli della conica base del cilindro stesso. Data una generatrice del 
cilindro, il piede della quale sul piano principals sia i, conducasi in i la tangente alia 
base del cilindro. Su questa tangente prendasi un punto t in modo che i raggi vet- 
tori Oi, Ot siano ortogonali. Allora la retta polare della generatrice passera per f. 

Immaginiamo ora la conica focale o eccentrica situata nel piano principals che si 
considera; gli assintoti di essa siano incontrati dalla polare della generatrice ne’ punti 
p , g. I raggi vettori Op , Og incontrino in p' , g' un piano tangente M qualsivoglia 
della superficie data. Sia N il piano tangente al cilindro lungo la generatrice imma- 
ginata; e la retta condotta per 0, centre della superficie data, normalmente al piano 
determinato da 0 e dall’ intersezione dei piani M, N, incontri quest! due piani in 
m, n. Allora la quantita: 



J. 

On 


Op' 


1 


1 


Op) \0g' Og, 


rimane costante, comunque siano scelti i piani M , N. Ossia : 

Assunti ad arUirio un piano tangente M di una superficie di second’ ordine ed un 
piano tangente N di un suo cilindro congiunfo, e frovati i due punti p , q iw cui gli 
assintoti della conica focale, situati nel piano principale perpendicolare al cilindro, sono 
incontrati dalla retta polare della generatrice di contatto del piano N, rispefto alia su- 
perficie data; se i raggi vettori condotti dal centro 0 di guesta ai punti p, q incontrano 
il piano Min p', q'; e se la perpendicolare condotta per 0 al piano vettore ddla retta in- 
tersedone £?i M, N incontra questi piani in m, n; la quantita 


'J ly. /J_ 

<0m On] ' \0p' 





e costantemente eguale al prodotto dell’inverso quadrato del semiasse della data superficie 
parallelo al cilindro considerate, moltiplkato per la differenza dei quadrati degli altri due 
semiassi. 

Questo teorema, se vuolsi che gli elementi in esso considerati siano tutti reali, non 
puo riferirsi che al cilindro perpendicolare a quel piano principale che contiene la fo- 
cale iperbolica. Per I’altro cilindro, puo darsi al teorema quest’ altro enunciate: 

Assunti ad arhitrio un piano M tangente ad una superficie di second’ ordine, ed un 
piano N tangente ad un cilindro congiunfo, e condotto il piano P per la polare della 
generatrice di contatto di questo cilindro e pel punto in cui il piano M incontra un assin- 
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toto della focale iperboUca; se la perpendicolare condotta pel centra 0 della data super- 
ficie al piano vettore della refta interse^ione dl M, N incontra questi piani hi m, n; 
e se la perpendicolare condotta per 0 al piano vettore della intersexione cZi- M, P incontra 
cpiesti piani in m', p; la quantitd 

\Om Onj \Om' Op) 

e costante^ conmnque siano scelti i piani M, N. 

II primo enimciato e stato ricavato, mediante la trasformazione polare, dal teo- 
rema fondamentale della memoria del sig. Amiot (t. 8.^^ del giornale di Liouvdle). L’altro 
eniinoiato fu dedotto collo stesso mezzo, da un teorema dimostrato nell’ eccellente opera 
di Plucker: System der Geometrie des Baimies (2^ edizione Dtisseldorf, 1852 ; pag. 292). 

27. Gli assintoti della focale iperbolica banuo un’altra interessante proprieta che 
si Gonnette con quelle de’ cilindri congiiinti. 

Abbiamo gia veduto che due piani tangenti qualsivogliano di un cilindro congiunto 
sono i piani d’omologia per la superflcie data e per ima superficie di rotazione avente 
un fuoco nel centro della data e per relative piano direttore il piano deJle due ge- 
neratrici di contatto del cilindro* Or bene: i centri d’omologia per tali superficie sono 
situati negli assintoti della focale che e nel piano perpendicolare al cilindro. Ossia: 

Due punti presi ad arbitrio rispeftivamente sugli assintoti della focale iperbolica di 
una data superficie di second’ ordine sono i vertici di due coni inviluppanti simnltanea- 
mente la superficie data ed una superficie di rotazione avente un fuoco nel centro della 
data. Queste due superficie si segano in due coniche, i cui piani toccano il cilindro con- 
giunto perpendicolare al piano della focale iperbolica. 

I piani tangenti ad una superficie di second’ordine ne’ quattro punti in cui questa 
e incontrata dagli assintoti della focale iperbolica sono tangenti anche al cilindro congiunto 
perpendicolare al piano della focale, e sono I limiti di separazione fra i piani tangenti 
di qmsto cilindro che segano e quelli che non segano la superficie data. 

Questi quattro piani tangenti, che sono reali soltanto per I’ellissoide e per Piper- 
boloide a due falde, posseggono le proprieta polari reciproche degli ombelichl 

Propriety di pit superficie di secoud’ordiue aveuti gli stessi cilindri congiunti. 

28. Data una superficie di second’ ordine: 

ax^ -\-b'if-\-c^ — 1=0 

Pequazione generale di tutte le superficie aventi in comune con essa i cilindri con- 
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giunti, ossia I’equazione generale della siiperficie congiunta colla data e: 

( 1 ) + (^ + “)/+ + — 1 = 0 

onde tutte quelle superficie hanno in comune, oltre i piani principali, aiiche le dire- 
zioni del piani ciclici. Cio si puo espiimere dicendo; 

I coni assintotici di pin superficie congiunte sono omocicUci. 

Dall’esame dell’equazione (1) facilmente si desume che tutte le superficie congiunte 
ad una data si dividono in tre gruppi: ellissoidi, iperboloidi ad una falda, iperboloidi 
a due falde. Due superficie qualunque non hanno alcun punto reale comune. Gli ellis- 
soidi sono tutti situati entro il cilindro ellittico congiunto. Questo e circondato dagli 
iperboloidi ad una falda che sono tutti disposti fra le superficie convesse de’ due cilindri 
congiunti. Finalmente le due falde del cilindro iperbolico contengono nella loro con- 
cavita le due falde di ogni iperboloide non rigato. Dunque il cilindro ellittico separa 
gli ellissoidi dagli iperboloidi ad una falda: ed il cilindro iperbolico divide questi dagli 
iperboloidi a due falde. Ossia: 

Data una superficie di second^ ordine e per conseguenm dati anco i suoi due cilindri 
congiunti (reali), per un punto qualunque dello spaisio si pub sempre far passare una, 
ed una sola, superficie (reale) congiunta alia data. Tale superficie e un ellissoide o tin 
iperboloide ad una falda o un iperboloide a due falde, secondo die quel punto si trova 
0 dentro il cilindro ellittico, o fra le superficie convesse de’ due cilindri, o entro il concave 
del cilindro iperbolico. 

Gli ellissoidi hanno tutti 1’ asse maggiore parallelo al cilindro ellittico, e I’asse medio 
parallelo alle generatrici del cilindi'o iperbolico. La seiie degli ellissoidi comincia dal 
punto che S centre comune di tutte le superficie e puo risguardarsi come un’ ellissoide 
di dimensioni nulle, e finisce col cilindro ellittico, il quale si puo considerare come un 
ellissoide avente un asse infinite. 

Ciascun iperboloide rigato ha 1’ asse immaginario parallelo alle generatrici del ci- 
lindro ellittico, e il maggior asse reale parallelo alle generatrici del cilindro iperbolico. 
La serie degli iperboloidi ad una falda comincia col cilindro ellittico e finisce col cilindro 
iperbolico. 

Ogni iperboloide a due falde ha gli assi immaginari rispettivamente paralleli alle 
generatrici de’ due cilindri congiunti. La serie degli iperboloidi a due falde comincia 
col cilindro iperbolico e prosegue indefinitamente, senza limite reale. 

29. Un piano qualunque: 


tx uy vz 1 —0 
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tocca la superficie (1), purche sia soddisfatta la condizione: 

,0 0 2 

I ^ - 1 

equazione eubica in o), avente tre radici sempre reali, Tuna maggiore di — c, la se- 
conda compresa fra — c e — 6, la terza compresa fra — h e — a. Dun(iue: 

Un piano qtmhmque tocca sempre tre superficie congnmte ad una data: un ellissoide 
e due iperholoidl di specie diversa. 

Siano X. [i, v le tre radici delF equazione cnbica in to, cioe i parametri delle tre 
superficie toccate dal piano proposto; abbiamo: ^ 

[a — i) (a — c) P == {a -f- X) -|- jj.) (a -\~ v) 

{b ~c){b~~ + {b + (^ + 

(, _a) {c-by = (c +X) (c + [i) (c + V) . 

Evidentemente le X, [i, v si ponno assumere come coordinate eUiUiche tangendali nello 
spazio. Le formole precedent! servono per passare dalle coordinate tangenziali di PLCfCKER 
if u,v alle nuove. 

30. I tre punti, in cui^un piano arbitrario tocca tre superficie congiunte ad una 
data, godono di questa importante. proprieta: 

Un piano qualunque tocca tre superficie congiunte ad una data in tre punti che uniti 
al centra di questa determinano tre retfe ortogonali, Inoltre, le rette che imiscono a due 
a due i punti di contatto sono, per ciascuna delJe tre superficie toccate^ la polonormale 
e le due caratferistiche principali, corrispondenti al piano tangente comune, 

Dunque: 

8e piu superficie congiunte sono segate da un piano qualsivoglia in altrettante coniche, 
qtcesie sono vedute dal centra comune delle superficie sotto coni omocicUcL Gli assi prin- 
cipali di questi coni inconfrano U piano data ne’ punti ove questo tocca tre delle super- 
ficie congiunte; e i piani ciclici dei medesimi coni passano per le generatrici, paste nel 
piano daio, delV iperboloide rigato che e una di queste tre superficie. 

Rammentando cbe cosa intendiamo per superficie sviluppabile principale circoscritta 
ad nna data superficie qualsivoglia, segue dai precedent! teoremi: 

1 piani tangenti comuni a due superficie di second' ordine, congiunte, di specie diversa 
formano una superficie sviluppabile circoscritta che e principale per entrambe le date. 
Questa suUuppabile ha tre coniche di stringimento ne' piani principali, e la quarta conica 
aW infinUo. 



sulle coniche e sulle sxjperficie di second’ ordine congiunte. 
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Ter ottenere tutte le sviluppabili circoscritte principali di una data superficie di 
second! or dine ^ basta combinar questa con tutte le superficie ad essa congiunte, di specie 
diversa, 

E visibile la correlazione fra le proprieta delle sviluppabili circoscritte principali 
e quelle delle linee di curvatiira. 

31. Parecchie proprieta, da noi enunciate, rispetto al sistema di una superficie di 
second’ordine e di un suo cilindro congiunte, non sono che casi particolari di teoremi 
pin general! relativi al sistema di due o piu superficie congiunte. Per esempio, il pe- 
nultimo enunciate del n.’^ 24 e compreso nel seguente teorema: 

n piano di un triangolo, i cui vertici scorrano rispettivamente $u tre superficie di 
second^ or dine congiunte, e siano veduti dal centre comune di queste sotto angoli retti, invi- 
luppa una sfera concentrica alle superficie date, L' inverse quadrato del raggio di questa 
sfera e eguale alia term parte della somma algebrica degV inversi quadrati dd semiassi 
delle superficie date. 

II prime teorema del n. 19 e in un certo senso, generalizzato nel seguente: 

Date due superficie di second^ ordine congiunte e due piani tangenti della prima, quesfi 
segano la seconda in due coniche, per le quail si pub far passare una superficie di se- 
cond’^ ordine, avente un punto focale nel centro delle date, e per relativi piani direttori 
i piani tangenti alia prima superficie, condotti per la retta che unisce i punti di con- 
tatto dd piani dati. 

Se i piani dati sono paralleli si ha: 

Date due superficie di second'^ ordine congiunte, e due piani paralleli tangenti alia 
prima di esse, questi segano la seconda in due coniche per le quail passa tm cono avente 
il vertice nel centro delle superficie date, e per piani cielici i piani tangenti alia prima 
superficie condotti pel diametro che unisce i punti di contatto dd piani dati, 

Cosi il teorema del n.® 25 e un caso del seguente: 

In due superficie congiunte, la differenm degV inversi quadrati di due semidiametri 
nella stessa dire^ione e costante. 

Da cui segue: 

Quando un ellissoide ed un iperboloide hanno gli stessi cilindri congiunti, il primo 
e incontrato dal cono assintotico del secondo in punti che sono ad egual distanm dal 
centro comune delle superficie. 

Dimostrasi facilmente anche questa proprieta: 

Quando due superficie di second'’ ordine sono congiunte, se una retta par all ela ad un 
asse incontra una superficie in un punto e Valtra in un altro, i raggi vettori corrispon- 
denti fanno con quelV asse angoli i cui seni sono inversamente propor^ionali ai diametrl 
delle superficie diretti secondo V asse medesimo. 
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32. E nota F importanza del teorema d’lYOEY relativo ai punti corrispondenti nelle 
superficie omofocali. Ecco le proprieta correlative nelle snperficie congiunte. 

Date due supei'ficie, congiunte, della stessa specie, chiameremo corrispondenti due 
punti appartenenti rispettivaraente ad esse, quando le loro coordinate parallele agli 
assi principali sono ordinatamente proporzionali ai semidiametri diretti secondo questi 
assi. E diremo corrispondenti anche i piani tangenti ne’ punti corrispondenti. 

In due superficie congiuntej della stessa specie, la differenm dei quadrati inversi delle 
distance di due piani corrispondenti dal centra eomune e costante, Questo valor costante 
e la differenza de’ quadrati inversi di due semidiametri nella stessa direzione. 

II prodotto deUe distance del centra eomune di due superficie congiunte da due piani 
tangenti rispettiimnente ad esse, moltipUcate pel coseno delV angolo da questi compreso, 
€ egiiale aWanaloga espressione 7*elativa ai piani corrisponde^iti, 

Se due superficie congiunte della stessa specie sono rispettivamente toccate da due 
piani, e se pel centre eomune 0 si conduce la perpendicolare al piano vettore della retta 
intersezione dd due piani tangenti, la quale li incontri nd punti p, q, V espressione 

J 

Op Oq 

sard eguale aWanaloga relatim ai piani corrispondenti dd due dati, 

33. La forma dell’equazione (1) mostra che pin superficie di second’ ordine, aventi 
i medes'mii cilmdri congiunti^ sono circoscritte ad una stessa curva immaylnaria del 
quart’ ordinCj a dappia curvaturay per la quale passano ire cilindri di second’ ordine (i t7~e 
cilindri congiunti), uno de' quail e immaginariOy ed un cono mmaginario di second’ ordine, 
U quale e U cono assintotico di una sfera qiiahmque concentrica alle date supe^'ficie, Onde 
segue che quella curva gobba mimaginaria e projettata sopra due pia^ii principali delle 
dade superficie in coniche reali (elUsse ed iperbole) e sul piano alVinfinito in %m cerchio 
immaginario. 

Dunque : 

Tin sidema di superficie di second’ ordine, aventi gli stessi cilindri congiimti, gode 
di tatte le proprieta onWe dotato un sistema di superficie di second’ ordine passanti per 
una stessa tinea a doppia curvatura del quart’ ordine. 

Di qui segue, a cagion d’esempio, che: 

1 piani polari di uno stesso punto arbitrario, relativamente a piu superficie congiunte, 
passano per wm stessa retta r. Q/msta e la polonormale relativa a quel punto ed alia 
mp^fide congmnta che passap^ esso. Se U pdo percorre una retta 1, la retta r genera 
miperbdoide pasmnte pel centre delle date superficie e eonfenente le polari della retta I 
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11 cono asslntotico di quesf iperboloide ha tre generatrici rispeUivamente pardllele agli 
assi delle superficie date. 

8e la retta 1 si muove in unpia^io P, il relativo iperboloide passa costantemente per 
una cubica gobba che contiene il centre delle date superficie ed ha gli assintoti, rispet*- 
tivamentCy paralleli agli assi di queste. 

Questa cubica gobba e anche il luogo dei poli del piano P relativi alle superficie con- 
giunte. Essa incontra il piano ne^ punti in cui questo tocca tre di quelle superficie. 

Tale curva ha tre rami, ciascuno dotato di due assintoti*). Il ramo che passa pel 
centro delle superficie congiunte ha gli assintoti, rispettivamente paralleli alle gene- 
ratrici dei cilindri congiunti immaginario ed ellittico. La porzione di esso ramo che 
dal centro si stende accostandosi alPassintoto parallelo al cilindro ellittico contiene i 
poli (del piano P) relativi agli ellissoidi del dato sistema. L’altra porzione dello stesso 
ramo contiene i poli relativi a superficie immaginarie. 

Il secondo ramo, che ha gli assintoti rispettivamente paralleli alle generatrici de’ ci- 
lindri congiunti ellittico ed iperbolico, contiene i poli relativi agli iperboloidi ad una falda. 

Il terzo ramo, che ha gli assintoti rispettivamente paralleli alle generatrici de’ ci- 
lindri congiunti iperbolico ed immaginario, contiene i poli relativi agli iperboloidi a 
due falde. 

34. Una retta arbitraria incontra un sistema di superficie congiunte in punti for- 
manti un’involuzione. Dunque una retta non pub toccare piu che due superficie congiunte 
ad una data. 

1 segmenti determinati da piu superficie congiunte sopra una retta trasversale sono 
veduti dal centro di queste sotto angoli che hanno le stesse bisettrici. Le bisettrici pas- 
sano pei punti in cui la trasversale tocca due superficie congiuntey doe pei punti doppi 
delV invohmone. 

Questo teorema comprende in s^ il secondo enunciate del n. 23. 

Le polonormali relative ai punti in cui una trasversale arbitraria incontra un fasdo 
di superficie congiunte formano un iperboloide passante pel centro di queste superficie. 

Se la trasversale e polonorraale per una delle superficie congiunte, 1’ iperboloide di- 
viene un cono, e i piani tangenti condotti per i punti d’ incontro della trasversale 
inviluppano un cono di quarta classe. E se la trasversale e parallela ad un asse delle 
date superficie, i piani tangenti formano un cono di second’ ordine, il cui vertice e 
nel piano perpendicolare a quell’ asse. 

TuUe le polonormali che si ponno condurre in un dato piano trasversale ad un fascio 


*) Vedi la mia memoria: Sur quelques propri6t4s des lignes gaudies de troisibme ordre et 
classe (Journal filr die reine und angewandte MathematiTc, tom. 58). 


Oremona, tomo I. 


11 , 
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di superficie congimte inviluppano una coniea toccata dai piani principali delle superficie 
date. Ipunti deUe superficie medesime, a cui corrispondono quelle polonormali, sono nella 
ciibica gdbha, luogo del poll del piano trasverscde. 

Se il piano trasversale e parallelo ad un asse principale delle superficie congiunte, 
le polonormali in esso situate si dividono in due gruppi. Le polonormali del primo 
gruppo sono parallele all’ asse principale, e i punti delle superficie congiunte, cui esse 
corrispondono, sono in un’iperbole ecjuilatera, posta nel piano principale perpendico- 
lare a quell’ asse, passante pel centro delle superficie date, ed avente gli assintoti pa- 
ralleli ai due assi principali che sono in quel piano. Le polonormali del secondo gruppo 
passano per uno stesso punto posto nel piano principale (ov’ e 1’ iperbole equilatera) 
e corrispondono a punti delle superficie congiunte posti sopra una retta perpendicolare 
aJ piano medesimo. 

TuUe le polonormali che si ponno condurre da un punto dato ad un fascio di su- 
perficie congiunte formano un cono di second’ordine. I punti delle superficie medesime, 
a cui corrispondono quelle polonormali, sono nella retta, per la quale passano i piani 
polari del punto dato. 

35. Finisco questa memoria, notando la seguente proprieta: 

Date piu superficie aventi gli stessi cilindri congiunti, uno stesso piano principale, 
quello cioe perpendicolare al cilindro iperbolico, contiene gli ombelichi di tutte quelle 
superficie: quattro per ciascuna, a due a due opposti al centro. II luogo geometrico 
di due ombelichi opposti e una linea del terzo ordine, per la quale il centro h un flesso 
e gli assi della sezione principale sono due assintoti; mentre il terzo assintoto, pas- 
sante anch’esso pel centro e la traccia d’un piano ciclico: la tangente al flesso e per- 
pendicolare a questa traccia. La curva consta di tre parti, cio^ di due eguali rami 
iperbolici situati in due angoli opposti degli assi e di un terzo ramo, contenente i 
flessi, e ayvicinantesi da bande opposte al terzo assintoto. 

II luogo dell’altra coppia di ombelichi e un’altra curva, analoga alia precedente, 
ma diversamente situata, essendo il suo terzo assintoto la traccia dell’altro piano ciclico; 
i primi due a^intoti e il flesso al centro le sono comuni. I suoi rami iperbolici giac- 
ciono negli altri due angoli opposti degli assi. 


Bologna, 12 dicembre 1860. 
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INTORNO AD UNA PROPRIETA BELLE SUPERFICIE CURVE, 
CHE COMPRENDE IN COME CASO PARTICOLARE 
IL TEOREMA DI DUPIN SULLE TANGENTI CONIUGATE. 


Annali di Matematiea p%ira ed applicata, serie I, tomo III (1860), pp. 325-335. 


E notissimo ehe col nome di tangenti cmiugate si designano due rette toccanti 
una data superficie in uno stesso punto, quando ciascuna di esse h generatrice di una 
superficie sviluppabile circoscritta alia data lungo una linea a cui sia tangente I’altra. 
Le proprieta delle tangenti coniugate sono dovute al Dupin, I’autore dei DSveloppements 
de geometrie. 

L’ illustre Boedoni, in una breve nota che fa seguito all’ iniportante memoria sulk 
figure isoperimetre esistenti in una superficie gualsivoglia *), ha dimostrato una fonnola 
generale che comprende in se, come caso particolarissimo, la propriety fondamentale 
delle tangenti coniugate. Data una superficie ed una linea tracciata in essa, immagi- 
niamo la superficie inviluppante una serie d’altre superficie, le quali abbiano un con- 
tatto d’ordine qualungue colla superficie data lungo la linea data. La formola di 
Boedoni esprime appunto la relazione di reciprocita fra le tangenti, nel punto comune, 
alia linea data ed alia caratteristica della superficie inviluppante. 

In questa nota mi propongo di sviluppare alcune conseguenze che derivano dalla 
citata formola nel caso che il contatto fra la superficie data e le inviluppate sia di 
primo ordine, ed i punti di contatto siano ombelichi per le inviluppate medesime **). 


*) Opuscoli matematid e fisici di diversi autori, Tomo I. Milano 1832. 

lo ho trattato quest’ argomento, pel caso che le inviluppate siano sfere, in una nota 
inserita negli Annali di scienze matematiche e fisicJie (Roma 1855). Ora riprendo la quistione 
per darle maggior generality ed anche per rimediare ad un errore occorso in quella n&ta^ 
henchfe senza influenza sui principali risultati. 
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Evidentemente tale ipotesi compreEde in se il caso che le inviluppate siano sfere o piani. 
1. Sia: 

( 1 ) /■( aJ ,^,»)==0 

reqnazione di nna superficie cum individuata, riferita ad assi rettangolari, e conside- 
riamo in essa il punto qualsivoglia di coordinate x,y,x. Indichiamo per brevita con: 


P. q, »• 

i valori delle prime deriyate parziali: 

^ ^ ^ 

Ax ’ Ay ’ Ax 

eorrispondenti al punto {x,y,%), e con: 

I , m , w , ly , till , 

i yalori delle derivate seconde parziali: 

^ ^ ^ dy dy dy 

Ax? ’ dj/® ’ dx® ’ Ay Ax ’ Ax Ax ’ da; Ay 
eorrispondenti al medesimo punto, Sia poi: 

(2) F(X,Y,Z,U,V,W) = 0 

I’equazione di una famiglia di superficie, designandosi con X , Y , Z le coordinate cor- 
renti, e con U , V, W tre parametri indeterminati, Determiniamo quest! parametri 
per modo cbe la equazione (2) rappresenti una superficie passante pel punto {x, y, x) 
della (1) ed ivi avente con questa un contatto di primo ordine. Indicati con: 

P, Q, E 

i ?alori delle derivate parziali:’ 

^ ^ ^ 

dX ’ dY ’ dZ 

eorrispondenti ad X=a5, Y=^, Z=«; le equazioni da soddisfarsi saranno: 

F A , U, V, W) = 0 

P:Q:R=p:(2:r, 

dalle qaali si desumano : 

^ = uix^y,xj, Y = ® x) , W =^w (x,y,x). 
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Questi valori sostituiti nella (2) danno: 

(3) F (X, Y, Z, M, V, ^^?) = 0 

ecLuazione rappresentante quella superficie della famiglia (2) che passa pel punto {x,y,x) 
della (1) ed ivi ha con essa comune il piano tangente. 

Suppongasi ora data iina linea qualsivoglia, tracciata sulla superficie (1) e passante 
pel punto {x,y,x). Sia essa rappresentata dalle equazioni: 

(4) x = x[s), y = y{s), * = 

indicandosi con a I’arco della linea medesima. Supposto che nelle u,v,w dell’equa- 
zione (3) sian poste per a:, ?/, * le equivalenti funzioni di s date dalle (4), I’equazione (3) 
verra a rappresentare, per successivi valori di s, la serie di quelle superficie della 
famiglia (2) che toccano la superficie (1) lungo la linea (4). Tale serie di superficie 
ammettera una superficie inviluppo, I’equazione della quale sara il risultato deU’eli- 
minazione di a fra la (3) e la: 

(5) F'=0 

derivata totale della (3) presa rispetto ad s. 

Se nelle equazioni (3) e (5) si considera s come data o costante, esse rappresen- 
tano la caratteristica dell’ inviluppo, cioe la curva lungo la quale la superficie inviluppo 
tocca quell’ inviluppata che corrisponde al punto {x,y,x). Supponiamo che in queste 
equazioni le coordinate correnti X, Y, Z siano espresse in funzione di S, arco della 
caratteristica; allora le equazioni stesse, considerate come identiche, somministrano, 
mediante la derivazione rispetto ad S, le: 

dF dX ^ dY ^ ^ ^4.^ £^4-^' ^ = 0 

dX ■ dS + dY ■ dS dZ ' dS ~ ’ dX ■ dS dY ' dS dZ ■ dS 


Facciamo in queste X = x,Y = y,Z—x ed indichiamo con ai,pi,Yi i coseni degli 
angoli che la tangente alia caratteristica nel punto {x,y,x) fa cogli assi; avremo: 


( 6 ) 

(7) 




dF' 


dX 


«i "f" 


dF' 


dY 




dF 


dZ 


Yi = 0 


J 

L 

J 

L 

J 

[dF'" 


|dF'’ 


[dF'l 

[dxj 

» 

[dY. 

> 

.dzj 


ove i simboli: 
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esprimono i valori delle derivate: 

^ ^ 

dX ’ dY ’ dZ 

corrispondenti ad X = x,Y = y , Z=x. 

Indicate ora con k ciascuno de’ rapporti eguali: 

P Q R 

p ’ q ’ r ’ 

deriviamo totalmente rispetto ad s le equazioni: 


Y — kp, Q = kq , R — hr 

considerate come identiche, in virtu della sostituzione delle u, v, w (funzioni di x{s), 
y{s), X {$)) in luogo delle U, V, W. E si noti che la derivata totale di ciascuna delle 
quantita P, Q, R si comporra di due parti: Tuna relativa alia s implicita nelle u,v,iv\ 
I’altra relativa alia s che entra nelle coordinate esplicite. Derivando adunque le pre- 
cedent! equazioni, e ponendo: 


dP 

T 


_dR 

T 

d® 

= L , 

i% 

iy 

— Li , 

dQ 

dy 

= M, 


_dP 

= Mi, 

dR 

= N , 

dP _ 



A.X 

iy ~ 

d® 

— Ni , 


avremo: 


'dF'' 

dX. 

dF'' 

dF' 

dZ 


+ La;' Nij/' -f- Mis;' —]dp-\-k{ lx' + Uiy' -f- niix') , 
-f Nix' -f My' + 1,1%' —Vq-\-k {npc' -f my' -f %') , 

-f Ml®' -j- Li^ 4- N*' = k'r-\-k (wi®'-|- lyp' n%!) , 


ov© gli accenia in alto significano derivate rispetto ad s. 

Si molMpIichino le equazioni precedent!, ordinatamente, per ai , , yi e si sommino 

i ri^tatij avuto riguardO' alle (6), f7) e indicati con a, p, y i coseni degli angoli che 
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la tangente alia data linea (4) nel punto fa cogli assi, cioe posto: 

as' = a, 2 /' = p, *'=Y. 

avremo: 

(8) 0 = (L — kl) ««! (Li — kli ) (Pyi -1- Ypi) 

-|- (M — km) ppi -f- (Ml — km) (Yai + aYi) 

+ (N — kn) YYi + (Ni — kn) (aPi4"P°‘i)- 

Quest’ e la relazione di reciprocita die lega fra loro le rette (a, P> T)^ (’'i> Pi>Ti) 
tangenti, Tuna alia linea data e I’altra alia caratteristica della superficie inviluppo; 
cioe essa e, sotto altra forma, I’equazione di Bordoni nel caso del contatto di primo 
ordine. 

Per la proprieta espressa dall’equazione (8), sembra conveniente cbiamare tangenti 
coniugate le due rette in quistione, designandole coll’epiteto di coniugate ordinarie o 
dupiniane nel caso die le superficie (2) siano piane. 

2. Per la nonnale comune alle superficie (1) e (3) nel punto (x,g,x) conduciamo 
due piani die passino rispettivamente per le due tangenti coniugate (a, p, y)> Pi. Ti)- 
Siano d, di i raggi di curvatura delle sezioni normali risultanti nella prima superficie, 
e D , Di i raggi di curvatura delle sezioni normali risultanti nella seconda superficie. 
Avremo le note equazioni; 

(9) ^ ■ = la.^ + Jwp* -{■ nf -\-2 IS’f + 2OTiY « + 2«i« P , 

A 

(10) Vy , — = l(^ -|- wjPi -|- WYi 4" 2 ^iPiYi 4" 2 ?TOiYi«i 4“ 2 WiOtiPi I 

®1 

VP'+Q'+Y' == La^ 4- Mp' 4- Ny* 4- 2LiP y 4- 2MiY « 4" 2Nia p , 
. y?!+Q'± g ^ ^ Mpf 4- Ny? + 2L,piYi 4- SMiYiKi 4- 2Nia,pj , 

da cui, avuto riguardo all’identita: 


2* 4- r*) = F 4- Q* 4- R* . 
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si ricava; 

it (^ — ^) = (L - ^0 «' + 2 (Li — kk ) ^7 

_|_ (M— jfcm) 13^ + 2 ya 

-f- (N — kn) + 2 (Ni — hni) ap , 

k == (L — kl)a\-\- 2 (Li — kl^ piYi 

-j- (M — km) P? + 2 (Ml — km^ Yioti 
-|- (N — kn) 71 + 2 (Ni — kn^) aiPi 


Queste due equazioni si moltiplichino fra loro, membro per membro, e dal risiiltato 
sottraggasi il quadrate della (8). Avuto riguardo alle note relazioni: 


P7i — 7^1 P Yffli— « 7 i _ q o-13i— i3ai _ r 

sen w ’ send) ’ sen to 


eve (0 e I’angolo delle rette (a, p, t), (aj, Pi, 7 a), il risultato puo scriversi cosi: 


k?{p^+<f+f^) n_i\ /J_ _ i\ 

senate \D d) \Di dj/ 


p L — kl Ni — Jcui 

q Ni — kui M — km 

r Ml — knii Li — kl^ 


Ml — hui 


Lii — kli 

N — kn 


= <|) + fcr-fF0. 


0 p 


q r 


Smo S, §1 i raggi di massima e minima curvatura della superficie (1) nel punto 
(^» y, *); per una nota formola di Gauss *) avremo : 


SSi 

La quaatita ha I’analogo significato rispetto alia superficie inviluppata. Ma noi sup- 
perremo (*e per questa il punto {x,y,x) sia un ombelico, ed indicheremo con A il 
corri^ondente ra^o di curvatura, onde sara D=Di=A. Avremo dunque: 

A* 


*) ewut s^erficies curvas. 
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L’espressione T puo scriversi cosi; 

r = —l 0^q^ + Mr^-2Uqr)+2l, Lip-Mi^-Nir) + Lgr ) 

— 2 Mirp)-|- 2 mi ^5 (— Nir) -f- j 

— n (Mj/+ Lq^ — 2 Nipg) + 2 «i ^ Li|) — Mjg + Ni?-) + j • 


Ma per le proprieta caratteristiche degli ombelichi, si hanno le seguenti formole dat 
dal prof. Chelini nella sua elegantissima memoria sulle formole fondamentali risgm\ 
danti la curvatura delle superficie e delle linee *) : 


quindi : 


N^^-f Mr®— 2 hiqr p (LiP — Mi? — Nir) + L gr 

g®+r® qr 

Lr®+ Np®— 2 Mjrp g(— Lip+Mij— Nir)+Mr 2 ) 

r®+^® rp 

Mg>®+Lg^— 2^1^^ T (— Liff — Mi g + Nir ) + Npg 

~ p®+g* ~ pq 

k'^p^-\-q^+r^ 

A ’ 

/ {m-\-n)p^ — 2liqr\ 

r ^ ^ xj + {n+l)q^-2mirpl . 

\ + (^ + ^ — 2 riipq j 


Ma si ha inoltre **) : 


(m-f- + (^ + 0 3^4" (^H“ ^ — 2mirp — 2 rhpq 

= (p®+g®+r®)T (y + ^) . 

onde ; 

y ^ k (f+ g®+ r®) /J_ I i.\ 

“ A V 8 81 / ' 


*) Annali di scimze matematiohe e fisiche. Eoma 1853. 

**) Ibidem. 
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Otteniamo duiKiue finalmeate: 



3. Le citate equazioni del prof. Chelini, relative agli ombelicM della superficie, 
somministrano anche: 

A rp^ 

A pq 

e per conseguenza: 

Laaj -j- MpPi + Wrh + Li(PTi+ Tpi) + Mi(-fai+ a-fi) + Ni (aPi+ P«i) 

k^p^+q^+t^ I ai5 I \ 

= (ocai + ppi -f 7Ti) 

+ ^ ( — /aai + (qp + n) (qPi + ^i) ) 

+ ^ ( — ?'PPi + (nr + 2 ?a) hi -hp^i ) ) 

+ ^ (— ^TTi+(F«-r#) (?«!+#)) 

d’onde, avuto rigaardo alle identita; 

«*i+^+Tri=COS(0 , i?a-l-9?+n = 0 , J’ai+?Pi + ni=0 , 

I^i + MpPi4"NTnfi + Li(PTi + 7pi) + Mi(Yai+ aifi) -j- Ni(api+ ^ai) 

kylp^ + ff+r^ 

— cos o>. 


otteniamo : 
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Percio all’equazione (8) puo darsi la forma: 

(fi -U 

(12) “ == 

+ »#i + w^i(YaiH- avi) 
+ WYTi+ Wi(aPi4-pai). 


Si moltiplichino fra loro le equazioni (9), (10) e dal risultato si sottragga il quadrate 
della (12). Avremo: 


(/+2'+0 


1 cos^(o\ sen^fo 

ddi j p^+q^+r^ ’ 


cioe: 

(13) 


1 cos* (0 sen* to 


4. Nel caso die studiamo, cioe die le superficie inviluppate siano qualsivogliano, 
ma die per ciascuna di esse il punto di contatto colla data sia un ombelico, chiameremo 
le due rette (a, j3 , f) , (oti, Pi, 'h) tangenti sferoconiugate, perdie le equazioni (11) e (13), 
che ne esprimono le proprieta, sono identidie a quelle che si otterrebbero supponendo 
le inviluppate sferiche. 

A1 sistema delle equazioni (11), (13) equivale il seguente: 


(14) 


1,12 2 
_ J g0]j t,) 

tf ' til A 




(15) 


ddi 


1_ 

A* 


= sen* to 




dalle quali eliminando sen* to si ha la: 




+ 


A l^AS 



relazione fra i raggi ti , tii di due sezioni normali a tangenti sferoconiugate. Se to = 90“, 
le (14), (15) danno i raggi d, dy eguali ai raggi S, Sj; dunque: 

In un punto qualunque di una data superficie curva, le linee di curvafura Jianno 
le tangenti sferoconiugate. Le sole linee o-rtogonali che abhiano le tangenti sferoconiugate 
sono le linee di cwvatwra. 

Noi riterremo che il raggio A non varii che al variare del punto {x,y ,x) sulla 
data superficie. Cio ha luogo per es. supponendo che le inviluppate siano sfere di raggio 
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costante, o sfere passanti per uno stesso punto date nello spazio, o sfere aventi i 
rispettivi eentri in un date piano, ecc. 

Cio premesso, le formole (11), (14), (15) esprimono che in un punto dato di una 
superficie curva data, qualunQue siano due sezioni normali a tangenti sferoconiugate, 
comprendenti I’angolo co e aventi i raggi di curvatura d,di, le quantitd: 



sono costanti. 

5. Siano 6, 01 gli angoli che le due rette (a, (a,, Pi, Yi) comprendono con 

una linea di curvatura della data superficie, nel punto («, «/, z). Avremo, pel noto 
teorema di Euleeo: 

1 cos^6 , sen® 6 1 cos® 6i , sen®6i 

^ ~ 6 §1 ■ 


Questi valori sostituiti nella (14) danno: 


ossia : 


(16) 


cos 9 . cos 01 . sen 6 . sen 9i cos (6 - 6i) 

_ I _ - 

taug 9 . tang 9,==— ^ ^ , 

A~s7 


relazione fra gli angoli che una linea di curvatura fa con due tangenti sferoconiugate. 
(3ioe: 

In m. punto dato di ima data superficie curva, il prodoUo delle tangenti trigono- 
m^rieJie degli angoU che due rette tangenti sferoconiugate qualsivogliano fa/nno con una 
stessa lima di curvatura e costante. 

Segue da do: 

In ptmto dato di una data superfizne curva, le eoppie di rette tangenti sfero- 
eovm^ate sono in imokmom. 

Le rette doppie di questa involuzione sono le tangenti di queUe due sezioni 
nom^i, ^ualm^te mdinate ad una stessa linea di curvatura, per le quali il raggio 
del OTcedo oscalatore e ttguale a A. Tidi rette doppie s©no real o inunaginarie se- 
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condo che le quantita: 

l_l 1__1 

AS’ A 5i 

abbiano segni contrari o eguali. 

E ovvio che per dedurre le proprieta delle tangent! coniugate di Dtjpin da quelle 

dimostrate in questa nota, basta porre ^ = 0- 

6. Dati 1 coseni (a , p , y) della direzione di una retta tangente alia superficie (1), 
proponiamoci di trovare i coseni («i , Pi , Yj) della tangente sferoconiugata. 

Indicando con a,b,c i coseni degli angoli che la normale alia superficie (1) nel 
punto {x, y,x) fa cogli assi, si ha: 

a = P , b = ? . c ^ , 

e derivando rispetto ad s, arco di una linea qualsivoglia tracciata sulla superficie data 
e toccata dalla retta (a , p , y) nel punto {x,y,x): 

a{'\^p^-\-q^-{-r‘)' + = la. Wip + WiY 

b + b' = 7liOi “{“ TYl^ -j— 

e • 

Si moltiplichino queste equazioni ordinatamente per a, , Pi , Yi e si sommino i risultati : 

{a'ai-j-S'Pi-|-c'Yi) = laax-\^l\ (pTi Ypi) 

+ TOpPi-fOTi(Yai+aY,) 

4- WYYi 4-«i (aPi+Poti), 

quindi la (12) potra scriversi cosi: 

«! (a - Affi') -h Pi (P - AJ') -f Yi (y - = 0 . 

Da questa equazione e dalle: 

aai 4- jpj + CYi= 0 , a? 4- pf 4- Y? = 1 

si ricava: 

bq-c^-L{bd- eb') „ ca-aq- A (ea'—ac') __a^-ba- A {ah' -ba) 

= — , Pj _ - , Yi — I 
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ove: 

1 + — 2A(a'a4-6'p + e'7). 


Ora, per una formola di Ossian Bonnet*) si ha: 




cos® 6 , sen® 6 

¥ 


ossia, introducendo il raggio d mediante il noto teorema euleriano: 


a'®+&'®+e'® = - 


5 B,d 


Inoltre si ha: 


onde : 


¥ 

A® 


a'a. + i'p -j- c'y = ^ , 


A dj \S d) Ui d) • 


I coseni degli angoli che fa cogli assi la tangente coniugata ordinaria di quella 
data per mezzo de’ coseni (a , P , 7) sono proporzionali alle qnantita : 

be' — cb' , cct! — ad , ab' — ba! , 

dunque, perche la tangente sferoconiugata eoincida colla coniugata dupiniana, dev’essere : 

b^ — cp eg — — ba 

be' — cV ea' — ad ab’ — ba! ’ 

da cui si hanno le: 

a : P : Y = a ; 6' ; c' 

che sono le equazioni di una linea di curvatura, date dal prof. Brioschi nella sua bella 
memoria sulk proprietd di tma linea tmedaia sopra una superficie **). Dunque : 

Le sole hnee di eurvafura sono dmultaneamente coniugate ordinarie e sferoconiugate. 
1 . n centre della curvatura ombelicale per la superficie inviluppata (3) h il punto 
che ha per coordinate: 

u = x—Aa, v = y — Ab , w — x — Ac, 


*) Jomiaa. caMer, pag. 9. 

**) JmnaM' M :S(Mnss e jSsIdfe. Eoma 1854. 
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il quale appartiene alia aormale della data superficie nel punto (x,y , x), eppero e 
situate sulla superficie gobba formata dalle normali della medesinia superficie lunge 
la data linea (4). Quali sene i ceseni degli angeli che fa cegli assi la nermale a questa 
superficie gebba in quel punte [u, v ,w)‘i 

Se immaginiame la retta tangente alia superficie gebba in queste punte e perpen- 
dicelare alia generatrice rettilinea {a,b,c), i ceseni della direzione di quella retta 
sene evidentemente preperzienali alle quantita: 

x ' — Au' , y' — A6' , x' — Ac'. 

Quindi i ceseni per la nermale alia superficie gebba saranne preperzienali alle quantita: 

l{x'—^c') — e{^~Kb'), c(a:'— Aa')— Ac'), a(i/'— A6') — 6 (*'— Aa') 

ciefe la nermale alia superficie gebba nel punto {u,v,to) e parallela alia retta (aj, Pi, Yi) 
tangente sferoconiugata di quella che tocca la linea data nel punto {x,y , x). 


Bologna, 3 gennaio 1861. 


22 . 

CONSIDERAZIONI DI STORIA DELLA GEOMETRIA 

IN OCCASIONE DI UN LIBEO DI GEOMETEIA ELEMENTAEE PUBLICATO A EIRENZE. 


Jl Politecnico, volume IX (1860), pp. 286-323. 


1. II signor Lemonnier, gia benemerito deiritalia per averle date bellissime edi- 
zioni delle migliori opere letterarie, merita ora la nostra riconoscenza anebe per la 
publieazione di ottimi trattati di matematicbe elementari. Neiragosto 1856 usciva 
alia luce il Trattato d’Anitmetica di Giuseppe Bertrand, tradotto in italiano dal pro- 
fessore Giotanni Noti; scorsi appena due mesi tennero dietro il Trattato d’ Algebra 
Elementare dello stesso Bertrand, tradotto dal professore Enrico Betti, e il Trattato 
di Ttigmometria di Alfredo Serret, tradotto dal professore Antonio Ferrucci. Tin 
anno dopo si publicavano dallo stesso editore gli Elementi d’Aritmetica, scritti dal 
professor Noti, percb^ servissero d’avviamento al Trattato del Bertrand. Ora da quattro 
mesi e uscito il Trattato di Geometria Elementare di A. Amiot *), tradotto dallo stesso 
professor Noti, e ci viene anche promesso un trattato d’algebra superiore, opera ori- 
ginale del professor Betti, gia note per sue profonde ricercbe in questa materia **). 

II merito di queste interessanti publieazioni non puo esser ritratto in brevi parole, 
ae puo appieno seatksi se non da cbi le abbia avute in mano, e con diligenza stu- 
iiate. Non solo sqno state seelte le migliori opere originali fra le recentissime, ma 


^ ZVttSoto di Groometria elementare, di A. Amiot. Prima traduzione italiana con note ed 
ag^nnte di GiovaiiiH Novi, profi^sore di meccanica nel liceo militare di Firenze, Con un 
atlante di 59 tavoie. Eireaze, Felice Lranonnier, 1858. Pr^ao: paoli 12. 

EgM 6 uno de’ (aUsinMSoTi degH Anttcdi di matenudica pura ed appUcata, periodico 
biawp at l e da wa. abne si {Mbblica in Poma, e fa seguito ai eessati AnnaM di sdenze ma- 
femoM^dae e Gli a|M «^piWpri sene i professorii Fkancesco Bbioschi (Pavia), Angelo 
Gtedtoeem e , 
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anche furono arriccliite ed ampliate con preziose note ed aggiunte, clie ne accrescono 
singolarmente il pregio. Cosi, per le utili fatiehe de’ chiari uomini nominati, noi pos- 
sediamo attualmente ottimi trattati d’aritmetica, d’algebra, di trigonometria e di geo- 
metria. Facciamo voti che si eccellenti principj siano seguiti da cose maggiori. 

2. Non e mia intenzione occuparmi qui di tutte le opere sopra indicate, ma di 
quella sola che pin recentemente e uscita alia luce ; voglio dire del trattato di geometria. 
L’ opera originale porta per titolo: Logons nouvelles de geometrie- SUmeniaire par M. 
A. Amiot; di questa ho sott’oechi la prima edizione (Paris 1850); ma la traduzione 
sembra fatta sopra un’ edizione pin recente, il che deduce da qualche lieve aumento 
che trovo nel testo della traduzione, senza che il traduttore lo aggiudichi a se. Del 
concetto di quest’opera e a lungo e con molta dottrina discorso nella prefazione, con 
cui il professore Noti ha incominciato il suo lavoro. Tale concetto e quello di assi- 
milare, per quanto e possibile, le recenti teorie geometriche, sorte col progresso della 
scienza, alle dottrine che costituirono fin qui gii antichi Mementi. La geometria ele- 
mentare da Euclide e da Aechimede in poi era rimasta pressoch^ stazionaria sino al 
nostro secolo : i geometri che succedettero a que’ due ampliarono piuttosto la dottrina 
delle sezioni coniche ed altre parti della scienza, meno elementari. Soltanto nel secolo 
presente, e sopratutto per opera di Caenot*), Poncelet **), Gergonne ***), Stei- 
NEEt), CHASLEstt), MoBius t*), ecc., fu dato uno straordinario impulse alia geometria, 


G^om6frk de position. Paris 1803 — De la correlation des figures, en Geometric. Paris 
1801. — Essai sur la tMorie de^ transver sales. Paris 1806. 

**) TraiU des proprieUs projectives des figures. Paris 1822. — Memoire sur les centres des 
moyennes harmoniqueSj nel tomo 3.^^ (1828) del giornale di Crellb (Journal filr die reine und 
angetaandte Mathematik, herausgegehen zu Berlin von A, L. Crblle) — Memoir e sur la tMorie 
generate des polaires reciprogues, nel tomo 4.® d. g. — Analyse des transver sales, appliquee d 
la recherche des proprietes projectives des lignes et sur faces y nel tomo 8.® (1832) d. g. 

^**) Annales de matMmatiques pures et applique^, 1810-1881. 
t) Systematische Entwickelung der Ahhdngigkeit geometrischer Gestalten von einander. 
Berlin 1832 (opera classica di eui non 6 publicata che la prima parte; qiiando Pautore vorr^ 
darci le altre ?) — Monatsherichte der Berliner Akademie — Giornale di Crellb, ecc. 

ft) Apergu^ Mstorique sur Voingine et le developpement des methodes en geometrie, suivi d’lm 
Memoire sur deux principes g€n6raux de la science: la duality et Vhomographie. Bruxelles 1837. — 
Annales de GsRaoNNE — M^moires de VAcadAmie de Bruxelles — Correspondance math&matique 
et physique de Qubtelbt. Bruxelles 1824-1838. Comptes rendus de VAcad4mie des sciences de 
Paris — Journal de M. Liouvillb — TraiU de GCom^trie Sup6rieure. Paris, 1852. ^ 

t*) Der ’baryoentrische Calcul. Leipzig 1827. — Lehrhuch der Statik. Leipzig 1837 — Gior- 
nale di Crelle — AJbhandlungen der K. Sdchsischen Gesellschaft der Wissenschaften, — Berichie 
ilher die Verhdndlungen der JT. Sdoh. Geselt. der. IFiss. zu Leipzig. 


Cremona, tomo I. 


12 
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e si crearono tante nuove teorie, che mutarono faccia alia scienza, si nelle regioni 
elevate che nelle pin elementari. Molte fra le nuove dottrine sono, come giustamente 
osserva il professor Novi (prefazione, pag. VI) , piu facili di eerte parti della geometria 
solida, ben inteso purche vengano convenientemente limitate nella loro estensione; e 
quindi giusto e ragionevole farle entrare ueH’insegnamento elementare. Inoltre si sta- 
bilirono nuovi principj (come quello de’ segni) pe’ quali non solo le recenti, ma anche 
le antiche teorie divengono suscettibili d’una esposizione piu semplice e piu generale. 
Di qui I’assoluta necessita di trasformare i vecchi libri destinati all’istituzione della 
gioventu per render questa partecipe anche degli straordinari progress! dovuti al nostro 
secolo. La convinzione di siffatto bisogno ha appunto guidato I’Amiot nella compilazione 
delle sue Lemons noiwelles de geometrie; e la stessa convinzione, anche piu sentita, 
condusse il professor Novi a tradurre quest’opera, ampliandola considerevolmente in 
quelle parti che concernono le moderne dottrine. 

Gli aumenti dovuti al traduttore consistono sopratutto in dieci note aggiunte, desti- 
nate quasi esclusivamente alio sviluppo delle teorie recenti soltanto abbozzate nel 
testo. Ma anche in questo occorrono spessissimo brevi note, poste dal traduttore, alio 
scopo di indicare nuove conseguenze de’ teoremi esposti dall’autore, o piu semplici 
dimostrazioni, o maniere piu general! di considerare certi argomenti. 

Il volume h di 514 pagine; 196 spettano alia geometria piana; 186 alia solida; 
132 alle dieci note aggiunte in fine dell’opera dal traduttore. 

3. La geometria piana e divisa in quattro lihri. Il primo di quest! e intitolato : la 
Unea retta e la linea speemta, e si coinpone di sn capitoU che trattano ordinatamente 
delle seguenti materie : Della comune mmira di due linee e del loro rapporto. — Angoli. 
— D^a perpmdicolare e delle oblique. — Delle rette parallele. — Triangoli. — Poligoni. 

Da questa enumerazione ciaseuno scorge che 1’ autore, benche merit! molta lode pel 
mode con cui ha in generale ordinato le materie nel suo libro, pure per quanto con- 
ceme k prima parte di esso, appartiene a quella schiera di trattatisti a cui dirigonsi 
le s^enti parole del Montocla *) : 


* Cest sur-tout a ses Semens qu’EucLiDE doit la cdkbritd de son nom. Il ramassa 
dans cei ouvrage, le meilleur encore de tons ceux de ee genre, les vdritds dldmentaires 
de la gdomdtee, ddconvertes avant lui. Il y mit cet enchainement si admird par les 
mmarn de larigoear gdomdtrique, et qui est tel, qu’il n’y a aucune proposition 
qoi D’ait des rapports nde^aiies avec celles qui la precedent on qui la suivent. En 
rm divers gdomelres, a qui Farrangement d’EucLiDE a ddplu, ont tdchd de le reformer, 
SMisiimrte atteiste Ala fOrce ddmoastiations; leurs effortes impuissans ont fait 


*5 i 


Paris tom. I, pajrt. I, liV. IV. 
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voir combien il est difficile de substituer k la chaine formde par I’anciett gdometre, 
une chaine aussi ferme et aussi solide, Tel 6toit le sentiment de I’iUnstre Leibniz, 
dent rautorit6 doit etre d’un grand poids en ces matieres ; et Wolf, qui nons I’apprend, 
convient d’avoir tent^ inutilment d’arranger les v^rites gdom^triques dans un ordre 
different, sans supposer des choses qui n’^toient point encore ddmontr^es, ou sans se 
reltcher beaucoup sur la soliditd de la demonstration. Les gdometres anglais, qui 
semblent avoir le mieux conserve le gollt de la rigoureuse geometrie, on toujours pensd 
ainsi ; et Ebclide a trouve chez eux de zeies defenseurs dans divers gdometres habiles. 
L’Angleterre voit moins edore des ces ouvrages, qui ne facilitent la science qu’en 
I’enervant ; Ebclide y est presque le seiil auteur eiementaire connu, et Ton n’y manque 
pas de geometres. 

“ Le reproche de desordre fait a Ebclide, m’oblige a quelques reflexions sur I’ordre 
pretendu qu’affectent nos auteurs modernes A'Elemens, et sur les inconveniens qui en 
sont la suite. Peut-on regarder comme un veritable ordre, celui qui oblige ^ violer la 
condition la plus essentielle a un raisonnement geometrique, je veux dire, cette rigueur 
de demonstration, seule capable de forcer un esprit dispose a ne se rendre qu’& 
revidence metaphysique? Or, rien n’est plus commun chez les auteurs dont on parle, 
que ces atteintes portees £l la rigueur geometrique. Mais il leur falloit necessairement 
se readier jusqu’ii ce point, ou commencer a traiter d’un certain genre d’etendue, 
avant que d’avoir epuise ce qu’il y avoit a dire d’un autre plus simple, et ils ont 
mieux aime ne demontrer qu’ k demi, c’est4-dire, ne point ddmontrer du tout, que de 
blesser un pretendu ordre dont ils etoient epris. 

“ Il y a meme, a mon avis, une sorte de puerilite dans cette affectation de ne point 
parler d’un genre de grandeur, des triangles, par exemple, avant que d’avoir traits 
au long des lignes et des angles: car pour peu que, s’astreignant a cet ordre, on 
veuille observer la rigueur gdomdtrique, il faut faire les m§mes frais de demonstrations, 
que si I’on elit commence par ce genre d’etendue plus compose, et d’ailleurs si simple, 
qu’il n’exige pas qu’on s’y ei^ve par degres. J’ose aller plus loin, et je ne crains 
point de dire que cet ordre affecte va a retr6cir 1’ esprit, et a I’aecoutumer a une 
marche contraire a celle du genie des ddcouvertes. C’est deduire laborieusement plu- 
sieurs verites particulieres, tandis qu’il n’etoit pas difficile d’embrasser tout d’un coup 
le tronc, dont elles ne sont que les branches. Que sont en effet la plupart de ces 
propositions sur les perpendiculaires et les obliques, qui remplissent plusieurs sections 
des ouvrages dont on parle, sinon autant de consequences fort simples de la propridte 
du triangle isocAle? Il etoit bien plus lumineux, et meme plus court, de commencer 
a demontrer cette propriete, et d’en deduire ensuite toutes ces autres propositions 

Su quest’ argomento meritano d’essere ponderate anche le obbiezioni mosse dal 
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Dott. Baltzer*) coDtro i trattati di geometria elementare di Schlomilch e Snell, 
I’ultimo de’ quali fa un eompleto divorzio fra la planimetria reitilinea (com’ei la chiama) 
e la doitrina del cerchio, e giuage a dire : Die Einmiscliung der Kreislehre in die Pla- 
nimetrie ersclieint uns ganz iiBerflussig nnd yerkehrt **). 

E pero giustizia osservare che FAmiot fa sempre uso di diraostrazioni, contro le 
quali non si ponno elevare seri dubbi. Certo cbe esse non sarebbero tutte accettate 
dal cautissimo Erclide, il quale, a cagion d’esempio, non avrebbe parlato (testo, pag. 14) 
della bisettrice di un angolo senz’aver prima dimostrato che un angolo si puo dividere 
per meta. Ammettendo tacitamente la possibilita della bisezione di un angolo, Fautore 
da una dimostrazione assai semplice del teorema : “ Se due triangoli hanno due lati 
rispettivamente eguali e gli angoli compresi fra questi lati diseguali, il lato opposto 
al maggiore de’ due angoli e maggiore di quello che e opposto alFaltro angolo „ 
{pag. 24). Lo stesso puo ripetersi per altre proposizioni. L’ordinainento di Euclide di- 
viene necessario quando d’alcuna cosa non si voglia parlare senz’averne prima dimostrata 
la possibility delFesistenza: ragione che ha indotto molti a dargli la preferenza. 

4. Bispetto alia teorica delle parallele e noto che Euclide Fha fondata sopra una 
proposizione (postulate) ammessa senza dimostrazione; e si sa del pari che invece del 
postulate d’EucLiDE pu5 assumersi come tale alcun’altra delle proposizioni di detta 
teorica, e quindi dimostrar tutte le altre. Molti autori si sono sforzati, ma inutilmente, 
di dimostrare tutte quelle proposizioni, senz’ammettere alcun postulate. Gergonne ha 
proposto di assumere come evidente la proposizione semplicissima : 

Per un punto dato fuori di una retta data non puo condursi che una sola retta 
parallela alia data, come quella che sembra piu facile a concepirsi di qualunque altra. 

Euclide pero non poteva assumere tale postulate per ragioni dette di sopra. Il 
consiglio di Gergonne fu seguito dalFAMior, non in questa, ma in altra sua opera 
elementare di geometria **’*’). Nel libro di cui qui e discorso il postulate di Gergonne e 
dimostrato come teorema (pag. 16), dopo aver ammesso come evidente che “ se due 
nette sono, Funa perpendicolare e FaJtra obliqua sopra una terza retta, quelle due 
ptoftiagate s’ incontreranno „. 11 traduttore uota essere codesto il famoso quinto postulate 
i’EraaDE: il ehe non y del tutto esatto, perche Fenundato del quinto postulate il 


*) Die dkicMea m4 AfknlkMxit der FUfwrm wnd die AeJiriUchkeit derselbm, von Doctor 
Bsoteto Bam 2^ ifesdea 

Plammetrie von Kabil Snell. Zteeite Auflage. Leipzig 1857, 
*)**) ^ d'^is Us nomeama proarmpmes, etc. par M» A Amiot 
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Se due rette essendo segate da una terza fanno con questa due angoli interni da 
una stessa parte la cui somma sia minore di due retti, da quella parte le due rette 
convergono *). 

A pag. 30 leggiamo il teorema: 

“ Due poligoni della medesima specie sono eguali quando, ad eccezione di tre angoli 
consecutivi, le altre parti sono eguali e disposte nel medesimo ordine 

Si avrebbe potuto dimostrare anche il teorema piu generate in cui i tre angoli, 
inyece che consecutivi, fossero disposti comunque; cio^; 

“ Due poligoni equilateri tra loro sono eguali quando hanno, ad eccezione di tre, 
tutti gli angoli omologhi, eguali 

Questo teorema trovasi dimostrato nella geometria in lingua polacca di Nieven- 

OLOWSKI **) . ■* 

In una nota il traduttore pone una assai semplice dimostrazione di questa inte- 
ressante proprieta; 

“ Un poligono di n lati h determinate generalmente da 2 m — 3 condizioni 

5. Il secondo Ubro intitolato : Della circonferenza del cerchio divides! in otto capitoli, 
gli argomenti de’ quali sono ; Diametro e corde. — Tangente. — Distanza di un pmto 
da una cwconferenza. Intersezione e confatto di due cerchi. — Misura degli angoli. — 
ProUemi suite perpendicolari, le parallels, gli angoli e gli archi. — Costruzione dei 
triangoli e de’ parallelogrammi. — Problemi sid cerchio. — Poligoni inscritti e circoscritti. 

I problemi relativi alle materie trattate ne’ due primi libri, cbe da Euclide sono 
frammischiati, senz’ordine apparente, ai teoremi come lo ricbiedeva I’inflessibile rigore 
del suo metodo, sono stati dalFAMioi (sull’esempio di altri scrittori) riuniti in tre soli 
capitoli, che sono gli ultimi del secondo libro. L’ultimo problema ivi trattato e quello 
di descrivere un cerchio tangente ai tre lati di un triangolo. Le soluzioni di questo 
problema (com’e notissimo) sono quattro, cioe si hanno quattro cerchi tangent! ai lati 
di un dato triangolo, I’inscritto ed i tre exinscritti. Fra i raggi di quest! cerchi, il 
raggio del cerchio circoscritto e le linee principali del triangolo (lati, medians, bisettrici, 
altezze) ha luogo una grande moltitudine di relazioni elegantissime. Pu5 consultarsi 
in proposito I’eccellente opera del Beetschneideb (professors a Gotha) ***) ove .trovasi 
una ricca e giudiziosa raccolta di formule relative ai triangoli, quadrilateri, ecc. 


*) In molte edizioni di Euclide, come per es. nella bellissima del Pbyeard (Les Piemens 
de g&ymMrie d,’ Euclide, par F. Pbyraed, Paris 1809); i postulati quarto e quinto sono posti fra 
gli assiomi (decimo e undecimo). 

**) Geometrya, przes G. S. NievenglowsMego. Poznan, 1854. 

***) Lehrgeb&ude der niedern Geometric. 1844. 
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Nell’iiltimo capitolo, che tratta de’ poligoni regolari, troviamo dimostrate le belle 
proposizioni (pag. 63 e seg.) : 

“ Divisa iina circonferenza in n parti eguali, se uniamo i punti di divisione, a 
cominciare da uno di essi, di 2 in 2, di 3 in 3, ed in generate di in si forma 
un poligono regolare di n lati, quando i numeri n ed h siano primi tra di loro 

E nnmero h costittiisce la specie del poligono. 

“ Vi ha tanti poligoni regolari di n lati, quante nnita vi sono nella meta del nu- 
mero che esprime quanti numeri interi vi sono inferiori ad » e primi con esso 

“ La somma degli angoli interni, formati dai lati successivi di un poligono regolare 
di w lati, e uguale a 2(« — ifi) retti 

Questi teoremi sono i fondamentali nella teorica de’ poligoni stellati. 

6. Gli antichi geometri, per quanto ci consta dalle loro opere rimasteci, non con- 
siderarono che poligoni (regolari o irregolari) convessi. Boezio nella sua Geometria da 
il prime esempio, che ci sia noto, dell’iscrizione del pentagono regolare stellato nel 
cerehio. Campano*) autore d’una celehre traduzione d’EucLiDE, fatta sopra un testo 
arabo, una delle prime che siano comparse in Europa (13.® secolo) presenta il pen- 
tagono stellato come avente la proprieta d’avere la somma degli angoli eguale a due retti. 

A1 principio del secolo quattordieesimo, Tomaso Brad^vabdino (arcivescovo di Can- 
terbury) creo una vera teoria de’ poligoni stellati, che egli denomino egredienti **) 
dando il nome di semplici ai poligoni convessi. Prolungando i lati di un poligono 
sempliee, fine al loro incontro a due a due, si genera un poligono egrediente di primo 
ordine: il primo di tali poligono e il pentagono stellato. Analogamente dai poligoni 
egredienti di primo ordine si derivano quei di second’ ordine, ecc.: la prima figura 
egrediente di second’ordine e I’ettagono. Bbadwabdino enuncia il principio generate 
che la prima figura di un ordine qualunque e formata dai prolungamenti dei lati della 
terza figura dell’ordine precedents. Egli arriva, per induzione, anche al teorema: la 
prima fiigura di ciascun ordine ha la somma de’ suoi angoli eguale a due retti, e nelle 
altre figure detlo stesso ordine la somma degli angoli va aumentando di due retti 
passaado da una figura alia successiva. 

Darbeus Barbaeo nel suo trattato di prospettiva ***) mostro che i poligoni regolari 
daano taogo .in due maniere ad altri poligoni simili a quelli. Una maniera e di pro- 
laiagara© i lati fine al loro incontro a due a due ; i punti d’ incontro sono i vertici 


*5 La prijBa d^FlIuGniDB coi eommeati del Campano ftt fatta in Venezia nel 1482 ; 

manea di ^onfispMo. La r. MbHoteca in Cremona ne possiede un bello esemplare. 

aECAVABOiHi, etc. 14S6. 

. deXM pri^peMi^. isfenezia' 156&, 
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di un nuovo poligono simile al prime. L’altra maniera e di tirare tutte le diagonali 
da ciascun vertice al secondo o al terzo de’ successivi; esse formano colle loro inter- 
sezioni un secondo poligono simile al dato. Egli pero non park di poligoni egredienti. 

Al sommo Keplee *) devesi la bella proprieta che una stessa equazione ha per 
radici le lunghezze dei lati delle diverse specie di poligoni regolari d’uno stesso numero 
di lati. La denominazione di stellati puo dirsi venire da lui ; poiche egli chiama tai 
poligoni steUe, ed i poligoni regolari ordinari radicali. Prima pero di Keplee, un altro 
alemanno, Stipels aveva dedotto da una stessa equazione di secondo grade il lato e 
la diagonale del pentagono regolare**). 

Ma la teoria de’ poligoni egredienti, fondata da Beadwakdino, fu ampliata da 
Giovanni Beoscio, geometra del secolo decimosettimo. Egli ***) dimostro completamente 
le leggi date per induzione dal suo predecessore, e raise in evidenza la bella proprieta: 
potersi formare poligoni egredienti di sette, nove, undici, tredici, ... lati, in cui la 
somma degli angoli sia eguale a due retti come nel pentagono di Campano. Le figure 
di Beadwaedino sono considerate da Beosoio come poligoni ad angoli salienti e rien- 
tranti alternativamente, i cui lati non si segano. E singolare il seguente suo risultato t). 
Prendiamo, a cagion d’esempio, un ettagono regolare ordinario e dividiamone per 
raeta tutt’i lati. Intorno a ciascuna retta congiungente due punti medi consecutivi, 
si faccia rotare il piccolo triangolo che questa retta stacca dall’ ettagono, finche questo 
triangolo cada nell’ interno della figura. Si otterra cost un poligono di quattordici lati 
ad angoli salienti e rientranti alternativamente, il quale ha lo stesso perimetro del- 
I’ettagono proposto. Ora intorno a ciascuna retta congiungente due vertici d’ angoli 
rientranti successivi del poligono di quattordici lati si faccia rotare il piccolo triangolo 
da essa distaccato, finclk cada entro la figura ; risultera un nuovo poligono di quat- 
tordici lati ad angoli alternativamente salienti e rientranti, isoperimetro ai due pre- 
cedenti. Questi tre poligoni, isoperimetri fra loro, hanno per5 aree diverse, poiche il 
secondo e compreso entro il.primo, e il terzo entro il secondo. Le due figure cosi 
generate non sono altro che gli ettagoni di seconda e terza specie, nei quali siano 
state levate le porzioni interne dei lati. Tale e la singolare maniera con cui Beoscio 
forma poligoni egredienti isoperimetri a quello da cui sono derivati. 

Dope Beoscio queste belle proprieta caddero neU’obblio finche risuscitolle al prin- 


*) Harmonices mundi, libri V. Lincii Austrise. 1619. 

**) ArithmeUca integra. Nuremberg 16M. 

***) Apologia pro Arisiotele. et BuAlide, etc. Dantisci 1652. 
t) Per le notizie storico-bibliografiche mi sono giovato specialmente deU’ JjperjM historique; 
oltre poi tutte quelle fonti originali che mi fu dato di consultare. 
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cipio di questo seeolo I’illustre Poinsot, o piuttosto creonne nuovainente la teoria, 
quale noi I’abbiamo attualmente *). Fra le altre egli dimostro la proposizione che la 
somma degli angoli di un poligono stellate e eguale a 2 (m — 2A) retti, eve w e il nu- 
laero de’ lati, ed h indica la specie. 

7. II libro secondo termina con quarantasette quesiti proposti agli studies! per 
esercizio (problemi da risohere, teoremi da dimostrare) de’ quali gli ultimi tredici sene 
aggiunti dal traduttore. Fra tali quesiti notiamo i segueuti: 

Quesito a.®: e compreso nel teorema di Vitellionb **): “ Se da due punti dati si 
conducono due rette ad uno stesso punto di una retta o di una circonferenza, la loro 
somma sara minima quando siano egualmente inclinate alia linea medesima II pro- 
blema d’ inflettere da due punti dati ad una circonferenza due rette che riescano egual- 
mente inclinate aUa normale d’ incidenza e dell’arabo Axhazen ***) . 

Quesito 21.®: ‘ Se si conducono da un punto qualunque della circonferenza circo- 
scritta ad un triangolo le perpendicolari sui lati, i piedi di queste perpendicolari sono 
in linea retta „ . 

Questo teorema e doYuto a Servois, e fu generalizzato da QuERRErt) cosi: 

“ Se da un punto qualunque di una circonferenza concentrica a quella circoscritta 
ad un dato triangolo si calano le perpendicolari sui lati, I’area del triangolo che ha 
i vertici ne’ piedi delle perpendicolari e costante 

L’analogo teorema relative ad un poligono regolare e dato da Lhuilibr t+) : 

“ Se da un punto qualunque di una circonferenza concentrica con un dato poligono 
regolare si calano le perpendicolari sui lati di questo, I’area del poligono che ha i 
vertici nei piedi delle perpendicolari e costante 

Questi teoremi sono tutti compresi nel seguente, piu generale, enunciate da Stei- 
ner t*): 

“ II luogo di un punto tale che conducendo da esso le perpendicolari sui lati di un 
poligono qualunque, I’area del risultante poligono inscritto, avente i vertici nei piedi 
delle perpendicolari, sia costante, e una circonferenza, il cui centre e il centro del 
sistema di forze paraUele applicate ai vertici del poligono dato e proporzionali ai seni 
de’ doppi degli Migoli del poligono medesimo 


*) Journal de V Nicole poly technique, cahier 10. 

VrTHLLONis Thueingo-Poloni Opikee, libri decern. Basileoe 1572. 

’***) C^dkee thesaurus Alhazbni Arabis, libri septem ntmc primum editi, etc. Basileoe 1572. 
t) Annates de Gee«}ONnb, t. XJV. 

■ft) Bibliotlkqnce wmersetle, an. 1824. , 

■f*) Gierrude di Ceeub, tomo I. (1^). 
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Quesito 23.°: “ Costruire im triangolo equilatero i cui vertici siano sopra tre cir- 
couferenze concentriclie „ . 

Questo problema e un case del seguente trattato da Carnot*), Lame**) e Bel- 

LAVITIS ***) : 

“ Costruire im triangolo simile ad un date, e che abbia i vertici a date distanze da 
un punto dato 

Quesito 25.°: “ Costruire un triangolo eguale ad un triangolo dato, ed i cui lati 
passino per tre punti dati „ . 

Problema analogo al seguente risolto da Newton t) : 

“ Costruire un triangolo che sia eguale a un dato ed abbia i vertici sopra tre rette date „ . 

Newton risolve anche il seguente ft), enunciate la prima volta da Wallis: 

“ Costruire un quadrilatero che sia simile a un dato ed abbia i vertici sopra quattro 
rette date 

8. II ter 0 o Ubro che porta per titolo : Belle linee proporsionali e quello che contiene 
im breve saggio delle moderne teorie. I cinque capitoli di cui esso si compone trattano 
de’ seguenti oggetti : Trasversali nel triangolo. — Trasversali nel cerchio. — Bivisione 
armonica delle linee rette. — .4sse radicale di due cercM. JRapporto armonico. Involimone. 
— Similitudine. — Problemi sulk linee propornonali. 

he note aggiunte dal traduttore, ad eccezione delle prime due, sono destinate a 
dare nozioni piu estese delle dottrine troppo brevemente accennate dall’autore nel 
terzo libro. Queste note hanno per titoli ordinatamente : Metodo delle proiedoni . — 
Bapporto anarmonico. — Inmludone. — Bivisione omografica. — Centro di gravitd. 
Oenfri ddle medie a/rmoniche. — Pali e polari. Piani Polari. — Metodo delle polari 
reciproche. — Sedoni coniche. 

A pag. 95, cioe a meta del terzo libro, I’autore coinincia a far uso del principio 
dei segni; il quale, applicato ai segment! di una retta, consiste nell’assumere come 
positivi i segmenti misurati in un certo sense, e come negativi quelli misurati nel 
senso contrario. Nel far uso di questo principio, I’ordine delle lettere che indicano 
un segment© cessa d’essere indiiferente ; per es. AB indica un segmento la cui origine 


*) GComCtrie de position, § 328. 

**) Examen des diffCrentes mCthodes employees pour risoudre les probltmes de geometrie, 
1818, pag. 81. 

***) Sposieione del metodo delle equipollenze. (Memorie della Society italiana delle seienze, 
tomo XXV. Modena 1864;). 

f) PhilosophitB naturalis Prlneipia mathematiDa, anctore Isaaco Nbwtono. Genevse, 1739. 
Lib. I, lemma 26. 

ft) Ibidem, lemma 27. 
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e A; BA un segmento la cui origine e B . E si ha: AB = — BA ossia AB + BA— 0. 
Se tre punti A,B,C sono in linea retta si ha: AB-f-BC— AG = — CA, ossia 
AB BG “f' GA = 0 5 6cc% 

II signor Ghasles ha fatto uso de’ segni -f 6 — rappresentare la direzione 
de’ segment! nella sua classica opera — Traite de Geometrie Superieure. — Ma il prime 
a introdurre questo principio nella geometria e stato il signor Mobius (professore a 
Lipsia), il quale sino dal 1827 nel suo celebre Cedcolo Baricenirico lo applico non 
solo ai segment! rettilinei, ma anche agli angoli, alle superficie ed ai corpi *} , de- 
finendo chiaramente per ciascuna di queste estensioni che cosa si debba intendere per 
sense positivo e che per sense negatioo. L’illustre geometra sassone ha poi sempre 
continuato a far uso dello stesso principio in tutt’ i suoi scritti posteriori di geometria 
e di meccanica, mettendone in evidenza la grandissima utilita. Egli ebbe la fortuna 
di trovare numerosi e valenti seguaci in Germania **) ove I’uso di quel principio, 
preso in tutta la sua generalita, e divenuto universale ***) . 


*) Veggasi la nota a pag. 532 della memoria del signor Mobius: Theorie der Kreisverwan- 
discMft in rein geometrischer Darsiellung (aus den Abhandlungen der mathematisch physischen 
Classe der E. Sdeh. GesellscTuzft der Wissensehaften). Leipzig 1855. 

**) Vedi per es. : Witzschbl, Grundlinien der neuern Geometrie, etc. Leipzig 1858: libro 
ottimo per chi desiderasse introdnrsi nello studio delle modeme dottrine geometriche. — Per 
un ampio sviluppo deUa teoria del semo nelle figure geometriche veggasi: Statjdt, ISeiirtige 
zur Geometrie der Lage. Niimberg 1856-57. 

***) Considerando una retta fissa A'OA e in essa il pun to 0 come origine de’ segmenti, il 
segno -j- 0 — anteposto ad un segmento preso su questa retta serve a distinguere se esso 
sia diretto da 0 verso A, owero da 0 verso A'. Assunto il principio de’ segni sotto questo 
ristretto punto di vista, esso 5 stato generalizzato mediante un algoritmo che serve a rap- 
presentare un segmento OM inelinato ad OA di un angolo qualunque faeendo uso di coeffl- 
eienfi imaginari (veggasi: Drobisch, itber die geometrische Construction der imagindren Grdssen. 
Berkhte Uber die VerhandZungen der K. Sdeh. Gesel. der Wis. L^pzig 1848). Il primo che 
abbia rappresentato la direzione ortogonale col coeffleiente V — 1 sembra essere stato Bufin 
(Menudre sur les quantUis imaginaires nelle Philosophical Transactions for 1806), ma la rap- 
presentazione grafica de’ numeri imaginari, in modo complete, non 6 stata data che nel 1831 
da Gauss (Gsttmger gdehrte Anzdyan 1831). Su tale rappreseutazione grafica degl’ imaginari 
il professore BbliBavitis, nel 1835, (AnnaU delle sdenze del regno Lombardo^Veneto, 3.® volume) 
fondo un nuovo metodo di geometria analitica, che chiamo allora metodo deUe equasioni geo- 
metriche, e poi disse metodo delle equipollenze. Di questo metodo egli diede ulteriori sviluppi 
ed ^piicazioni in pareechie memorie posteriori (Annali c. s. 7 A volume, 1837 — Memorie del- 
I’lsmuto FenOo, l.» volume, 1843 — Memorie deOa societd ttaliana deUe scienze residente in 
Modena, tomo XXY, 1854). L’essenza di qneate metodo meraviglioso si riassume in queste 
sorpreadente risultate: tutt’ I teorerm concemenU punti sUuati in linea retta ponno essere tra- 
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Non so intendere perche Tautore non incominci prima, cioe a pag. 78, teor. 7.® a 
fare uso de’ segni + 0 — . Applicando il principio de’ segni, il teorema 7,® (di Me- 
NELAo Alessandrino) si enuncia cosi: 

“ Se i lati BO , CA , AB di un triangolo ABC sono segati da una trasversale qua- 
lunque ne’ pnnti a, h, c, si ha la relazione: 

aB . &C . cA = +• dC . &A . cB „ , 

e il 10.^^ (di Ceva*)): 

“ Le rette condotte da uno stesso punto ai tre vertici A, B, C di un triangolo 
ABO incontrano i lati rispettivamente opposti in tre punti a, b, c, tali che si ha 
la relazione: 

aB . bC. cA — — aC * 6A . cB „ . 

Veggasi la Geometrie Supenetire dello Chasles a pag. 259 e 263. 

L’ importanza d’aver riguardo al segno del secondo membro e evidentissima spe- 
cialmente nelle proposizioni reciproche delle due succitate, che sono i teoremi 9.® e 
11.® del testo. Infatti questi, quali vi sono enunciati, non essendosi fatto uso del prin- 
cipio de’ segni, hanno la stessa ipotesi con diverse conclusioni. 

Benche i teoremi 7.® e 10.® che sono i fondamentali nella teorica delle trasversali 
non appartengano a geometri recenti, pure questa teorica e essenzialmente moderna. 
Creolla il celebre Carnot **) e I’amplio moltissimo Poncelet ***) mostrandone le numerose 


sportati ed applicati a punti disposti comunque in un piano. Pare pero che le ricerehe del geo- 
metra italiano rimanessero ignote in Francia ove nel 1845 Saint-Venant espose come nnovi 
i principj dello stesso metodo, ch’egli chiam6 delle somme geometriche (Comptes rendus de 
r Academic des sciences de Paris, tom. XXI), e in Germania ove Mobius nel 1852 comunico; 
« eine Methode um von Eelationen welche der Longimetrie angeWren^ zu entsprechenden Bdtzen 
der Planimetrie zu gelangen (BericMe iiber die Verhandl. der K. Sack. Gesell. der TFm. zu Leipzig, 
16 October 1852). i] poi degno di nota che, astrazion fatta dall’uso degP imaginari, Leibniz 
aveva gi^ imaginato un calcolo geometrico: concetto arditissimo per que’ tempi, che venne 
ahilmente sviluppato da Grassmann in nna interessante e curiosa memoria: Geometrische Ana- 
lyse, Leipzig 1847, che fa parte dei Preisschriften gekrbnt und herausgegeben von der fUrst. 
Jablonow. Gesellschaft, ed anche da Mobius nel lavoro; Die Grassman' sche Lehre von Funkt- 
grbssen und der davon dbJidngend-en Grossenformen, ch’egli pnhlico in seguito alia memoria 
del Grassmann a schiarimento della medesima. Un metodo analogo a qnello del Bellavitis, 
ed applicabile alia geometria a tre dimensioni, 6 quello dei quaternioni, dovuto aH’illustre 
geometra irlandese Hamilton (Lectures on Quaternions, Dublin 1853). 

*) De lineis rectis se invicem secantibus siatica constructio. Mediolani 1678. 

**) Essai sur la tMorie des transver sales. Paris 1806. 

***) Analyse des transversales appliquAe d la recherche des proprUt€s projectives des lignes 
ei des surfaces, 1832 (tomo 8.® del giornale di Crbllb). 
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applicazioni. Se ne e oceupato anete PlCcker *) e gli sono dovute parecchie eleganti 
proposizioni. 

9. La proporzione armonica {Jiarnmiiea medietas) e le sue proprieta erano note 
anche agli anticM **). Iamblico, filosofo pitagorico del quarto secolo (dopo Cristo) rac- 
conta che essa era in uso presso i Babilonesi, e che Pitagoea Pimporto in Grecia ***). 
Suo primo nome era ozovama ; ecco la ragione di tale denominazione. Siano a,b, c tre 
grandezze in ordine decrescente; se esse formano una proporzione continua aritmetica 


si ha ^ ; se la proporzione e armonica si ha Yopposto, cioe r > - ! nella proper- 

0 G 0 C 


zione gemietrica si ha^==~. 

0 c 


Archita (quinto secolo a. C.) diede a qiiesta proporzione il nome di armonica a 
cagione del suo uso nella musica; Iamblico la chiama proporzione musicale. II primo 
scrittore presso cui se ne trovi la teoria e Nicomaco (tempi di Tiberio) native di 
Gerasa (Arabia) t). 

Lahire tf) chiama armonicali quattro rette’ uscenti da uno stesso punto e tali 
che una trasversale qualunque sia da esse divisa armonicamente. A1 sistema di tali 
quattro rette Brianceom t*) diede il nome di fascio armonico. La denominazione di 
media armcmica e di Maclaurin ttt) e quella di centro delle medie armoniche e di 
PoNCELET 1t*), I nomi di polo epolare sono rispettivamente doviiti a Servois t^*) ed a 
Gergonne %) ; quello di quadrilaiero complete a Carnot Quest’ultima denominazione 
venne generalizzata da Steiner t**), introducendo quelle di poligono completo (voUstan- 
diges Vielech)^ di multilatero completo (votlstdndiges Vielseit) ed altre richieste dagli 
ulteriori progress! della scienza. Invece dei nomi polo e polare Steiner adopera quelli 
di pdo armonico e retta armonica o semplicemente armonica t#t). 


*) Aimlyi^h^geometrimhe JEhitwickliingen. Essen 1828-31. 

Fappi Alexandrini, MathemaMcce CoUectiones a Federico Commandino in latinum con- 
ei cm^mmtariis iUmtratce. Bononiae 1660. 

***> Iambwci Chalcidensis ex Cedesyria in Nicomachi Gbeasbni Arithmeticam introduc- 
p^ventne 1668. Vedi anche Tbrquem: BulleUn de Bibliographie, etc. 1855. 
t) Hicomachi Gbeasbni, Arithmeticce, Itbri duo. Parisiis 1538! 
ft) Tmite des sections coniques, 1685. 
t*) M^wire mr ks l^nes du second ordre. Paris 1817, 
ttt) 3e Uneamm gmmetricxzrum proprietcdibm genexoMms trmtatus, 1750. 

tf*) mmire mr k$ oetUres des moyennes harmomques, 1828 (tomo 3.« del giornale di Cbelle). 

Anmdm de Gbrgonnej, tom. I. 
tom. IH. 
posMkm. 

tsfcf) Bgskmcrnsdm MnMcmdung u. s. w: 72. 

'f0l mdem, 
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II teorema : “ Se pel punto comune a due tangent! di una sezione conica si conduce 
una trasversale qualunque, essa e divisa armonicamente dalla curva e dalla corda di 
contatto „ — teorema fondamentale in questa teoria de’ poli e delle polar! e che include 
in se il teor. 6." (pag. 92) del testo — e dovuto ad Apollonio, uno dei piu grand! 
geometri dell’antichita (anni 245 a. 0.)*). 

II teorema: “ Se un fascio di quattro rette divide armonicamente una data 
trasversale, dividera armonicamente anche un’altra trasversale qualunque „ trovasi 
in Pappo **). 

A pag. 91 leggiamo che “ in un quadrilatero complete ciascuna diagonale e divisa 
armonicamente dalle altre due proposizione die sotto altro enunciate e dimostrata 
da Pappo ***). 

Anche il teorema 5.® (pag. 91) : “ il luogo di un punto tale che il rapporto delle 
sue distanze da due punti fissi sia costante e una circonferenza, ecc. „ trovasi in Pappo 
che lo enuncia come uno di quelli che entravano nel secondo libro de locis planis 
opera perduta d’ Apollonio. La stessa proposizione e dimostrata anche da Edtocio (sesto 
secolo d. C.) al principio del suo commentario t) sui Conici di Apollonio medesirao. 

I teoremi 7.® ed 8.® (pag. 93-4) estesi alle coniehe sono dovuti a Lahiee ft). 

Nella teoria degli assi radical! (testo pag. 95) la denominazione di potenm per 
denotare il prodotto de’ due segment! determinati da una circonferenza su di una 
trasversale tirata da un punto dato e dovuta a Steiner t*) ; al medesimo geometra 
sono dovuti anche i vocaboli: linea d'scfucd potenm, punto d'egual potensa. I nomi: 
asse radicale, centre radicale sono di Gaultiee da Tours ttt). In luogo di queste deno- 
minazioni PlOcker si serve delle seguenti : cor dale e punto cordale tt*). Quando due cerchi 
non si segano, il loro asse radicale vien chiamato da Poncelet corda ideale comune ai 
due cerchi t**). 

La proprieta che gli assi radicali di tre cerchi, presi a due a due, eoncorrono in 
uno stesso punto (centro radicale) ^ dovuta a Monoe. Da cui il professore Flauti (a 


*) Apollonii PerGjEI Conhiorum Ubri quatuor una cum Pappi Alexandeini lemmatibus 
et eommentariis Eutocii Asoalonit.®. Bononiae 1566, III, 37. 

**) Math. Oollect, III, 145. 

***) Ibidem, VII, 131. 

t) Apollonii Pbrgzei Conicorum libri quatuor, etc. Bononiae 1566. 
ft) Traite des sections coniques: I, 22, 23, 26, 27, 28; II, 23, 24, 26, 27, 30. 
t*) Giornale di Cehllb, tomo I (1726). 
ttt) Journal de I’ilcole Poly technique, cahier 16 (1813). 
tt*) Analytisch-geometrische Entwicklungen. Band I, S. 49-50. 

, t**) Traiti des proprUtis pr actives. 
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Napoli) dedusse il teorema, che se per un punto dell’asse radicale di due cerclii si 
tirano due corde, una per ciascun cercliio, i quattro punti d’ intersezione souo in una 
stessa circonferenza *). 

Un gran numero di teoremi relativi agli assi radicali ed ai centri radical! sono 
dovuti ai citati geometri Gaultier, PlOckeb e Steiner. 

La denominazione di rapporto anarmonico (testo pag. 100) e stata proposta da 
Chasles **) e adottata in Francia e in IngMlterra. Invece i geometri alemanni fanno 
uso della voce: doppio-rapporto (Doppelverhalfniss) introdotta da Mobius e Steiner. 
Questo doppio-rapporto, senz’avere una speciale appellazione, era stato considerate 
anche dai geometri greci. In Pappo ***) troviamo dimostrato un teorema clie in sostanza 
equivale al 7.® del testo (pag. 103), cioe: 

“ Un fascio di quattro rette date e segato da qualsivoglia trasversale in quattro punti 
il cui doppio-rapporto e costante 

Pappo dimostrat) anche il teorema reciproco che il traduttore aggiunge in una 
nota in fondo a pag. 104-5. Siccome queste proposizioni trovansi tra i lemmi di Pappo 
relativi ai porismi d’EucLiDE, cosi Chasles pensa ragionevolmente tt) che siano state 
note a questo geometra e ch’egli ne abbia fatto uso nel suo trattato de’ porismi. 

10. Nella nota IV il traduttore da un eccellente saggio delle proprietii projettive 
sviluppate nella Geometrie superieure, per figure poste si in un piano che su di una 
sfera. Tra le molte ch’egli poteva scegliere ha dato la preferenza a quelle di primis- 
sima importanza. Le teoriche s volte in questa nota sono illustrate con alcuni esempi 
celebri nella storia della scienza. Primo e il teorema: 

“ Se due triangoli hanno i loro vertici a due a due sopra tre rette concorrenti in 
uno stesso punto, i loro lati si segheranno a due a due in tre punti posti in linea 
retta. E reciprocamente, ecc. „. 

Il quale teorema h di Desargues t*) celebre geometra francese contemporaneo di 
Caetesio, Pascal, Fermat, ecc. 

Il seomdo esempio e: 

“ I lati opposti di un esagono inscritto in una sezione conica s’ intersecano in tre 
punti posti in linea retta 


*) Geometria di siio pkmo e neUo spazio, di Vincenzo Flauti. Napoli 1815. 

*♦) Mpergu Msiorique, pag. 34. 

***) Math. CoUect., VII, 137. 
t) Ibid., Vn, 13fi, 1^, 142. 
ft) Qiom^rie M^a&i&wre, preface XXI. 

t*) Boaaa, Mani^ wsueraetfe de M. Dbssakgobs pratiquer la perspective, etc., 1648. 
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Questo mirabile teorema [hexagramma mysticum) nel caso che la sezione conica 
riducasi ad una coppia di rette si trova in Pappo*), ma preso in tutta la sua ge- 
neralita appartiene a Biagio Pascal**) il noto autore delle Frovindali. 

II teorema di Pascal ha dato origine ad altre belle proposizioni di Steiner ***) , 
di KirkmannI'), di MoBiostt), di Hesse t*), ecc. 

II citato teorema di Desaegues serve di base alia teoria delle figure chiamate 
omologiche da Poncelet ttt). Diconsi omohgiche due figure le cui parti si corrispondono 
in modo che i pmti omologhi siano sopra rette concorrenti in uno stesso punto (centra 
d'ornologia) e le rette omologhe s’incontrino in punti di una stessa retta (asse d'omo- 
logia). Invece delle denominazioni; asse d'omologia, centra d'amalogia introdotte da 
Poncelet e usate dai geometri francesi, Magnus (matematico di Berlino) propose dap- 
prima le seguenti : asse di caUineadane, centra di collineadone tt*) , e piu tardi queste 
altre: asse di situasiane, centra di sitnasionei**). 

Le figure omologiche (meno il nome) erano gia state considerate da Lahire **). 
Anzi e da osservarsi che se di una data figura piana si fa la prospettiva, indi il piano 
della figura si fa rotare intorno alia linea di terra fino a che venga a coincidere col 
piano del quadro, si ottengono in questo due figure, la data e la prospettiva, che sono 
appunto omologiche. Il punto ove viene a cadere il punto di vista e il centro d’omologia, 
e la linea di terra e Passe d'omologia. Per cui possiamo dire che le figure omologiche 
non sono altro che le figure date dalla prospettiva. 

La nota V aggiunta dal tradiittore tratta delP involuzione. La proprieta che diede 
origine a questa teoria — “ Se una trasversale sega una conica (in due punti) e i lati 
di un quadrilatero inscritto, il prodotto dei segment! compresi sulla trasversale fra 
un punto della conica e due lati opposti del quadrilatero sta al prodotto dei segment! 


«) Math. Collect., VII, 138, 139, 143, 147. 

**) Essai sur les coniques, 1640. 

***) Annales de Gbrgonnb, tom. XVIII. 
t) Cambridge and Dublin Mathematical Journal, vol. V. 

tt) Berichte iiber die Verhandl. der K. Siich. Gesell. der ITtss. zu Leipzig 1846 u. 1847. 
t*) Giornale di Crbllb, tomo XLI. Veggasi inoltre a pag. 317 I’ottimo Treatise on Conic 
Sections hg G. Salmon (third edition, London 1855), a cui ha attinto anche il professor Novi, 
ttt) TraU6 des propriety projectives. 
tt*) Giornale di Crbllb, tomo VIII (1832). 

t**) Sammlung von Aufgaben und Lehrsdtzen aus der analytischen Geometric u. s. w. 
Berlin 1833-37. 

**) Nouvelle mAthode en giomAtrie pour les sections des surfaces coniques et cylindriques, 
1673. 
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compresi fra lo stesso punto della conica e gli altri due lati opposti in un rapporto 
egiiale a quello dei segmenti similmente fatti col secondo punto della conica „ — e do- 
vuta a Desabobes *), e fu egli stesso che introdusse la voce involuzione nella geometria. 
Pero la maggior parte di quelle proprieta che ora diconsi d’involuzione di cinque 
0 di quattro punti in linea retta trovasi in Pappo **) in quarantatre lemmi del settimo 
libro delle sue Oollesioni matematicJie. Chasles e il primo che abbia considerate espli- 
citamente il case in cui uno de’ sei punti dell’ involuzione sia a distanza infinita; il 
suo conjugate venne da lui chiamato punto centrale. 

Se nel precedente teorema di Desargbes si suppone che la sezione conica riducasi 
ad una coppia di rette, si ha un teorema dimostrato da Pappo***) sotto diverse 
enunciate : 

“ Una trasversale qualsivoglia incontra i sei lati di un tetragono complete t) in 
sei punti in involuzione 

11 qual teorema puo enunciarsi anche cosi; 

“ I lati di un triangolo e le rette che ne congiungono i vertici ad un punto date 
sono segati da qualunque trasversale in sei punti in involuzione 

Devesi a Brianchon it) il teorema inverse: 

“ Per sei punti (di una retta) in involuzione si ponno far passare i sei lati di un 
tetragono complete 

In PAPPOt*) si trova, sotto altro enunciate, anche il teorema (testo, pag. 439): 

“ Le sei rette condotte da un punto qualunque ai sei vertici di un quadrilatero coin- 
pleto formano un fascio in involuzione 

Ovvero: 

“ Le sei rette condotte da un punto qualunque ai tre vertici di un triangolo ed ai 
tre punti, in cui i lati di questo sono incontrati da una retta data, formano un fascio 
in involuzione 

La proposizione inversa e: 

“ Sopra sei rette fonnanti un fascio in involuzione si ponno prendere sei punti che 
siano i vertici di quadrilatero completo 


*) Brouillm-prcQet des coniques, 1639. 

**) Math. Colled., VII, 22, 29, 30, 32, 34-56, 61, 62, 64, etc. 

«**) lUd., VII, 130. 

t) Un tetragono completo (sistema di quattro punti) h una ligura di sei lati; un quadri- 
latero completo (sistema di quattro rette) h una figura a sei vertici. 
tt) M&moire sur les lignes du second ordre, Paris 1817. 
t*) Math. Collect., VII, 135. 
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11. II prof. Novi (pag. 441-2) applica la teorica dell’ involuzione alia soluzione del 
problema: 

“ Dati quattro punti in linea retta determinare su di qnesta un quinto punto tale 
che il prodotto delle sue distanze da due dei quattro punti dati stia al prodotto delle 
sue distanze dagli altri due in un rapporto costante „. 

E questo il problema noto sotto il nome di problema della sezione determinata di 
Apollonio Sono altrettanto celebri i due seguenti problemi dello stesso geometra, 
che io abbraccero in un solo enunciate : 

“ Per un punto dato condurre una retta che seghi due rette date e determini con 
un punto dato su ciascuna di esse due segmenti il cui rapporto, ovvero il cui prodotto 
sia dato „. 

Il primo e il problema della sezione di ragione; I’altro il problema della sexione di 
spado *) **). Veggasi una semplice soluzione del primo di questi due quesiti, data da 
Flauti ***). 

12. Ora per fare qualche cenno degP interessanti argomenti delle altre note ag- 
giunte dal traduttore, e specialmente della IX (Meiodo delle polari reciproche) ci con- 
viene dare un’idea della deformazione e della trasformazione delle figure plane. 

Imaginiamo che in un piano vi sia un punto che movendosi in modo affatto arbi- 
trario descriva una certa figura. Nello stesso piano o in un altro imaginiamo un secondo 
punto mobile, il cui movimento sia collegato dietro una legge individuata al movi- 
mento del primo punto; nella qual legge entri la condizione che a ciascuna posizione 
di uno dei punti mobili corrisponda un’unica posizione dell’ altro mobile, e recipro- 
camente. Il secondo mobile avra cosi descritto una seconda figura, la quale del resto 
puo, prescindendo da idee di movimento, anche desumersi dalla prima, supposta data, 
mediante un metodo di deformazione, che tenga luogo di quella legge determinata che 
legava i due movimenti. 

Ora in luogo del secondo punto mobile, imaginiamo nel piano della figura descritta 
dal primo punto mobile o in altro piano una retta mobile, il cui movimento sia di- 
pendente, in virtu di una legge determinata, dal mote di quel punto; e debba essere 
soddisfatta la condizione che a ciascuna posizione del punto mobile corrisponda una 
sola posizione della retta mobile, e reciprocamente. La retta mobile inviluppera in 
tal modo una figura; la quale puo, fatta anche astrazione da ogni movimento, desu- 
mersi dalla prima, supposta data, mediante un metodo di trasformazione che faccia le 
veci della legge che faceva dipendere il moto della retta dal mote del punto. 

*) Math. Collect., VII. 

**) Ibidem.^ 

***) Geometria di sito. 

ts 


Cremona , tomo I, 
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II pill antieo metodo di deformazione e quello di cui fece uso primameute Alberto 
Ddeeb, celebre pittore e geometra del secolo decimoquinto *J, poi Porta **), Ste- 
viN ***) ed altri. Ecco in che consists : da ciascun punto di una figura data si conduca 
la perpendicolare (ordinaia) ad una retta fissa e si prolunghi oltre questa di una por- 
zione clie abbia coll’ ordinata medesima un rapporto costante. L’ estremo del prolun- 
gainento generera la nuova figura domandata. Con questo processo una retta si deforma 
in una retta, una circonferenza in una conica, ecc. 

STEvmt) e MTDORGEtt) fecero uso del metodo seguente: nel piano d’una figura 
data si fissi un punto dal quale si tiri un raggio a ciascun punto di quella; e su questo 
raggio 0 sul prolungamento di esso si prenda a partire dal punto fisso una porzione 
proporzionale al raggio stesso. L’ estremo di questa porzione generera una nuova figura 
simile alia data e similmente posta. Questa relazione tra la due figure venne poi de- 
nominata da Chasles t*j omofetia diretta o inversa secondo che i raggi non vengano o 
vengano prolungati oltre il punto fisso (centra di omotetia o di similitudine). 

Una circonferenza non puo avere per sua linea omotetica che un’altra circonferenza 
(testo pag. 217). Due circonferenze sono a un tempo omotetiche dirette e omotetiche 
inverse; cioe hanno un centre di omotetia diretta (centre esterno) e uno di omotetia 
inversa (centre interne), i quali non sono altro che le intersezioni delle tangenti esterne 
e delle tangenti interne comuni ai due cerchi. Questi punti dividono armonicamente 
la retta che unisce i centri di figura de’ due cerchi. 

Tre cerchi, presi a due a due, danno luogo a tre centri di omotetia diretta e a 
tre centri di omotetia inversa; e si ha il teorema che i tre centri di omotetia diretta 
(ovvero due centri d’ omotetia inversa con uno d’ omotetia diretta) sono in linea retta. 
Il qual teorema da Fussttt) e attribuito a D’Alembert, ma Elauti tt*) crede che fosse 
note anche ad Apollonio, e che entrasse come lemma nel di lui trattato de tactiohihus. 
La dimostrazione da vedersi in MoNOEf^). 

Succede il celebre metodo delle planiconiche di Lahire%), del quale ho gia fatto 


*) InstUidiones geometricce, etc. 

**) JElementa curvUinea, etc. 

***) Oeuvres maiTiemcdiques de Simon Steven de Bruges. Leyde 1634. 
t) Ibidem. 

ft) H suo trattato sulle conicfie (1631) h il prime che venisse publicato in Francia., 
t*) Annedes de Gergonne, tom. XVIII. 
ttt) Nova Acta Petrop., tom. XIV. 
ft*) Geometria di sito. 
t**) GdomAtrie descriptive, 7. edition 1847. 

*,(,) NouveUe mMhode en g&ym6trie ptour les sections des surfaces conigues et cylindriques. 
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menzione altrove. Nel piano della figura data si fissino due rette parallele ed un punto; 
Lahire cliiama formafrice e direttrice le due rette, polo il punto fisso. Da ciascun punto 
della figura data si tiri una trasversale arbitraria che incontri la formatrice e la di- 
rettrice in due punti, il secondo de’ quali si unisca al polo; e pel primo si tiri la pa- 
rallela alia congiungente. Il luogo geometrico del punto in cui questa parallela incontra 
il raggio condotto dal polo al punto della figura data sara la figura deformata richiesta. 
Le figure ottenute con questo processo sono quelle medesime cbe Poncelet chiamo omo- 
logiche, e che egli stesso e Chasles insegnarono a costruire anche con altri metodi *). 
11 polo e da Poncelet chiamato centra d’omologia, e la formatrice asse d’omologia. Nelle 
figure di Lahire ciascuna retta congiungente due punti oraologhi passa pel polo, e 
ciascun punto intersezione di due rette omologhe cade nella formatrice: proprieta che 
costituisce appunto il carattere distintivo delle figure omologiche. 

I metodi di Durer e di Mtdorge ponno essere considerati come casi particolari 
del precedente ; per ottenere il primo basta supporre il polo a distanza infinita ; per 
ottenere I’altro dee supporsi a distanza infinita la formatrice. 

Altro celebre metodo di deformazione e quello date da Newton nel lemma 22.“: 
Figuras in alias ejusdem generis figuras mutare del 1.® libro dei Frincipia**). Secondo 
questo metodo, nel piano di una figura data si assuma come fisso un parallelogrammo 
OABC; da ciascun punto M della data figura si tiri MP parallela ad OA; sia P il 
punto d’incontro con AB. Si tiri PO che seghi BO in P' e da P' tirisi P'M' inclinata 
a BO d’un angolo dato, e di tale lunghezza che sia P'M': OP' = PM: OP. Il punto M' 
cosi ottenuto genera la seconda figura domandata. 

Chasles ha osservato che le figure di Newton cosi ottenute non differiscono da 
quelle di Lahire che per la scambieTole posizione; e che per dare a quelle la stessa 
giacitura di queste basta far rotare nel dato piano la seconda figura intorno al punto 
B finchb P'M' riesca parallela a PM. Dopo tale rotazione la retta BC, considerata 
come appartenente alia seconda figura, avra preso una posizione Be. Si guidi per A 
la Ao eguale e parallela a Be. Il punto o sara il polo, e la retta BC, considerata nella 
sua primitiva posizione, sara la formatrice. 

Chasles fa inoltre osservare che il metodo di deformazione di Newton poco dif- 
ferisce dal metodo di prospettiva di Vignola (1507-1573) dimostrato da Iqnazio Danti 
vescovo d’Alatri ***). 


*) Traits des propri6t€s projectives — Trait6 de g^ometrie sup6irieure. 

**) FMl, Nat. Principia math., pag. 216 delFedizione di Genevee 1789. 

Le due regole della prospettiva pratica di M. Iacopo Barozzi ba Vignola con i com- 
mentarii del P, P. M. Ignatio Danti, etc. Roma 1583. 
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Tutt’ i laetodi precedenti sono poi compresi in quello chiamato di collineazione da 
Mobids *) Che prime ne diede la teoria, e poi chiamato di oniografia da Chasles **) 
die vi arrivo da se senza conoscere i lavori del geometra alemanno. La collineazione 
od omografia pno definirsi cosi: due figure diconsi colUneari (omografiche) quando a 
ciascun punto e a ciascuna retta dell’una corrispondano rispettiyamente un punto e una 
retta neH’altra. Nella Geomefrie siiperieiire ponno vedersi varie regole per la costruzione 
grafica di una figura collineare ad una data. E pero degno di osservazione che (trat'- 
tandosi di figure piane) due figure collineari non sono punto piu generali delle onio- 
logiclie, se non rispetto alia scambievole disposizioue, e che quelle ponno sempre essere 
cosi trasportate e fatte rotare nel proprio piano in modo da divenire omologiche. 
Questa importantissima osservazione venae fatta per la prima volta da Magnus***). 

13. Venendo ora a dire dei metodi di trasformazione, accennero per primo quello 
che PoNCELETt) osservo potersi dedurre da un porisma di Euclide. II porisma cui 
intendo fare allusione e il seguente: 

“ Dati in un piano due punti e un angolo che abbia il vertice sulla retta condotta 
per essi, se da un punto qualunque di una retta data si conducono due rette ai punti 
dati, esse incontrano rispettivamente i lati dell’angolo in due punti e la retta che li 
unisce passa per un punto datott) „. 

0 reciprocamente: 

“ Dato un angolo e due punti in linea retta col suo vertice, se intorno ad un punto 
fisso si fa rotare una trasversale che incontri i lati dell’angolo in due punti e questi 
si uniscano rispettivamente ai punti dati, il concorso delle congiungenti genera una 
linea retta t*) 

Per conseguenza: 

“ Se da un punto qualunque di una figura data si conducono due rette ai punti dati, 
esse incontreranno rispettivamente i lati dell’ angolo in due punti; la retta congiun- 
gente questi punti inviluppa un’altra figura, che e la trasformata richiesta. Se la data 
figura b una conica, anche la trasformata sara una conica „. 

Nel suo grande TraiU des proprietes projectives Poncelet ha dato inoltre il bellis- 
simo mdodo delle polari reciprocke, a cui h consacrata la nota IX del professor Novi. 


*) Giomale di Ceelle, tomo IV (1829). 

Vedi I'Apergu Mstoriqtte e le Mimoire sur deux principes, etc. ehe vi fa aeguito. 

***) Giomale di Cebulb, tomo VIII (1832). 
t) Ibidem. 

ft) SiMSON, De porismaizlMg, prop. 34. 

•}*) Pappi, Mcah, Collect., VII, 138, 139, 141, 143. 
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Ecco in che consiste tale metodo, Nel piano di una data figura sia tracciata una sezione 
conica ( direttrice) rispetto alia quale si prenda la polare di un punto qualunque della 
data figura; questa polare inviluppera la figura trasformata (phia,m3i.tsL polare reciproca 
della data). Inversamente se rispetto alia conica direttrice si prende la polare di un 
punto qualunque della seconda figura, questa polare inviluppera la prima figura. Cioe 
due figure polari reciproche sono tali che ciascuna e il luogo dei poli delle rette tan- 
genti all’altra, e simultaneamente e I’inviluppo delle rette polari dei punti dell’altra 
medesima; sempre intendendo queste polari e questi poli presi rispetto alia conica 
direttrice. La conica direttrice puo essere qualunque; talvolta si e assunta una para- 
bola*), tal’altra un’iperbole equilatera **), ma piu spesso una circonferenza ***). 

Mediante il metodo ora accennato da qualunque teorema di georaetria che involga 
sole proprieta projettive (rapporti di segmenti, intersezioni e contatti di linee) se ne 
pub derivare un altro che si chiaraa suo polare reciproco, ovvero correlativo (denomi- 
nazione di Chasles). Ma se il teorema proposto contiene proprieta metriche o rela- 
zioni angolari, allora se ne possono derivare molti altri, ciascun de’ quali corrisponde 
ad una speciale conica direttrice. 

Adduciamo alcuni esempi. 

Dal teorema dell’ esagramma mistico di Pascal: 

“ Se un esagono b inscritto in una conica i punti di segamento de’ lati opposti sono 
in linea retta „; 

deducesi il non meno famoso teorema di BRiANCHONt): 

“ Se un esagono e circoscritto ad una conica le rette congiungenti i vertiei opposti 
passano per uno stesso punto 

Dal teorema di MACLAURiNtt): 

“ Se un tetragono e inscritto in una conica le tangent! in due vertiei opposti si 
tagliano sulla retta congiungente i punti di concorso de’ lati opposti „; 
si conclude: 

“ Se un quadrilatero e circoscritto ad una conica la retta che unisce i punti di con- 
tatto di due lati opposti passa pel punto comune alle due diagonally. 


*) Chaslbs, Memoiris sur la transformation parcAolique des proprietes metriques des ftffures 
(Corrispondance math, de Qubtelet, tomes V et VI). 

**) Bobillibr, AnnaUs de Gbegonne, tom. XIX. 

***) PoNCBLBT, TMorie gdnArale des polaires redproques. — Mannhbim, Transformation des 
proprUtis mAtriques, etc. Paris 1857. 

t) Journal de Vtlcole Polytechnique, cahier 13. 
tt) De linsarum geomeiricarum preprietatibm generaWms tractatus. 
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Dal porisma di Pappo *) : 

“ Se un poligono di n lati si deforma in modo che gli n lati rotino rispettivamente 
intorno ad altrettanti poli fissi situati in linea retta, mentre n — 1 vertici percorrono 
n—l rette date, anche Fultimo vertice descrivera nna retta individuata 
si deduce; 

“ Se un poligono di n vertici si deforma in modo che gli n vertici percorrano al- 
trettante rette date passanti per uno stesso punto, mentre w — 1 lati rotano intorno 
ad w— 1 punti dati, anche Fultimo lato rotera intorno ad un punto individuate 

II teorema di Newton"*^: 

“ Date un angolo, si conducano quante trasversaJi parallele si vogliano; e dai punti 
in cui ciascuna trasversale incontra i lati delFangolo si conducano due rette passanti 
rispettivamente per due punti dati; il punto di concorso di queste due rette genera 
una conica passante pei punti dati e pel vertice delFangolo date 
puo essere generalizzato assumendo le trasversali non parallele ma passanti tutte per 
uno stesso punto; in tal caso quel teorema coincide con uno di Maclaurin ***) e 
Braikenridge t) che puo enunciarsi cosi: 

“ Se i lati di un triangolo variabile rotano intorno a tre punti fissi, mentre due 
suoi vertici scorrono su due rette date, il terzo vertice descrive una sezione conica 

Cosi enunciate questo teorema da per suo polare reciproco il seguente: 

“ Se i vertici di un triangolo variabile scorrono su tre rette date, mentre due lati 
rotano intorno a due punti fissi, il terzo lato inviluppa una sezione conica 

Il succitato teorema di Newton puo risguardarsi (siccome ha notato lo Chasles) 
quale generalizzazione del seguente di Cavaliebi it) : 

“ Date un angolo retto AOB se ne seghino i lati con una serie di trasversali pa- 
rallele, una qualunque delle quali incontri i lati OA, OB in a , J ; il punto d’ incontro 
delle aB, JA genera una conica circoscritta al triangolo AOB 

Dal teorema di STUEMt*): 

“ Tre coniche circoscritte ad uno stesso tetragono sono segate da una trasversale 
qualunque in sei punti che formano una involuzione „ ; 
si conclude: 


*) Math. Collect., VII, prezf. 

**) Frinetpia, I, lemma 20. 

***) PTtUos. transactions of the Royal Society of London, for the year 1735. 
t) Eocercitetiio geometriea de descripUone curvarum. Londini 1733. 
ft) MxercUationes geometiricce sex. Bononiae 1647. 
t*) Annates de GrBESONKB, tom. XVII. 
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“ Le sei tangenti condotte da un punto qualunque a tre coniche inscritte nello stesso 
quadrilatero formano un fascio in involuzione 

II menzionato teorema di Maclatjrin fu da lui stesso generalizzato cosi *) : 

“ Se i lati di un poligono variabile rotano intorno ad altrettanti punti fissi, mentre 
tutt’i vertici, ineno uno, descrivono linee rette, 1’ ultimo vertice descrivera una conica 

Da cui; 

“ Se i vertici di un poligono variabile scorrono su altrettante rette date, mentre tutt’ i 
lati, meno uno, rotano intorno a punti dati, 1’ ultimo lato inviluppera una conica 

Nella nota IX il traduttore da anche un saggio della trasformazione delle pro- 
priety metriche delle figure, giovandosi del citato opuscolo del Mannheim. 

14. Nella nota III il traduttore offre un breve ma sugoso cenno del metodo delle 
proiezioni — metodo che ha servito di punto di partenza ai progressi della moderna 
geometria e che tanto ha contribuito ad allargare il campo troppo ristretto delle ri- 
cerche dei geometri anteriori. Desarghes e Pascal furono i primi ad applicare il me- 
todo della proiezione conica o prospettiva alia teoria delle sezioni coniche. 

Il professor Novi park anche delle proiezioni stereograflche. Questo metodo, antico 
come I’astronomia, e fondato sui seguenti teoremi: 

1. ® La proiezione stereografica d’ogni cerchio esistente sulk sfera e un cerchio 
(teorema di Tolomeo)**); 

2. ® L’angolo di due circonferenze esistenti sulk sfera e eguale all’angolo delle loro 
proiezioni stereograflche (teorema di Robertson); 

3. ® Il centro del cerchio in proiezione e la proiezione del vertice del cono circo- 
scritto alia sfera secondo il cerchio messo in proiezione (teorema di Chasles). 

Per le propriety della proiezione stereografica veggansi le memorie di Chasles, 
Quetelet, Dandelin negli Annali di Gergonne, tomi XVIII e XIX, e nelle Memorie 
delV Accademia di Bruxelles. 

Di questa teoria lo Chasles ha fatto una magnifica generalizzazione, sostituendo 
alia sfera una superficie qualunque di second’ ordine, e ponendo il centro della proie- 
zione in un punto qualunque dello spazio***). 

La nota VII (pag. 461) tratta del centro di gravity e del centro delle medie armoniche. 

15. L’ ultima nota (pag. 492) versa sulle sezioni coniche. La dottrina di queste linee 
interessantissime sorse nella scuok pktonica di Atene, insieme al metodo analitico t) 


*) PMl. Transactions of the Boyal Society of London, 1735. 

**) Planisphcerium. 

***) Apergu historiqvs, Note XXVIII. 
t) AUudo all’analisi geometrica degli antlchi, non a metodi di caloolo. 
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ed alia teoria de’ luoghi geometrici (380 a. C.). Aristeo (350 a. C.) scrisse cingue libri 
sulle coniche, che andarono perduti. Scrisse quattro libri anche Euclide (285 a. C.) 
che pure si sono perduti. Archimede (287-212 a. C.) trovo la quadratura della para- 
bola e il centro di gravita d’un settore parabolico, e misuro i volunii de’ segment! 
degli sferoidi e de’ conoidi parabolici ed iperbolici *). 

Pel primo Apollonio (245 a. C.) considero le sezioni plane d’un cono oUiqiio a base 
circolare **). A lui si devono: le proprieta degli assintoti (II lib.); il teorema che e 
costante il rapporto dei prodotti de’ segment! fatti da una conica sopra due trasversali 
parallele a due rette fisse, e condotte per un punto qualunque (III, 16-23); le principal! 
proprieta de’ fuochi dell’ellisse e dell’iperbole (111,45-52); i teoremi esser costante 
I’area del parallelogrammo compreso da due diametri coniugati, e costante anche la 
somma de’ quadrat! di questi (VII, 12, 22, 30, 31); il teorema che una trasversale con- 
dotta pel punto comune a due tangent! di una conica e divisa da questa e dalla corda 
di contatto armonicamente (III, 37), ecc. A lui viene attribuito da Pappo anche il famoso 
teorema ad quatuor lineas: 

“ Dato un quadrigono, il luogo di un punto tale che, condotte da esso sotto angoli 
dati due oblique a due lati opposti e due oblique agli altri due lati, il prodotto delle 
prime due oblique sia in rapporto costante col prodotto delle altre due, e una conica 
circoscritta al quadrigono „ ***}. 

H teorema polare reciproco di questo e state dato da Chasles t): 

“ Dato un quadrilatero, 1’ inviluppo di una retta tale che il prodotto delle sue di- 
stanze da due vertici opposti sia in un rapporto costante col prodotto delle distanze 
dagli altri due vertici e una conica inscritta nel quadrilatero 

Questi teoremi e gli altri notissimi di Pascal, Brianchon, ecc. ponno dedursi come 
corollari dai due seguenti di Chasles e Steiner: 

“ Il doppio-rapporto delle quattro rette congiungenti quattro punti dati di una conica 
con un quinto punto qualunque della medesima e costante 

“ Il doppio-rapporto de’ quattro punti in cui quattro tangent! date di una conica 
segano una quinta tangente qualunque deUa medesima e costante 


*) ArchimhdiS, Opera nonnulla a F. Commandino, etc. : Ciraidi dimensio — De liiieis spi- 
raUbus — Quadratura pardboles — De conoidibus et sphceroidibuii — De aretice numero. Ve- 
netiis 1569. 

**) ApoLLONn Pbe6.S!I, Conieorum libri octo, et Seebni Antisbnsis, de seefione cylindri et 
emd librt duo. Oxoniae 1710. 

***) Vedi la dimoatrazione di questo teorema in Newton, Prindpia, I, lemma 19. 
t) Oorrespondance math, de Qubtelbt. Bruxelles, tom. V. 
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E noto die cosa s’ intende per paramdro (lafus rectum presso gli antichi ) di una 
conica. Giacomo Bemoulli ne da questa bella definizione Data una sezione piana 
di un cono a base circolare, si conduca un piano parallelo alia base e distante dal 
vertice quanto lo e il piano della sezione conica proposta ; quel piano seghera il cono 
secondo un cerchio il cui diametro e il laetus rectum o paranietro della conica data. Ora 
le tre specie di coniche si distinguono in cio che il quadrato ordinata (perpen- 
dicolare condotta da un punto della curva sull’asse trasverso) e nelFellisse minore, nel- 
I’iperhole maggiore, e nella parabola eguale al prodotto del paranietro neirascjssa 
(segmento dell’ asse trasverso compreso fra il vertice e I’ordinata). Appunto da cio pro- 
vengono i nomi di elUsse, iperhole e parabola 

Seebno contemporaneo di Pappo (400 d. C.) dimostro 1’ identita delle ellissi risul- 
tanti dal segare un cono o un cilindro ***). 

A Peoclo (412-485 d. C.) commentatore d’EucLiDE devesi il teorema: 

Se una retta finita scorre co' suoi termini sui lati di un angolo, un punto di essa 
descrive un’ ellisse t). 

Dopo parecchi secoli, la dottrina delle sezioni coniche venne ampliata da Cavalieri, 
Kobervai, Fermat, Desargttes, Pascal, Lahire, Newton, Maclauein, ecc. Primo Desargtjes 
risguardo le diverse coniche come varieta di una stessa curva, e considero le sezioni 
fatte ad un cono con piani diretti comunque, mentre per lo avanti si era sempre sup- 
■ posto il cono tagliato da un piano perpendicolare a quello del cost detto triangolo per 
I’asse. E eelebre il problema di Desaegues: 

“ Dato un cono che abbia per base una conica qualunque, qual dev’ essere la dire- 
zione di un piano segante, onde la sezione sia circolare? 

A Newton devesi il teorema tt): 

“ In ogni quadrilatero circoscritto ad una conica la retta che congiunge i pnnti di 
mezzo delle diagonal! passa pel centre 

ed anche il seguente che contiene la sua famosa descriaione organica delle coniche f') : 

“ Due angoli di grandezze costanti ruotino intorno ai loro vertici, mentre il punto comune 
a due lati descrive una retta; il punto comune agli altri due lati descrivera una conica 


*) Iacobi Bernoulli, Opera; Genevse, 1744; I, pag. 419. 

**) Pappi Al. Math. Coll., VII. 

***) Serbni Antisbnsis, de sectione cyllndri et coni libri duo. Oxoniae 1710. 
t) Procli Diadochi Lyoii in primum Euclidis Elementorum librum Commentarioruni ad 
universam mathematicam, disdpUnam principium eruditionis tradentium libri quatuor, Pa- 
tavii 1560. 

tt) Principia, lemma 25, coroll. 3. 
t* **) ) Ibid, lemma 21. 
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Se in questo enunciato si suppone un angolo nullo e il suo vertice a distanza infinita, 
si ha un altro teorema, gia dato dall’olandese G-iovanni De Witt: 

“ Tin angolo di grandezza costante roti intorno al suo vertice, e pel punto in cui un 
suo lato incontra una retta fissa si conduca una retta in direzione data ; il punto in 
cui questa retta incontra 1’ altro lato genera una conica 

Le teoriche modeme hanno fatto scoprire innumerevoli nuove propriety delle co- 
niche, le quali sono divenute in certo modo il campo in cui quelle poterono ad esube- 
ranza spiegare la loro maravigliosa fecondita. 

Gli studios! che si applieheranno alia lettura del libro di cui qui ci occupiamo, 
troveranno nella nota X aggiunta dal traduttore le pin interessanti propriety delle 
coniche esposte con un metodo che per la sua elegante semplicita veramente corri- 
sponde alio spirito della scienza attuale. 

16 . Eitornando al nostro testo, dal quale troppo ci siamo dilungati, il libro temo e 
seguito da buon numero di quesiti proposti. Fra i primi vi scorgiaino il celebre pro- 
blema: 

“ Inscrivere in un cerchio un triangolo i cui lati, prolungati se occorra, passino per 
tre punti dati 

Questo problema nel caso particolare che i tre punti dati siano in linea retta trovasi 
risoluto in Pappo*}. Preso nella sua generalita venne proposto nel 1742 da Cramee 
a Castiolione. Quest! ne lesse nel 1776 la soluzione all’Accademia di Berlino. Era 
presente a quella lettura il sommo Lagrange, il quale nel di seguente mando al Casti- 
GLioNE una sua elegante soluzione algebrica. Lo stesso problema venne poi risoluto in 
nuova maniera da Giordano di Ottajano, giovinetto napoletano allora sedicenne. Quest! 
nello stesso tempo imagine e risolvette il problema piu generale d’ inscrivere in un 
cerchio un poligono di un numero qualiinque di lati obbligati a passare per altrettanti 
punti dati **): problema del quale sono poi state date altre soluzioni da Malfatti ***) e 
da ScoRZAt). 

Geegonne risolvette ft) il problema di Cramer esteso ad una conica, ed anche il 
problema correlativo: circoscrivere ad una conica un triangolo i cui vertiei cadano su 
rette date. Il problema generale della circoscrizione di un poligono fu risoluto da En- 
CONTRE e Staintille t*). 

■?*) Maiti. Cdlect., VII, 117. 

**) GwmetTia di sito di V. Flauti. 

***) Memork ddla Societa Italianaj tomo IV. 

t) Geometria di sito. 

-ff) Anmles de Gtbhmnnb, tom. I. 

f*) lUdm. 
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Problema analogo e il segueate: 

lu ua dato poligono inscriverae ua altro dello stesso aaaiero di vertici, i cui lati 
debbaao passare per altrettaati puati dati; problema risoluto da Sertois, Gergonnb, 
Lhuilier "), Steiner **), ecc. Sail’ argomeato dell’ iscrizLone de’ poligoai ae’ poligoni 
esiste ua apposito trattato di LtrcA Pacciolo ***). 

I problemi 7-14 del testo (pag. 127) soao quelli de tactionilus di Apollonio. Essi 
poaao considerarsi come compresi ia quest’uaico: descrivere una circoaferenza tangeute 
a tre date; osservaado cbe ua puato pud risguardarsi come uaa circoafereaza di raggio 
aullo ed uaa retta come una circoaferenza di raggio infinite. La prima soluzione di 
questo problema fu data da Vieta nel suo Apollonius Gallus. Piu tardi se ne occupo 
CAMERERt). Nel secolo presente furono date semplici soluzioni da Fergola nel 1809 tt), 
da Gergonne nel 1814 1*), da PlCcker nel 1828 ttt) e da altri. 

A1 numero 22 leggiamo ua teorema di Archimede tt*) : 

“ Se per ua puato qualunque preso nel piano di ua cerchio si conducono due se- 
ganti perpendicolari fra loro, la somma de’ quadrat! de’ quattro segment! e costante 

17. II quarto libro tratta delle proprietd metriche delle figure, e divides! ia sei 
capitoli ; Misura delle superficie plane. — Helasioni fra i lati di m triangolo. — Bela- 
sioni fra i lati di un quadrilatero. — Foligoni regolari, — Misura della circonferenm ed 
area del cerchio. — Costruzione delle figure equivalenti. 

A pag. 145 si danno due dimostrazioni del teorema di Pitagora sul triangolo ret- 
tangolo; un’altra dimostrazione e aggiunta dal traduttore a pag. 141. Forse nessuna 
proposizione di geometria venae dimostrata in tante maniere diverse come questa. 
E degna d’esser notata una dimostrazione intuitiva dovuta al geometra persiano Nasir- 
Eddin da Thus, che visse nel secolo tredicesimo e fece un commento su Extclide t**). 
Tre interessanti dimostrazioni, oltre la notissima di Euclide, leggonsi nell’eccellente 
libro: Lehrbuch der Geometric zuni Gebrauche an Jibheren Lehranstalten, von D. E. Heis 


*) Annales de Gekgonne, tom. II. 

Systematische EntwicJcelung der Abh&ngigkeit geometrischer Gestalten von einander. 

***) Libellus in tres partiales tractatus, etc. Vedi anche la memoria del professor Bordoni: 
Sul moto discrete di un corpo. 

t) Apollonh, De tactionibus quee supersunt ac maxime lemmata Pappi in has ibros, etc. 
Gothse 1795. 

ft) Vedi Geometria di sito di V. Flatjti. 
t*) Annales de Gergonnb, tom. IV. 
ttt) AnalyMsch-geometrische Entwicklungen, Band I. 
tt*) Assumptorum liber, prop. 7. 
t**) Questo commento fu publicato in Eoma 1594. 
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luul V. J. Eschweilee; Kola 1858 (pag. 74 e seg.). Altra dimostrazione assai seraplice 
dello stesso teorema trovasi nelP opera dell’indiano Bhaschaea-Acharta intitolata; 
Bija Ganita or the Algebra of the Hindus, by E. Steachet (London 1813). 

Fra le proposizioni del secondo e terzo capitolo non troviaino il bel teorema di 
Pappo*): “ Se sopra due lati AB, AC di un triangolo ABC si costruiscono due paral- 
lelogrammi qualisivogliano ABDE, ACFG, sia H il punto d’incontro de’ lati BE, FG, 
prolungati se oceorra; la somma de’ due parallelogrammi nominati e equivalents al 
parallelogrammo i cui lati siano rispettivamente eguali e paralleli alle BC, AH„. 

Dal quale si conchiude facilmente il teorema di Vaeignon **) su cui riposa in mec- 
canica la teoria de’ moment! : 

“ Se sopra due lati e la diagonals uscenti dallo stesso vertice di un parallelogrammo 
si costruiscono tre triangoli aventi un vertice comune in un punto qualunque, la somma 
algebrica de’ primi due triangoli sara eguale al terzo 

A pag. 152 troviamo la formola che esprime I’area di un triangolo in funzione 
de’ lati. Sarebbe stato bene dare in seguito anche la formola affatto analoga pel te- 
tragono inscrittibile nel cercbio. L’ enunciato geometrico della formola relativa al trian- 
golo e il seguente: 

“ Un triangolo equivale ad un rettangolo di cui un lato e medio proporzionale geo- 
metrico fra il semiperimetro e la differenza fra il semiperimetro e un lato, e 1’ altro 
sia medio proporzionale geometrico fra le differenze del semiperimetro cogli altri 
due lati 

Similmente si enuncia il teorema sul tetragono inscrittibile. Il teorema sul triangolo, 
die dapprima si attribuivaaNicoLoTAETAGLiA***) e poi all’arabo Mohammed-bbn-Musa t) 
che viveva alia corte del califfo Al-Mamoun di Bagdad (nono secolo), ora e accertato, 
per le indagini del Venturi, essere dovuto ad Ebone Axessandeino, detto I’anticott), 
che visse dugent’anni prima di Cristo. Il teorema sul tetragono inscrittibile che in 
Europa venne trovato da EuLEEot*), appartiene per prioritii di tempo, all’indiano 
Beahmegupta ttt) (sesto secolo d. C.). L’opera di questo geometra venne tradotta dal 


*) Mean. Collect., IV. 1. 

**) MStnoires de l’Acad4mie des sciences de Paris, an 1719. 

***) General traftato de numeri et misure. Parte IV. Venezia 1560. 
t) MS. Verba filiorum Moysis, fiUi Schaker, M. Mahdmbti, Hambti, Hasbn (vedi: Libri, 
ERstoire des sciences maiMmaiiques en Italie). 

tt) Vedi la Dwttra, opnseolo di Ekonb seoperto e publieato dal Venturi. 
t*) Novi Commerdarii Petrop., tom. I. 

ttt) AlgtNra with Arithmetic and Mensuration from, the Sanscrit o/’Brahmbgupta and Bha- 
SOABA, translated by Colebeooeb. London 1817. 
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SEEScritto e fatta conoscere in Occidente solo nel 1817. L’illustre Chasles ha deci- 
frato e chiaramente interpretato le proposizioni troppo oscuramente enunciate nel 
testo del matematico indiano. Nel quale, oltre i due teoremi risguardanti I’area del 
triangolo e del tetragono, trovansi molte altre belle proprieta, di cui ecco qualche 
esempio: 

“ II prodotto di due lati di un triangolo diviso per la perpendieolare abbassata sul 
terzo lato dal vertice opposto e eguale al diainetro del cerchio circoscritto 

“ Nel tetragono inscrittibile, se le diagonal! sono ortogonali, il quadrato del diainetro 
del cerchio circoscritto e eguale alia somma de’ quadrati- di due lati opposti 

“ L’ area del tetragono inscrittibile, se le diagonal! sono ortogonali, e eguale alia 
somma de’ prodotti de’ lati opposti 

“ In un tetragono inscrittibile che abbia le diagonal! ortogonali la perpendieolare ad 
un lato condotta dal pun to comune alle diagonal! passapel punto medio del lato opposto 
A proposito del tetragono inscrittibile osserva lo Chasles [Apergu historique) che 
coi quattro lati a, h, c, d del medesimo si ponno formare altri due tetragon! aide, acid 
inscrittibili nello stesso cerchio ; quest! tetragon! hanno in tutto tre diagonal! e sono 
tra loro equivalenti. Si ha inoltre il seguente teorema dovuto ad Albeeto Gieaed *) : 
“ il prodotto delle tre diagonal! diviso pel doppio del diametro del cerchio circoscritto 
h eguale all’ area di ciaseuno dei tre tetragon! 

A pag. 153 del testo troviamo un teorema di Seeeno**): 

“ La somma de’ quadrati di due lati di un triangolo e eguale a due volte la somma 
de’ quadrati della meta del terzo lato e deUa sua mediana 

A pag. 160 troviamo il notissimo teorema di Tolomeo ***) sul tetragono inscritto nel 
cerchio: “ Il rettangolo delle diagonal! e eguale alia somma de’ rettangoli de’ lati 
opposti,,. Il teorema reciproco e state dimostrato da Foestemann t). 

18 . Anehe il quarto libro e seguito da buon numero di quesiti proposti per esercizio 
de’ lettori. I primi si aggirano sulla divisione delle figure. Il libro piu antico che 
tratti di questa materia e che ci sia rimasto e la BioUra di Erone. Ma su di cio 
aveva scritto anche Ehclide, e Chasles opina che a lui appartenga il trattato che 
va sotto il nome di Maometto Bagdadino (secolo decimo) tt). Questa parte di geome- 
tria fu con certa predilezione coltivata dagli Arab! e poi dai mateinatici italiani del 


*) Trigonometria, La Haye 1626. 

**) De sectione coni, 16. 

Almagestum, I, 9. 
t) Qiornale di Crbllb, tomo 13. 

ft) De superficierum divisionibus liber Machombto Bagdadino adscriptm, nunc primum 
JoHANNis Deb Londinensis et Federici Commandini UrUnatis opera in lucem editus. Pisauri 1570. 
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secolo tredicesiiQO e successivi: Leonardo Bonacci*), Ldca Paccioli**), NicolO Tar- 
TAGLIA***), ecc. 

A pag. 197 si domanda qual sia il luogo geometrico di un punto tale che la somma 
de’ quadrat! delle sue distanze da piu punti dati sia eguale ad una quautita data. 
Eisposta: il luogo richiesto e una circonferenza; teorema di EoBERVALt). 

A pag. 194 si propone il problema: trovare entro un triangolo un punto tale che 
congiunto ai vertici dia tre triangoli equivalent!. Questo problema e di Oronzio 
Fineo ft). 

18. Termino cio che mi ero proposto di dire intorno alia parte del testo che tratta 
della geometria piana, coll’osservare che foz’se il traduttore avrebbe fatto bene d’am- 
pliare il numero de’ quesiti proposti, pin di quanto egli abbia fatto, includendovi certi 
. problemi cha hanno molta importanza per se, o che sono divenuti celebri nella storia 
della scienza. A cagion d’esempio: 

II problema di LAORANOEt*); Dati tre punti A, B, C trovare la base comune de’ tre 
triangoli AXY, BXY, CXY conoscendo le differenze de’ loro angoli ne’ vertici A, B, C, 
non che i rapporti fra i rapporti AX: AY, BX: BY, CX: CY de’ loro lati. 

Il problema di LamI) ttt): Costruire un triangolo conoscendone due lati e la bisettrice 
dell’angolo da essi compreso. 

II problema: Determinare il punto da cui sono veduti i lati di un dato triangolo 
sotto angoli dati. 

Il problema di Fergola ft*): Date ti'e circonferenze aventi un punto comune, con- 
durre per questo una retta in modo che negli altri punti di segamento venga divisa 
in due parti di rapporto dato. 

(Di questi quattro problemi ponno vedersi le semplici soluzioni ottenute col me- 
todo delle equipollenze dal professor BELLAViTist**)). 

II problema di Malfatti: In un dato triangolo descrivere tre cerchi che si tocchino 
fra loro e ciascuno de’ quali tocchi due lati del triangolo ; 

*) Proxiim GwmArvR, 1220. 

Summa de Arithmeiica et Geometria, etc. 1494. 

***) General trattato, ecc., e. 5. 

t) Dwers ouvroffes demafh. et physlqiie par MM. de VAcadimie B. des sciences. Paris 1693. 

ft) Oeontii PiNm DdpMnatis, de rebus matlmnattcis haetenm desideratis libri quatuor. 
Lutetise Parisiorum 1566. 

f*) M6moires de I’AcadAmie de Berlin pour 1779. 
ttt) Examen des differmtes mithodes employees pour rCsoudre les prdbUmes de geometric, 
1818. 

ff*) Memorie dett Accademia di Napoli, 1788. 

t**) SposizUme del metodo delle equipollenze, pag. 27 e seg. 
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del quale Steiner *) lia dato una- semplicissima soluzione ed una generalizzazione nel 
seguente : 

Dati tre cerclii descriverne tre altri che si tocchino fra loro e ciascuno de’ quali 
tocchi due de’ dati. 

Due problemi trattati da PlOcker**), doe: Descrivere una circonferenza die seghi 
tre circonferenze date sotto angoli dati; 

Descrivere una circonferenza che seghi quattro circonferenze date sotto angoli 
eguali. 

Ecc., ecc., ecc. 


Cremona, 28 marzo 1859. 


Dott. Luigi Cremona*"*^). 


*) Crbllb, tomo I.Q 

**) Analytisch-geometrische EntwicJdungen, Band I, pag. 119 e seg. 

Ora che il giogo straniero non ci sta pin sul collo a imporci gli scelleratissimi testi 
di Moznik, Toffoli, ecc., che per piu anni hanno inondate le nostre scuole, e le avrebbero 
del tutto imbarbarite se tutt’i maestri fossero stati docili a seryire gl’interessi della ditta 
Gbrold — ora sarebbe omai tempo di gettare al fuoco anche certi libracci di matematica che 
tuttora si adoperano in qnalche nostro liceo e che fanno un terribile atto d’accusa contro chi 
li ha adottati. Diciamolo francamente : noi non abbiamo buoni libri elementari che siano ori- 
ginal! italiani e giungano al livello de’ progress! odierni della scienza. Forse ne hanno i Na- 
poletani che furono sempre e sono egregi cnltori delle matematiche; ma come pn6 aversene 
certa notizia se quel paese ^ pid diviso da noi che se fosse la China? I migliori libri, anzi gli 
unici veramente buoni che un coscienzioso maestro di matematica elementare possa adottare 
nel suo insegnamento, sono i trattati di Bertrand, Amiot e Serret, cosi bene tradotti e 
ampliati da quei valenti toscani, I miei amici si ricorderanno che io non ho cominciato oggi 
ad inculcare I’uso di quelle eccellenti opere. 


Milano, 9 maggio 1860. 


L. C. 
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INTORNO AD UN’ OPERETTA DI OTOVANNI CEVA 

MATEMATICO MILANESE DEL SECOLO XVD. 


SMsta gimiasiale e delle Seuole teeniehe e reali, t. VI (1859), pp. 


Intendo parlare di un breve opuscolo, stampato in Milano nel 1678 ed avente per 
titolo; De lineis rectis se invicm secantibus statica constructio. Ne e autore Giovanni 
Ceva, milanese, una nostra gloria dimenticata o poco nota fra noi, malgrado che un 
illustre geometra straniero, il signor Chasles, ne abbia fatto onorevole raenzione nella 
sua celebre opera: Aper^u historique sur Vorigine et le developpemenf des niethodes en 
geomeirie. 

L’opuseolo di cui si tratta e dedicate a Ferdinando Carlo duca di Mantova. 

Nel proemio narra I’autore com’ egli adolescents cercasse negli studi un conforto 
a’ suoi infortunl. Dedicatosi alia geometria, quae et rerum varietafe et genere ipso caeteris 
(scientm) anteire visa est, innamorato delle somme opere di Apollonio, Arohimede, 
Pappo e degli altri grandi anticbi, sciolse le vele ai venti sperando che alcun caso 
felice gli facesse trovare nuovi lidi e inesplorate region!. Come tutti i geometri di quel 
tempo, incomincib suoi tentativi vaneggiando dietro la quadratura del cerchio. Quante 
illnsioni, quanti disinganni in quelle inutili ricerche! Ter mihi conciliata recti et curvi 
dissidia insomnes metes persuasere, ter normam fugit figura contumax et temx sui. Tamen, 
td frustTcdis semel iterumque Tahoribus lux aliqua spesque nova subinde oriebatur, tandiu 
relabenti saxo Sisyphus pervicax inhaesi, donee adhibita novissime irrito successu indi- 
visibilia Gavallerii omnem animi pertinctciam domuere. Visto adunque riuscir vano ogni 
sforzo; cadutagli aneo I’estrema speranza riposta in quel potente stromento di ricerche, 
che h grande gloria del nostro Cavalieei; mancando oltraccio a quel tempo il mezzo 
di convincersi a priori della vanita di quei tentativi, il Ceva stimo che non senza alto 
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consiglio fosse posto tal freno alle menti umane, e accetto come dono di Dio e con- 
forto alle patite delusioni quelle novita in cui ebbe a scontrarsi, e che formano il sog- 
getto del libro. Imperocche (com’ei continua a narrare) messi da parte gli ordinari 
apparati dell’antica geometria, giovandosi invece di considerazioni desunte dalla mec- 
canica, gli avvenne di scoprire cose certamente nuove per quel tempo. La novita e 
r efficacia del metodo da lui trovato lo persuasero a farlo di pubblica ragione, lusin- 
gandosi che altri avesse a perfezionare ed ampliare Topera sua. Vana speranza, poiche 
pare che il suo libro passasse immeritamente inosservato o cadesse presto neU’obblio. 

La ingenua modestia di quel giovane, certamente * nato e cresciuto a nobilissimi 
sensi, risplende soprattutto nella conclusione del proemio. Non desiderio di fama, ei 
dice, lo spinse a pubblicare questo libro, poiche qual fama sperare in tanta abbon- 
danza e celebrita di autori ? Solo confida e fa voti che il suo lavoro riesca di alcuna 
utilita e compendiosita nelle ricerche geometriche. Chiede perdono al lettore, s’ei 
trovera parecchie cose quibus desit suprema manus, e se ne scusa con cio che dallo 
studio troppo lo distrassero altre cure ed anche amicorum et familiarium querimoniae 
male in Ms collocatum iuventutis florem existimantium. Che se pur qualche cosa parra 
non del tutto spregevole, Fautore invita ad averne intera gratitudine al suo maestro 
Donato Rossetti, cuius primis institutionibus, si quid in me est bonarum artium, debeo, 

I pregi di questo opuscolo sono molti e lo rendono degnissimo d’essere meglio 
conosciuto. Mirabile la semplicita e Feleganza del metodo statico col quale Fautore 
svolge la maggior parte del suo lavoro. Soprattutto reca sorpresa il trovare qui alcuni 
elegantissimi teoremi che si direbbero appartenere alia moderna geometria segmentaria, 
e che infatti vennero generalmente attribuiti a geometri posteriori al Ceva. 

L’opuscolo consta di due parti, la prima delle quali soltanto corrisponde al titolo 
del libro. Essa si divide in due libri, ciascuno distinto in proposizioni. Il primo libro 
incomincia con certi assiomi e lemmi che sono propri della statica ed invero si riferi- 
scono ai centri di gravita de’ sistemi discreti. Poi seguono cinque proposizioni fonda- 
mentali, che Fautore denomina elements II secondo elemento puo enunciarsi cosi: 

Dai vertici A, B, C diun triangolo qualsivoglia ABC (fig. 1.*) si conducano tre rette 
concorrenti in uno stesso punto 0 e incontranti rispettivamente i lati opposti ne' punti 
A', B', O'; inoltre ai vertici A, B, C si suppongano applicati tre pesi (o tre forze paral- 
lele in dire^ione arbitraria) di grande^ise proporzwnali ad a, b, c, per modo che si abbia: 

(1) a: & = BC': AC' a: c = CB': AB' 
allora ne seguird: 

(2) b:c=CA^:BA! 


Cremona f tamo I. 


14 
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ed inoltre: 

( 3 ) 


i-\-c : a = AO ; A! 0 
c + a : J = BO : B'O 
a-\-h : c = CO : C'O. 


Dimostrazione. In causa delle (I) il centre di gravita comune de’ pesi applicati 

in A e B e O', ed il centre dei pesi applicati in 
A e C e B'. Dunijue il centro de’ tre pesi a, h, c 
dovra cadere si sulla C'C che sulla B'B, cioe sara 
il punto 0 comune a queste due rette. Per cou- 
seguenza il centre de’ pesi i, c dovra essere nella 
AO, ossia cadra in A'. Dali’ essere 0 il centro 
de’ due pesi l-\-c a applicati I’uno in A' e 
^ I’altro in A segue la prima deile relazioni (3). 
Analogamente si dica delle altre due. 

Se 1’ enunciate del precedente teorema si ristringe alia figura che risulta togliendo 
dalla 1.* le rette AA' e BC si ha Velemmto primo. D quinto elemmto puo enunciarsi cosi; 

Sui lati di un guadrigono qualsivoglia (piano o gdbbo, convesso o concavoj ABCD 
(fig. 2.» e 3.^) si fissino quattro punti E, F, G, H in modo che fra i segmenfi risultanti 
sussista la relazione segzienU: 



( 4 ) 


AE . BF . CG . DH = BE . OF . DG . AH 


le rette EG, FH giaceranno sempre in, uno sfesso piano e si segheranno in un punto I. 
Se inolfre ai vertid del quadrigono si appliehino quattro pesi a, b, c, d in modo che si 
cMia: 

(5) a:6 = BE:AE, 6:c = CF:BF, c;d = DG;CG 
aUora sard imlire: 

(6) d: «=AH : DH 
e; 

(7) a-j-d : b-{-c = FI : HI, a + J c + GrI : EI< 

Dimosiraziom. Si moltiplichino fra loro, termine a termine, le proporzioni (5); 
imlter^: 

o : d = BE . CF . DG ; AE . BF . CG. 

Ma la rdazione (4) pud scriversi anehe cosi: 

BE . OF . DG : AE . BF . CG=DH : AH 
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dunque si avra: 

a : d = DH : AH 

il che dimostra la sussistenza della (6). Le relazioni (5) e (6) esprimono che E e il 
centre di gravita de’ pesi a, 6, F e il centro de’ pesi 6, c, G e il centro de’ pesi c, d, 
ed H 6 il centro de’ pesi d, a. Dunque il centro de’ quattro pesi a, h, c, d dovra tro- 
varsi tanto nella EG che nella FH; ossia queste due rette devono giacere in uno stesso 



de’ due pesi a->rd, 6 + c applicati in H, F, ed anche il centro de’ due pesi a + 6, c + d 
applicati in E, G seguono evidentemente le relazioni (7). A cio che precede possiamo 
aggiugnere quanto segue. Sulle rette AC, BD diagonali del quadrigono prendansi due 
punti K, L per modo che sia: 

a:c = CK:AK, 6:(?=DL;BL 
la retta KL passers! anch’essa pel punto I e si avra: 

a + c: 6 + d = LI: KI. 

Moltiplicando fra loro, termine a termine, le proporzioni: 

a:c==CK:AK, c:d = DG:CG, d:h = BL:DL, 6 : a = AE : BE 
si ottiene I’eguaglianza: 

CK . DG . BL . AE = AK . CG . DL . BE ; 
cosi pure dalle proporzioni: 

a:c = CK:AK, c:& = BF:CF, b:d = DL:Bh, d:a = AH:DH 
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si ha la: 

CK . BF . DL . AH = AK . CF . BL . DH . 

II che prova che la propriety espressa dal teorema superiore (elemento quinto) sus- 
siste simultaneamente pei tre quadrigoni ABCD, ACDB, ACBD aventi i vertici ne’ me- 
simi quattro puati A, B, C, D. 

Se nella fig. 2.® si riuniseono ia un solo i puati B, F, 0 si ha V elemento terso. 

Se Delia fig. 3.* si suppone che il punto I cada nell’ iatersezione dei lati AB, CD 
si ha Velemento quarto. 

hTelle aumerose proposizioni che teagono dietro si espoagoao svariate proprieta che 
soDO tutti corollari de’ citati elementi. Parecchie di tali proposizioni sono problemi 
ne’ quali, supposti conosciuti alcuai de’ rapporti fra i segmenti rettilinei che entrano 
nella figura di un elemento, si cercano tutti gli altri. 

Nel secondo elemento, se si moltiplicano fra loro, termine a termine, le proporzioni : 

J : c = CA' : BA', c:a = AB':CB', a:6 = BC':AC' 
si ha I’eguaglianza: 

(8) CA' . AB' . BC'=BA' . CB' . AC' 

ossia: 

Se dai nertici di un trianqolo si conducono tre rette passanti per uno stesso punto, 
esse determinano sui lati opposti sei segmenti tali, che il prodotto di tre non aventi termini 
comuni e egrnle al prodotto degli cdtri tre. 

Questo bel teorema, ora ben noto come uno de’ principali nella teorica delle tra- 
sveisali, e interamente dovuto al nostro Ceva. Prima che il signor Chasles gliene 
rivendicasse il merito, lo si attribuiva a Giovanni BernouMiI. Noi lo chiameremo il 
teorema di Ceva. 

Dalle (3) si ricava: 

a + h + c: a = AA' : A'O 
a + b + c: & = BB': B'O 
a + S + c; c=CC' : C'O 
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Cosi dalle medesime (3) si deduce: 


e pero: 
( 10 ) 


(i-\-b-\-c b-\-c== A.A! AO 
Oi-\-b-\-c‘. c -j- = BB' : BO 
a + &-t-c: a + 6 = CC': CO 

^ , BO 

AA' BB' + CC' “ • 


Le equazioni (9) e (10) esprimono altrettanti teoremi, ossia souo altrettante forme 
del teorema di Ceta: 

Dai vertici di un triangolo si tirino tre rette passanti per mo sfesso punto e ter- 
minate ai lati opposti. Oiascuna di quests tre rette e divisa dal punto comune in due 
segmenti, Vuno adiacente a un vertice, Valtro adiacente al lato opposto. La somma 
de' rapporti de' primi segmenti alle inters rette e equate a 2. La somma de' rapporti 
degli altri segmenti alle intere rette e eguale all'unitd. 

Continuando ad occuparci della figura 1.* osserviamo che i triangoli BA'O, AB'O 
hanno un angolo eguale, e pero per un noto teorema ( Qeometria del Legendre, lib. Ill, 
prop. 24) si avr^: 

BA'O : AB'O = BO . A'O : AO . B'O 

analogamente: 

CB'O : BC'O = CO . B'O : BO . C'O 

AC'O : CA'O = AO . C'O : CO . A'O . 


Queste proporzioni moltiplicate fra loro danno: 

BA'O . CB'O . AC'O = AB'O . BC'O . CA'O 

ossia: 

Se dai vertici di un triangolo si tirano tre rette passanti per uno stesso punto, esse 
danno luogo a sei nuovi triangoli tali, che U prodotto deUe aree di tre non consecutivi e 
eguale al prodotto ddle aree degli altri tre. 

Se nella fig. l.“ si tira la retta B'C' i triangoli ABC, AB'C' avendo un angolo co- 
mune, danno: 

ABC : AB'C' = AB . AC : AB' . AC'. 

Ora dalle (1) si ha: 

A£:AG = a-^h:b 
AC: AB' = a + c:c 
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quindi : 

AB . AC ; AB' . AC' == (a + &) (« + c) : 

e per conseguenza: 

(11) ABC ; AB'C — (ffl -}- 6) ^ ^ • 

I triangoli OBC, OB'C', avendo un angolo eguale, danno analogameute : 

OBC : OB’C' = OB . OC : OB' . OC' ; 
ma moltiplicando fra loro la seconda e la terza delle (3) si ha: 

OB . OC : OB’ . OC = (a + &) {a-f c) : Ic 

quindi: 

(12) OBC : OB'C' = («+&) (a + c) : J c . 

Dal confronto delle (11) e (12) concludiamo pertanto: 

ABC: AB'C' = OBC: OB'C 
formola esprimente un teorema. Analogamente si trova: 

ABC : ABC = OCA : OCA' 

ABC : AB'O = OAB : OA'B' 

le quali danno faeilmente le due seguenti eguaglianze: 

AB'C . OBC + BCA' . OCA + CA'B' . OAB = ABC . A'B'C' 

OB'C OCA’ OA'B'_ 

AB'C'"^BCA''^CA'B' ’ 

esprimenti due eleganti teoremi. 

Dal 8UO primo elmento il Ceta deduce un teorema che certamente egli ignorava 
essere antico. Dalle (1), (2) e (3) si hanno le proporzioni: 

AC:BC = ^:a, BO : B'0 = c + a : 6, B'C:AC = a:c + a 

le quali moltiplicate fra loro somministrano: 

AC.BO.B'0 = B0'.B'O. AC. 

Questa formola applieata aJ triangolo ABB' segato dalla trasversale CC' da il 
teorema: 
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Una trasversale gualunque determma sui loti di un triangolo sei segmenti tali die il 
prodotto di tre non aventi termini comuni e eguale al prodoUo degli altri tre. 

E questo ua teorema notissimo e fondamentale nella geometria segmeataria. L’opera 
piu aatica ia cui lo si trovi e il trattato di geometria sferica di Menelao (80 anai 
dopo C.) ; volgarraente pero lo attribuiscoao a Tolomeo (vissuto ael secolo successiYo), 
forse perche VAlmagesto e opera nieglio letta di quella di Menelao. 

Il teorema medesimo si estende, com’ e aoto, ad ua poligono qualsiYoglia (Carnot, 
Ussai sur la theorie des transver sales). 

L’autore applica il suo metodo anche aUa dimostrazione di proprieta conosciute. 
Ai vertici di un triangolo ABC (fig. 1.^) si suppongano applicati tre pesi, tali che si 
abbia : 

a : h : c = BC: CA: AB. 

Sia A' il centro di gravita dei pesi 6, e applicati in B , C ; avremo 

BA':CA'=c:J=AB:AC, 

dunque, per un note teorema (Legendre, lib. Ill, prop. 17), la retta AA' sara la biset- 
trice dell’angolo A. Analogamente le rette BB', CC' saranno le bissettrici degli angoli 
B, C. Dunque, in virtu del secondo elemento, arriviamo al note teorema: 

Le bisettrici degli angoli interni di un triangolo gualunque concorrono in uno stesso 
punto. 

Ai vertici di un triangolo ABC (fig. 4.“) si suppongano applicate tre forze parallele 
a, b, c, la prima delle quali sia in sense 
contrario alle altre due, ed inoltre si abbia : 

a : 6 : c = BC : CA : AB. 

Allora il punto A' cadra fra B e C, ma 
B', C' cadranno ne’ prolungamenti de’ lati 
CA, AB ; AA' sara la bissettrice dell’angolo ^ 
interno A, mentre BB' e CC' saranno le 
bissettrici degli angoli esterni supplementi degli interni B e C. Avremo quindi: 

In un triangolo le bissettrici de’ supplementi di due angoli e la bissettrice del terzo 
angolo concorrono in uno stesso pwnto. 

Se i pesi applicati ai vertici del triangolo ABC (fig. 1.*) sono eguali, A', B', C' sono 
i punti medi de’ lati, eppero: 

Le tre medians di un triangolo concorrono in uno stesso punto. 

Ai vertici del triangolo ABC siano applicate tre forze paraUele a, b, c tali che si 
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abbia: 


avremo quiadi: 


^ . AB 

^ ^ cos A ■ eosB ' cosC 

BA' ; CA'=c : &= AB . cos B : AC . cos C . 


Ma AB. cosB e AG. cos C sono i valori de’ segmenti in cui il lato BO e diviso dalla 
perpendicolare condotta su di esso dal vertice A; dunque AA' e perpendicolare a BC. 
Cosi BB' e CC' sono perpendicolari rispettivamente a CA ed AB. Concludiamo per- 
tanto cbe: 

Le ire altesze di un triangolo passano per uno stesso pncnto. 

Dallo stesso secondo elemento Fautore ricava ancbe teoremi della geometria a tre 
dimensioni. Basti addurre il seguente esempio (lib. I, prop. 23); 

Sia OABC un tetraedro (fig. 5.“) ; sugli spigoU OA, OB, 00 Siam presi ad arbitrio 
i punti a', b', c'; si tirino le rette Be', Cb' comorrenti in a; Ca', Ac' concorrenti in b; 

Ab', Ba', comorrenti in c; indi si tirino le 
Oa, Ob, Oe, che incontrino BC, CA, AB ri- 
spettivamente in A', B', C'. 

Si dichiara cbe le rette AA', BB', CC 
passano per uno stesso purdo o, e cbe le A a, 
Bb, Ce, Oo, A'a', B'b', C'c', passano pure per 
uno stesso punto F. 

Dimostrasione. Ai vertici A, B, 0, 0 del 
tetraedro s’intendano applicati quattro pesi 
a, p, T, 5 in modo che sia: 

a : S = Oa' : Aa' , p : 5== 0&' ; B6' , 

t: 5 = 0c': Cc', 

allora, per Y elemento secondo. A' sara il centre de’ pesi p, y, B' il centre de’ pesi y, «, 
e O quello de’ pesi a, p: dunque le rette AA', BB', CC' concorreranno nel centro o 
de’ pesi a, p, y- Essendo del pari a,b,ci centri delle tre terne di pesi PyS, ymS , apS, ne 
segue che le rette Aa, B&, Cc, Oo devono incrociarsi nel centro F de’ quattro pesi 
Pj T( E altra parte a e il centro de’ pesi a, S ed A' quello de’ pesi p, y , dunque 
la retta A'a' dovr^ aneh’ essa passare per F. Lo stesso vale per le rette B'b', C'c'. 

Se i quattro pesi a, p, y, 5 sono eguali, il teorema precedente somministra le no- 
tissime proprieta; 

he rette che eongvmgono i punti medX deglA ^pigdli opposti di un tetraedro passano 
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fer uno stesso punto. 1 sei piani cJie passano rispettivamente per i sei spigoli e dimezmno 
gli spigoli opposti passano per uno stesso punto. 

Da ultimo riportero un elegante teorema che il signor Chasles ha osservato essere 
una diversa espressione del teorema di Oeva. Avendosi (fig. 1.^): 


ne segue: 


AO 6 + c AC'_6 AB'_c 
A'O a ’ BC'~a’ CB'~a 

A'O “ BC' CB' • 


Ora la fig. 1.®’ rappresenta un quadrigono AB'OC' di cui AO e una diagonale e BC 
e la retta che congiunge i punti di concorso de’ lati opposti. Dunque: 

In ogni gmdrigono la diagonale che parte da un vertice divisa pel suo prolunga- 
mento sino alia retta che congiunge i punti di concorso de' lati opposti e eguale alia somma 
de’ lati uscenti dallo stesso vertice divisi rispettivamente pe' loro prolungamenti sino ai 
lati opposti. 

Importanti conseguenze I’autore ricava anche dagli altri tre elementi. A cagion 
d’esempio dal quinto elemento emerge il teorema seguente (fig. 6.®); 

Sia ABODE una piramide a base quadrangolare, il cui vertice sia il punto E. Sugli 
spigoli AE, BE, CE, DE si fissino ad arbitrio i quattro punti a", b", c", d"; si tirino le 
Ab", Ba" segantisi in a; Be", Cb” segantisi 
in b ; Cd", Dc" segantisi in c; Da", Ad" segan- 
tisi in d; indi si tirino le Ea, Eb, Ec, Ed 
che incontrino rispettivamente gli spigoli 
AB, BC, CD, DA in a', b', c', d'; le a'c', b'd' 
si seghino in 0. Allora i punti a', b', c', d' di- 
videranno i lati del quadrigono ABCD m 
otto segmenti tali, che U prodotto di quattro 
non aventi termini comuni sia eguale al pro- 
dotto degli altri quattro. Ed inoltre le rette 
EO, ac', bd', ca', db' si incroceranno in uno 
stesso punto. 

Dallo stesso quinto elemento risulta 
(lib. II, prop. 4): 

Se in un quadrigono gdbbo si conducano due rette ciascuna delle quali divida due 
lati opposti in pa/rti propordonali, queste dm rette giaceranno necessariamente ndlo 
stesso piano. 
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Mediante il ter^o elemento si dimostra facilmente il teorema che segue (lib. II, 
prop. 5): 

Dai vertici di un triangolo ABC (fig. 7/) si tirino tre rette intersecantisi in uno 
stesso ptmioj esse incontrino i lath BC, CA, AB ne^ punti A, B , 0. Dai vertici del trian- 



golo risidtante A'B'C' si tirino tre nuove rette passanti per um stesso punto e incontranti 
i lati B'C, C'A\A!B ne' punti Le rette AA", BB", CO" concorreranno in uno 

siesso punto. 

Nel secoado libro s’mcoatrano proposizioni involgenti non solo rette, ma anche 
Knee curve, e propriamente sezioni coniche. Avanti tutto vi e dimostrato come lemma 
(indipendentemente dal sovraesposto metodo statico) il bel teorema: 

Se un poligono e circoscriUo ad una semone conica, i punti di contatto dividono i 
lati in segmenti tali che U prodotto di quelli non aventi termini comuni e eguale al pro- 
d(Mo de" Timanenti, 

Attualmente questo teorema e caso particolare di una proposizione assai generale 
dovuta al celebre Caenot [Geometrie de position). 

Il medesimo teorema, combinato col secondo ele^neyito somministra il seguente: 

Qmndo un triangolo e circoscritto ad mut sezione conica, le rette che congiungono i 
mrtid ai punti di contaito de" lati rispeMivamente opposti concorrono in uno stesso punto. 

Fin qui abbiamo riprodotti i teoremi dimostrati dal Ceva, oltre a quei corollari i 
quail, sebbene non esplicitamente da lui diehiarati, pure gli ponno essere ragionevol- 
mente attribuiti, perche in modo immediato emanano dalle cose sue. Non facciamo pa~ 
rola della seconda parte del libro (Appendix Geometrica), perche contiene materie 
affatto diverse e trattate con metodi non aventi alcuna relazione col metodo statico 
sopra menzionato. Di quest’ appendiee non e fatta alcuna menzione nel frontispizio 
dell’ opera, benche, come avverte anche il signor Chasles, ne sia meritevolissima. 
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Dell’aver riunito in un solo opuscolo cose si disparate come la Statica constructio e 
V Appendix Geometrica I’autore si giustifica cosi; Visum est appendicis loco adjicere his 
prohlematibus theoremata quaedam, partim antiquis geometriae legibus, partim Gavalle- 
riana methodo a me soluta, quamvis ex superms dictis minime pendeani. Gum enim in 
circulo inutiliter quadrando, haec omnia non inutiliter sint inventa, par erat, ut in eodem 
volumine luce puhlica fruerentur, quamvis opportunius suis in tenehris latuissent. 

Ora ci corre obbligo di menzionare un geometra francese, Coriolis, che ha molto 
illustrate il metodo statico, di cui e qui discorso. Egli, senza conoscere I’opera del 
nostro Ceva, giunse da se alia medesima invenzione, e fino dal 1811 indico in una 
sua memoria come, col soccorso di considerazioni statiche, si possono dimostrare i due 
modi di generazione dell’iperboloide ad una falda. Poi dalle medesime considerazioni 
dedusse parecchi teoremi di geometria, pubblicati nel 1819 nel periodico: Annales de 
Mathematiques deU’illustre Geroonne. Da ultimo riassunse quelle ricerche in una breve 
memoria ( Sur la th^rie des momens consideree comme analyse des rencontres des lignes 
droites) inserita nel cahier M del Journal de I’JScole Polytechniqus (anno 1835). A pie 
della prima pagina di questa memoria I’autore pose questa nota: “ M. Olivier vient de 
me montrer un traitd publid en 1678 par Jean Ceva, sous le titre: JDe reef is se in- 
vicem secantihus statica constructio. On voit par le titre meme que cet ouvrage contient 
I’idde de ce petit mdmoire, etc. 

In questa memoria del Coriolis trovansi nove elegant! teoremi, de’ quali qui ter- 
remo parola. Alcuni di essi non si trovano nell’ opera del Ceva; gli altri sono assai 
piu general! di quelli del Ceva medesimo. 

Ecco in che consiste il primo teorema. Abbiasi nello spazio una serie di n punti 
che si rappresentino ordinatamente coi numeri (1), (2), (3), ... (n). Ciascuno di quest! 
punti, meno I’ultimo, si unisca al successive in mode da formare una linea spezzata 
che cominci in (1) e termini in (n). Su ciascun lato della spezzata o sul suo prolunga- 
mento si prenda un punto ad arbitrio, il quale si rappresenti coi due numeri che rap- 
presentano i termini del lato corrispondente; per es., il punto preso sulla retta (1) (2) 
s’indichera con (12), ecc. Cosi avremo una seconda serie di punti (12), (23), (34),... 
Questi punti congiungansi ai punti della prima serie mediante rette ; fra le quali quelle 
che uniscono punti i cui indici riuniti contengono gli stessi numeri s’ incontreranno. 
Per es., le rette (12) (3) e (1)(23) s’ incontreranno in un punto che denoteremo con 
(123); cosi s’indichera con (345) il punto d’intersezione delle rette (34) (5) e (3) (45). 
In questo modo abbiamo la terza serie di punti: (123)(345), ... Questi punti si uni- 
scano a quelli delle due serie precedenti; fra le rette congiungenti, quelle che colle- 
gano punti i cui indici messi insieme comprendono i medesimi numeri, s’ incontreranno 
in uno stesso punto, che si denotera coll’ aggregate di questi stessi numeri. Continuando 



220 


INTOENO AD TJN’ OPEEETTA. DI filOVANNI CETA. 


in questo modo, awerra sempre che s’ incrocino in uno stesso punto tutte quelle rette 
ai cui termini appartengono indici ehe riuniti fonnino uno stesso aggregato di numeri. 
II numero delle rette che s’ intersecano in uno stesso punto e eguale a quello de’ numeri 
ivi riuniti, meno uno. Per es., vi saranno r-l rette congiungenti punti i cui indici 
riuniti conterranno le cifre 1, 2, 3, ...r; queste rette passeranno tutte per uno stesso 
punto, che verra rappresentato ■ col simbolo (123... r). 

Questo teorema si dimostra facilissimamente imaginando applicate ai vertici della 
spezzata altrettante forze parallels, le grandezze delle quali abbiano fra loro tali rap- 
porti, che il punto della seconda serie preso su un lato qualunque sia il centre delle 
due forze applicate ai termini di questo lato. 

Secondo teorema. Si uniscano i termini della spezzata, onde risultera un poligono 
gobbo di n lati. Unito il punto (12 . , . n) col punto (23 ... n— 1), la congiungente incon- 
trera il lato (l) (n) del poligono in un punto (Iw). Allora ciascun lato del poligono sara 
diviso in due segmenti ; il prodotto di quelli fra questi segmenti che non hanno termini 
eomuni sara eguale al prodotto de’ rimanenti. 

Questi due teoremi, de’ quali il secondo h la generalizzazione del secondo elemento 
di Ceva, sono acconci a rappresentare nella sua vera essenza il metodo statico di lui. 

lereo teorema (di Cabnot). Un piano qualunque determina sui lati di un poligono 
gobbo tali segmenti, che formando i due prodotti de’ segmenti non adiacenti, questi 
prodotti sono eguali. 

Questo teorema, del quale e case particolarissimo quello di Menelao, e una facile 
eonseguenza de’ due che precedono. 

Qmrio teorema. Fissando quanti punti si vogliano sulla superficie di una sfera, e 
congiungendoli fra loro con archi di cerchi massimi, si avra sulle intersezioni di questi 
archi un teorema affatto analogo al ^mo. Bastera che nell’ enunciate di questo so- 
stituiscansi alle rette gli archi di cerchi massimi. 

n teorema si dimostra imaginando delle forze applicate al centre della sfera e pas- 
santi rispettiyamente pe’ punti fissati sulla superficie di questa; indi ragionando sulla 
eompMimone di queste forze come si fa nel primo teorema per le forze parallele. 

Qmdo teorema. H secondo teorema ha il suo analogo sulla sfera, purche ai segmenti 
rettilinei sostituiscansi i seni degli archi di cerchi massimi. 

D sesfo t&yrema e un’immediata eonseguenza del gamto elemmto di Ceta. 

Eecone I’ enimeiato. I lati di un quadrigono gobbo ABCD (fig. 8.*) si seghino con 
an piano quakmque ne’ punti P,M, Q,N. Si tin una trasversale qualunque M'N' 
che incoatad le rette AD, BO, PQ; poi si tiri an’ ultra trasversale qualunque PQ 
(he inconW le rette AB, C3>, MN. AUch^ le due trasversali M'N', PQ s’incon- 
trm:^tm>o. 
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Se imaginiamo le infinite trasversali, analoghe ad M'N', tutte appoggiate alle tre 
rette AD, BC, PQ, esse saraaino le generatriei di quella superficie gobba che deno- 
minasi iperholoide ad una falda. In virtu del 
precedente teorema, le infinite trasversali, 
analoghe a PQ, tutte appoggiate alle tre 
rette AB , CD , MN saranno pure genera- 
trici della medesima superficie. Cio^ questa 
superficie ammette due sistemi di rette ge- 
neratrici: ogni generatrice dell’un sistema 
incontra tutte quelle dell’altro, mentre due 
generatriei del medesimo sistema non sono 
mai nello stesso piano. 

Settimo teorema (di Carnot). Se un punto 
preso entro un poligono piano di un numero 
, dispari di lati si congiunga a ciascun ver- 
tice, e la congiungente si prolunghi sino a 
determinare due segment! sul lato rispetti- 
vamente opposto, i due prodotti format! coi segment! non adiacenti sono eguali. 

Ecco la dimostrazione di questa propriety, che e la generalizzazione del teorema 
di Ceva. 

Abbiasi, a cagion d’esempio, il pentagono 1 2 34 5; imaginiamo delle forze. Pi, 
Pj, P3, P4, Ps, in equilibrio, applicate al punto interno 0 e dirette rispettivamente 
verso i vertici 1, 2, 3, 4, 5. Decomponiamo ciascuna di queste forze in due compo- 
nent! parallele applicate ai termini del lato rispettivamente opposto. Indichiamo con 
Ci3, Cu, le component! della forza Pi, con C24, C25 le componenti della forza P2, ecc.; 
con Si3, Si4 i segment! determinati sul lato 34 dalla direzione della forza Pi; con S24, 
S25 i segment! determinati dalla direzione della forza P2 sul lato 45, ecc.; eon owero a2i 
I’angolo compreso dalle direzioni delle forze Pi, P2, ecc. Allora, per le note leggi della 
decomposizione delle forze parallele, avremo le seguenti cinque equazioni: 

C41 S41 = C42 S42 
C52 S52 = C53 S53 
C13 Sl3 = Cl4 Sl4 
C24 S24 = C25 S25 
C35 S35 = C31 S31 . 

In questo modo a ciascun vertiee sono applicate due forze componenti. Noi potremo 
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disporre delle grandezze delle due forze applicate ad ognuno de’ vertici 1 , 2 , 3 , 4 in 
modo che la loro risultante passi per 0. Allora, per Tequilibrio, sara necessario che 
anche le componenti applicate al vertice 5 abbiano una risultante passante por 0. 
Quindi, per le conosciute formole sulla decomposizione delle forze concorrenti, avremo 
le equazioni: 

C31 sen 031 = C^i sen Oil 
C42 sen 042 = Cs2 sen 052 
C53 senoss = Ci3 sen 0,3 
Ci4 senoi4 = C24 sen 024 
C25 sen 025 = Cs5 sen 035 . 


Moltiplicando fra loro queste died equazioni si ha: 


S41 S52 Si3 S24 S35 S42 S53 Si4 S25 S31 


formola che esprime appunto il teorema enunciate. 

OUaw Uorma. Se in un poligono piano qualsivoglia si fissa un punto intemo, dal 
quale si tirino rette a tutt’ i vertici, e ciascuna di esse si prolunghi fine a segare due 
lati di eguale rango a partire dal vertice per cui passa quella retta; otterremo su 
ciascun lato quattro segmenti ; fra tutti questi segmenti ha luogo una relazione ana- 
loga a quella del teorema precedente, colla sola differenza che a ciascun segmento 



impiegato in qn^ teorema bisogna sostituire il prodotto di due segmenti che inco. 
mindno da ano stesso vertice e terminino ai due punti di sezione di un medesimo lato. 
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La dimostrazione di questo teorema e analoga a quella del precedente. 

Nona teorema (di Carnot). Se un fascio di rette in un piano (fig. 9.“') OA, OAi, OA2, . . . 
passanti per uno stesso punto 0 vien segato da due trasversali rettilinee nelle due serie 
di punti A, Ai, As, . . . ; a, osi, . . . le diagonali de’ quadrilateri AAiaia, A2 Asajaa, . . . 
s’ intersecano nei punti m,m', . . . i quali sono situati in una retta passante pel punto 
comune alle due trasversali. 

Ecco la dimostrazione statica data dal Coriolis di questo teorema, che e uno de’ 
piu noti nella teorica delle trasversali. 

Ai punti A, Ai, 0 applichiamo tre forze parallele, il cui centre sia m, ed ai punti 
Aa, A3, 0 tre forze parallele ed opposte alle prime, aventi il loro centre in ml, e per 
mode che le due forze applicate in 0 si elidano fra loro. Per cio non rimarranno che 
le quattro forze applicate in A, Ai, A2, A3 equivalenti a due forze applicate in m,m'; 
la loro risultante dovr^ quindi passare pel punto comune alle rette AAi, ed mm'. Ma 
alle prime forze applicate in A, 0 possiamo sostituire la loro risultante applicata in a, 
ed alle seconde forze applicate in A2, 0 si puo sostituire la loro risultante applicata 
in a^] quindi ci rimarranno quattro forze applicate in Ai, A3, a, 03 il cui centre dovr 4 
cadere si nella Ai A2 che nella aai, dunque e dimostrato il teorema. 
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Journal f Hr die reine und angaaandte Malhemaiik, Band 58 (1861), pp. 138-151. 


L 

1. Je suppose que Ton ait deux sdries projectives de points, Tune dans une droite E, 
r autre dans une conique plane C, situdes d’une naaniere tout a fait arbitraire dans 
Fespace. On demande de connaitre la surface lieu de la droite qui joint deux points 
homologues des formes projectives denudes. 

Pour dtablir la classe de cette surface, je fais usage des considdrations employdes 
par M. SchbOter dans un mdnioire insdrd dans ce journal (tome 54). Par un point 0 
fixd arbitrairement sur la conique je tire des droites aux divers points de cette courbe ; 
ainsi F-on obtiendra un faisceau de droites, perspectif a la conique. Par une droite 
arbitraire S menons un faisceau de plans, perspectif a la droite donnde. Les deux fai- 
sceaux dtant projectifs, Fintersection des dldmens homologues donnera une conique K 
situde dans le plan de la conique donnde, et passant par le point 0 et par la trace 
de S. La conique K coupera la conique C en trois autres points, qui avec la droite 
S donnent lieu a, trois plans; et il est bien dvident que ces plans eontiennent chacun 
une gdndratrice de la surface cherchde, et sent les seuls qui passent par S et qui aient 
cette propridtd. 

Done la smfaee est de la troisi^me classe, et par consequent du troisieme ordre; car 
toute surface rdgide (non ddveloppable) a son ordre dgal ^ sa classe*). 

Cha^e plan mend par la directrice rectiligne donnde R rencontre la conique C 
en deux points, done il contient deux gdndratrices de la surface; le lieu de Finter- 
sectaon de ces deux gdn&atrices est la djroUe double (ligne de striction) de la surface. 


♦) Catlst, Cambria^ mi. Diiblia Math. Journal. YII, p. 171, 
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C’ est-a-dire: par chaque point de la droite double passent deux generatrices situees 
dans un plan passant par la directrice R. Ces generatrices determinent deux invo- 
lutions, Tune sur la droite R, P autre sur la conique C. Les eiemens doubles de ces 
involutions sont en meme temps reels ou imaginaires ; ils sont individues par les plans 
tangens a la conique C menes par la droite R. 

II est evident que le plan de la conique C contient une generatrice de la surface ; 
car la trace de R sur ce plan aura son point homologue sur la conique, et la droite 
qui joint ces points sera une generatrice de la surface. Cette meme droite rencontrera 
la conique dans un second point, par lequel passe la droite double. 

2. Si Ton considere de nouveau les formes projectives proposees R et C, un point 
quelconque de la droite R et la droite tangente a la conique au point homologue de- 
terminent un plan. Ce plan est osculateur d’une courbe a double courbure dont on 
demande la classe. 

Par un point 0 pris arbitrairement dans Fespace et par la droite R menons un 
plan qui coupera le plan de la conique C suivant une droite S, et imaginons un faisceau 
de droites perspectif a la droite R et ayant son centre en 0. Ce faisceau divisera 
la droite S homographiquement a la droite R. Une tangente fixe (arbitraire) T de la 
conique C est divis^e par toutes les autres tangentes homographiquement a la droite R ; 
done nous aurons sur les droites S et T deux series projectives de points. La droite 
qui joint deux points homologues de ces series enveloppe une conique K qui touchera 
les droites S et T, et par consequent aura trois autres tangentes communes avec la 
conique C. Ces trois tangentes communes avec le point 0 determinent trois plans qui 
evidemment sont osculateurs de la courbe cherchee, et sont les seuls qui passent par 0. 
Done cette courhe est de la troisieme classe (et du troisieme ordre"^)). 

Le plan de la conique C est osculateur de la courbe nommee (cuhique gauche) et 
par la droite R passent deux plans osculateurs (reels ou imaginaires) de la meme courbe. 

3. Redproquement : soient donnees une cubique gauche, un plan osculateur et une 
droite R intersection de deux autres plans osculateurs (reels ou imaginaires). Le premier 
plan osculateur coupera la surface developpable, dont la cubique est F arete de rebrous- 
sement; suivant une conique C**). Les plans osculateurs de la cubique gauche deter- 
minent sur la droite R et sur la conique C deux series projectives de points. La droite 
qui joint deux points homologues de ces formes engendre une surface du troisieme ordre 
(et troisieme classe), dont la droite double git dans un plan osculateur de la cubique 
gauche. 


*) ScHROTBR, Ce Journal, Tome 56, p. 27. 

♦*) Mobius, Der barycentrische Calcul, p. 120. 


Cremona, tomo I. 
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Si la droite R est fixe, et Ton fait varier le plan de la conique C, on qbtiendra 
un faisceau[^®] de surfaces cuWques, dont les droites doubles formeront un hyperbo- 
loide a une nappe, et Ton aura sur la cubique gaucbe une involution, dont deux eW- 
mens conjugues sent le plan variable de la conique C et le plan osculateur qui passe 
par la droite double correspondante. 


II. 


4. On donne deux formes projectives; Tune soit un faisceau de plans passant par 
une meme droite R; I’autre soit un faisceau de plans tangens a un meme c6ne C du second 
ordre. Les dldmens homologues s’entrecoupent dans une droite qui engendre une surface 
cubique, dont R est la droite double. Par un point quelconque de R passent deux gene- 
ratrices, dont le plan tourne autour d’une droite fixe S. C’ est-a-dire : chaque plan 
qui passe par eette droite S contient deux generatrices qui donnent lieu a une invo- 
lution de plans sur le c5ne C et a une deuxieme involution de plans par R. Les eiemens 
doubles de ces involutions sont individues par les points ou R perce C. 

La droite R avec le sommet du c6ne C determine un plan, qui aura son corre- 
spondant tangent a cette surface; la droite intersection de ces plans sera une gdne- 
ratrice de la surface. Par cette generatrice passe un autre plan tangent du c6ne, et 
ce dernier plan passe aussi par la droite S. 

5. Dans les formes projectives donnbes je considere un plan du faisceau R et la 
g^ndratrice de contact du plan bomologue tangent au ebne C. La gdndratrice perce 
le plan en un point, dont le lieu est une cubique gauche qui passe par le sommet 
du e6ne et par les intersections de cette surface avec la droite donnde. 

6. Rdciproquement: je suppose maintenant que 1’ on ait une cubique gauche, un de 
ses points eomme sommet d’un c6ne C passant par la courbe, et une droite R qui 
s’appuie en deux points (rdels ou imaginaires) de la mSme cubique. Chaque point de 
la courbe dmme lieu a un plan passant par R, et ^ un autre plan tangent au cbne C. 
Ces jdans fonnent deux systemes projectifs. La droite intersection de deux plans homo- 
logues engendre une surface cubique, qui contient une autre directrice rectiligne S ren- 

la cubique en un seul point Si la droite R est fixe, et Ton fait varier le 
sommet du c6ne C, on obtient un systeme de surfaces cubiques, et la droite S engen- 
dre m hyperbolo'ide si une nappe. De plus, on aura sur la cubique gauche une invo- 
lution formde par les sommets des eSnes et les points d’appui des droites S corre- 
spondantes. 
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III. 

7. On a deux formes projectives: une sdrie de points dans une droite R, et un 
systeme de droites gdndratrices d’ un hyperbolo'ide H. Quelle est la courbe a double 
courbure osculde par le plan ddtermind par deux dldmens bomologues des formes pro- 
posdes? Fixons arbitrairement une gdndratrice S de 1’ autre systdme dans 1’ byperbolo'ide ; 
cette gdndratrice sera divisde par les droites du systeme donnd bomograpbiquement 
a la droite R. On a done deux sdries projectives de points sur les droites R, S; et 
on sait que la droite qui joint deux points bomologues engendre un byperbolo'ide K 
passant par les droites R et S. II est d’ailleurs Evident que ebaque plan individud par 
deux dldmens bomologues des formes proposdes est tangent aux byperboloides H et K; 
done la courbe demandde est osculde par les plans tangens communs a deux byper- 
boloides qui ont une gdndratrice commune (S). Done elle est une cubique gauebe qui 
a deux plans osculateurs passant par R. Cette courbe a en outre un plan osculateur 
passant par ebaque gdndratrice de 1’ byperboloide du systeme donnd, et deux plans 
osculateurs passant par ebaque droite de 1’ autre systeme. 

8. Soient denudes de nouveau deux formes projectives, dont Tune soit un faisceau 
de plans par une droite R, et I’autre un systdme de gdndratrices d’ un byperboloide H. 
Deux dlemens bomologues s’entrecoupent en un point, dont on demande de connaitre 
le lieu gdomdtrique. Fixons une gdndratrice S de T autre systeme; cette droite avec 
les gdndratrices du systeme donnd donne lieu a un faisceau de plans bomograpbique 
au faisceau donnd. La droite intersection de deux plans bomologues de ces faisceaux 
projectifs engendre un second byperboloide K, passant par R, S. On voit aisdment 
que ebaque point du lieu demandd est commun aux deux b 3 q)erboloides ; done ce lieu 
est la cubique gauebe intersection de ces surfaces, qui ont ddja en commun la droite 
S. La cubique gauebe a deux points sur R; un point sur cbacune des gdndratrices 
denudes, et deux points sur cbacune des droites del’ autre systeme*). 

9. Rdciproquement, supposons que 1’ on ait une cubique gauebe et un byperboloide 
touebd par tons les plans osculateurs de la courbe. Par ebaque gdndratrice de Tun 
systeme, dans 1’ byperboloide, passe un seul plan osculateur de la cubique, et par ebaque 
gdndratrice de I’autre systdme passent deux plans osculateurs. Imaginons aussi une 
droite, intersection de deux plans osculateurs (rdels ou imaginaires). Cette droite sera 
coupde par les plans osculateurs qui passent par les gdndratrices du second systeme 
en deux sdries de points en involution. Les plans osculateurs qui passent par les gd- 
ndratrices du premier systdme forment sur cette meme droite une division projective 


*) Chaslhs, Journal de M. Liouville, annde 1857, p. 397. 
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au systeme nomiD^ de gdndratrices. D’ ou il suit que les plans osculateurs de la cubique 
et les gdndratrices du premier systeme situdes dans ces plans constituent deux formes 
proj'ectives. 

On a maintenant une cubique gauche et un hyperboloide passant par cette courbe. 
L’ hyperboloide a deux systemes de gdndratrices: toutes les droites de Fun systeme 
s’appuient a la courbe en uu seul point, et toutes les droites de Fautre systeme s’ap- 
puient 4 la courbe en deux points. Si F on donne aussi une droite qui soit corde (rdelle 
ou iddelle) de la cubique, elle ddterminera avec les points de la courbe qui sont dans 
les droites du second systeme une involution de plans, et avec les points de la courbe 
qui appartiennent aux- droites du premier systeme un faisceau de plans projectif a ce 
meme systeme de gdndratrices. D’ ou il suit que les points de la courbe et les gdnd- 
ratrices du premier systeme constituent deux formes projectives. 

Les deux systemes de gdndratrices d’ un hyperboloide qui passe par une cubique 
gauche, ou qui touche les plans osculateurs d’ une telle courbe, se correspondent aussi 
projectivement entre eux[®®]. 

Une conique situde dans la surface ddveloppable dont F arete de rebroussement est 
une cubique gauche est une forme projective k la cubique. A un point quelconque 
de celle-ci correspond le point de la conique situd dans le plan osculateur de la 
cubique au point sus-dit. La droite qui joint ces points homologues est tangente a la 
cubique, et par consequent elle engendre la surface ddveloppable du quatrieme ordre 
et de la troisieme classe, dont la cubique est F arete de rebroussement. 

Un c 6 ne de second ordre passant par une cubique gauche est une forme projective a 
celle-ci. Ann point de la cubique correspond leplan tangent du c 6 ne qui passe par ce point. 

10. Applications. On donne un hyperboloide et cinq deses points ai, <*2. «3, ^4, 
on demande de construire une cubique gauche qui passe par ces points et soit situde 
sur la surface nommde. La courbe cherchde sera le lieu de F intersection des dldmens 
homologues de deux formes projectives, dont F une soit un faisceau de plans et Fautre 
soit un systdme de gdndratrices de F hyperboloide. On pent prendre pour axe du faisceau 
la droite a^Os; les plans a^latOs), a2(a4«5), «3(«4«5) seront trois plans du faisceau. Les 
ditoeim homologues de F autre forme seront les gdndratrices du premier (ou du second) 
syst^e qui passent par Oi, a,, %• Alors a chaque plan passant par a^Of, eorrespondra 
une g^ftdfatrice du meme systeme, et F intersection de ces dldmens sera un point de 
la cubique cherchde. Oomme on est libre de prendre le systeme de gdndratrices que 
Fon vent, ainst il y aura deux euMques gauches satisfaisant a la question (proposde 
par M. Chaser *) ), 

*} jOTmuyi te M. I 4 EOUVILM, aande 18&7, p. 397. 
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Pour deuxieme application, proposons nous de construire une eubique gauche qui 
s’appuie sur cinq droites donnees Ai, Aj, A3, A4, A6[®®]. Elle sera dvidemment I’in- 
tersection des hyperboloides determines par les deux ternes de droites : Ai A2 A3 , A3 A4 A5 
qui ont une droite commune A3. Cette construction est aussi une consdquence du thdo- 
reme connu : on pent construire cinq faisceaux homographiques de plans, dont les axes 
soient cinq droites donndes, et ou cinq plans homologues passent toujours par un 
meme point. 

On donne quatre faisceaux homographiques de plans, dont les axes soient les droites 
Ai, A2, A3, A4. On demande combien de fois quatre plans homologues se coupent dans 
un meme point*)? Les faisceaux projectifs Ai et A2; Aj et A3; Ai et A4 donnent trois 
hyperboloides qui ont une gdndratrice commune Aj. Oes hyperboloides, abstraction faite 
de cette gdndratrice, s’ entrecoupent en quatre points seulement**) et il est bien dyident 
que par chacun de ces points passent quatre plans homologues des faisceaux donnds. 

On ddmontre analoguement qu’ il y a gdndralement quatre plans, chacun contenant 
quatre points homologues de quatre divisions homographiques sur quatre droites 
denudes***). ( 

Si les quatre faces d’un tdtraedre mobile tournent autour de quatre droites fixes 
A, B, C, D, et que les c6tds de la premiere face s’appuient sur trois autres droites 
fixes L, M, N, le sommet oppose a cette face engendrera une courbe qu’on demande 
de connaltre. La premiere face du tdtraddre, en tournant autour de A, divise homogra- 
phiquement les droites L, M, N; soient I, m, n trois points homologues de ces divisions. 
Il en suit que ?B, mC, wD sont trois plans homologues de trois faisceaux projectifs; 
done leur point d’ intersection engendre une eubique gauche, qui s’appuie en deux points 
sur chacune des droites L, M, N t). 

Ayant dans 1 ’ espace trois points a, 6, c et trois plans a, p, 7, si autour d’une droite 
fixe on fait tourner un plan transversal qui coupera les trois plans donnds suivant trois 
droites A, B, C, les plans Aa, Ah, Cc se couperont en un point, dont on demande 
le lieu gdomdtrique. Soient a’, h', c' les points ou la droite donnde rencontre les plans 
a, p, Y. Ces plans contiennent trois faisceaux projectifs de droites, dont a', V , c' sont 
les centres, et A, B, C sont trois rayons homologues. Done les droites aa', bh', cc' sont 
les axes de trois faisceaux projectifs de plans, dont Aa, BJ, Cc sont trois dldmens 


*) Stbinhk, Systematische Entwickelung der Abhkngigkeit etc. p. 298. 

**) Chaslbs, Journal de M. LiotrviLLB, 1. c. 

***) Stbinbr, 1. c. 

t) Chaslbs, Apergu historique etc. Note 33‘. 
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correspondants, et par consequent le point commun a ces plans engendrera une cubique 
gaucbe qui aura deux points sur chacune des droites aa', hV, cc'*). 

IV. 

11. On donne un hexagone gauche 123456 inscrit dans une cubique gauche. Par 
les c6t6s de I’hexagone menons six plans a un point queleonque x de la courbe. Oes 
plans coupent les cOtds opposes respectivement a ceux par lesquels ils passent en six 
points a, b, c, a', b', c' (a, b, c dtant sur trois c6t6s consecutifs,et a', V, d sur les 
cotds opposes), (/es six points soni dans un memo plan, qui passe par le point variable 
X de la courbe, et par une droite 'fixe. Cette droite fixe est une corde reeUe ou ideelle de 
la cubique. Les six points a,b,...c' forment un hexagone de Beianchon (les diagonales 
aa', hb', cd se rencontrent au point -x). 

Si le point x parcourt la cubique, les points a,b, ... d engendrent six divisions 
homographiques sur les cCt^s de I’hexagone; les droites aa!, bV , cd engendrent trois 
hyperboloides qui passent tons par la cubique et chacun par une couple de c6t6s opposes 
de r hexagone. Oes trois hyperboloides ont pour gdneratrice commune a tons la corde 
fixe sur laqueUe tourne le plan des six points a,b, ... c'. 

G’est-a-dire: les trois hyperboloides qui passent par une cubique gauche et chacun 
par une couple de eCtds opposds d’un hexagone inscrit dans la cubique ont en com- 
mun une merae gdndratrice qui est une corde rdelle ou iddelle de la courbe. 

12. Si par un des sommets de V hexagone gauxhe on niene deux plans tangens a la 
ciMqw, qui passent respectivement par les c6t^ qui ont en commun le dif sommet, ces 
plans coupent les cotes opposes en deux points, qui avee le premier sommet dHerminent 
un plan passant aussi par une droite fixe, qudlque soit le sommet qu’on a choisi dans 
I’hexagone. Cette droite fixe est la mSme qui est commune aux trois hyperboloides, 
et autonr de laquelle toume le plan a!b .. .d. 

On peut nommer cette droite la caraeteristique de F hexagone 123456. 

Sis points de la cubique donnent lieu a soixante hexagones; chacun d’eux a sa 
earaetdristique et ses trois hyperboloides. Un hyperboloide contient quatre caractd- 
rMiqi®; par example les hexs^ones 

(123456), (126453), (123546), (126543) 
out iesrs caractMstiques sitades sur F hyperboloide (12 — 45). Chaque caractdristique 


*) Ap&<g» etc. L e. 



SUR QUELQUES PROPRIETES RES LIGNES GAUCHES RE TEOISIEME ORDRE ET CLASSE. 231 


est commune a trois hyperboloides, done il y a quarante-cinq hyperbolo'ides pour six 
points donnas sur la cubique gauche. 

On d6duit tres ais6ment du th6oreme fondamental donn^ ci-dessus la suivante pro- 
position de M, Chasles*): 

Quand un eptagone gauche a ses sommets situ6s sur une cubique gauche, le plan 
de Fun quelconque des angles de F eptagone et les plans des deux angles adjacens 
rencontrent respectivement les c6t6s opposes en trois points qui sont dans un plan pas- 
sant par le sommet du premier angle. 


V. 

13. Une cubique gauche peut avoir trois asymptotes rdelles, ou bien une seule 
asymptote r6elle et deux imaginaires. Comme cas particuliers, la courbe peut avoir 
une seule asymptote r^elle a distance finie, et les deux autres coincidentes a Finfini, 
ou bien elle peut etre oscul^e par le plan a F infini, II serait bon d’ adopter les deno- 
minations que M. Setrewitz**) propose pour ces quatre formes de cubique gauche, 
savoir: hy^erhole gauche; ellipse gauche; hyperbole paraboUgue gauche ; parabole gauche. 

L' ellipse gauche a deux plans oseulateurs paralleles entre eu,x qui coupent la surface 
developpable (dont la courbe est V arete de rebroussement) suivant deux paraboles; tom 
les autres plans oseulateurs coupent la meme surface suivant des ellipses ou des hyperboles. 
Les centres de toutes ces coniques sont sur une hyperbole dont le plan est parallele et 
equidistant aux deux playis oseulateurs paralleles. Une branche de V hyperbole locale 
contient les centres des ellipses; V autre branche contient les centres des hyperboles. Les 
points de la cubique auxquels correspondent des ellipses sont situes entre les plans oscu- 
lateurs paralleles; les points auxquels correspondent des hyperboles sont au dehors. Le 
plan de V hyperbole Jocale rencontre la cubique en un seul point reel***) et coupe Us cones 
du second ordre qui passent par la courbe suivant des ellipses. 

L"" hyperbole gauche n'‘a pas de plans oseulateurs paralleles ; tous ses plans oseulateurs 
coupent la surface developpable quHls enveloppent suivant des hyperboles, dont les centres 
sont sur une ellipse. Le plan de cette ellipse rencontre la cubique en trois points reds. 


*) Apergu etc. 1. c. 

GtRUNBrts, Archiv etc. X, p. 203. 

***) Chaque plan passant par une droite intersection de deux plans oseulateurs riels (ima- 
ginaires) coupe la cuhique gauche en un seul point red {en trois points reels): tli6oreme que j’ai 
demon tr6 ailleurs (Annali di Matematica, gennaio-febbraio 1859). M. Joachimsthal avait donne 
ce m^me theoreme dans la savante Note qui suit le memoire de M. Schrotbr (ce Journal, 
B. 56, p. 45) 



232 SUE QUELQUES PBOPRIETES DES LIUNES GAUCHES DE TEOISIBME ORDEE ET CLASSE. 


d coupe les cones du second ordre gui passent pa/r la cubique suivant des hyperboles. 

L' hyperbole paraboUque gauche est r arete de rebroussement d'une surface develop- 
pable qui est coiipee par ses plans tangens suivant des hyperboles, d V exception d! un 
seed qui la coupe suivant une parabole. Les centres de ces hyperboles sont sur une autre 
pardbole. Les deux paraboles sont dans un meme plan; et ce plan coupe les cones du 
second ordre qui passent par la cubique suivant des paraboles. 

La parabole gauche a towtes ses asymptotes qui coincident d Vinfini. Les plans oscula- 
teurs coupent la developpcMe suivant des paraboles. 

14. M. Setdewitz a d6ja observe que par uae hyperbole gauche passent trois cy- 
lindres du second ordre hyperboliques; par une ellipse gauche passe un seul cylindre 
elliptique ; par I’hyperbole parabolique gauche passent deux cylindres, F un hyperbo- 
lique et F autre parabolique ; enfin par la parabole gauche passe un seul cylindre pa- 
rabolique. Cela nous aidera a bnoncer des propositions nouvelles. 

CoEcevons la droite intersection du plan osculateur au point a d’ une cubique gauche 
avec le plan qui coupe cette courbe en a et la touche en b; toute corde de la cubique 
qui s'appuie d cette droite est rencontree harmoniquement par une dmxieme droite, qui 
est F intersection du plan osculateur en b avec le plan sbcant en b et tangent en a. 

Cette intdressante propri^td donne lieu a plusieurs consequences. Si F une des deux 
droites dont il est question ci-dessus tombe a F infini, la corde est bissectde par Fautre 
droite. Cela donne lieu au thdorbme qui suit: 

En chaque point dune parabole gauche on peut mener un plan tangent, qui soit paral- 
TMe au cylindre passant par la courbe. Toute corde de celle-ci parallele d ce plan est 
divisee en deux parties egales par une droite (diametre) qui est V intersection du plan 
osculateur et du plan secant au meme point et tangent d Vinfini. Tous ces diametres, dont 
im passe par chaque point de la pardbole gauche, sont paralleles d un meme plan, savoir 
d la direction commune des plans tangens d Vinfini. 

Cette propridtd qui, dans la parabole gauche, subsiste pour chacun de ses points, 
appartient aussi a F hyperbole et a F ellipse gauche, mais seulement pour les points 
(trois on un seul) ou eUes sont rencontrdes par le plan des centres des coniques in- 
scrites dans la surface ddveloppable dont la courbe gauche est F ardte de rebroussement. 

Bone Vdlipse gauche a un diametre qui rencontre en un mdme point la courbe et 
le pirn des centres. Le plan qui touche la courbe en ce point et est pardtlMe au cylindre 
dUpHque passant par celle-ci est aussi parallele aux cordes divisSes en deux parties egales 
par le diametre nomme. 

L hyperbole gauche a trots diametres. Ici il faut remarquer que c d chaque point 
commun d la otdncpAe et au plan des centres correspond wne asymptote de celle-ci ou Men 
m des trois cylindres hyperboliques. Voila en quoi consiste cette correspondance : 
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Le plan osculateur de V hyperbole gauche en un point du plan des centres, et le plan 
qui passe par ce point et par V asymptote correspondante, s'entrecoupent suivant une droite 
qui est un diametre de la conique intersection du plan osculateur avec le cylindre hyper- 
iolique qui contient Vasymptote nommee. 


VI. 

15. On sait que le point de concours et les points de contact de trois plans oscula- 
teurs d’une cubique gauche sont en un ineme plan*). Le point de concours a requ 
le nom de foyer du plan. Tons les plans qui passent par une meme droite ont leurs 
foyers sur une autre droite, et tous les plans qui passent par cette deuxieme droite 
ont leurs foyers sur la premiere. Deux droites telles que les points de Tune soient 
les foyers des plans qui passent par I’autre ont re^u la denomination de droites re- 
ciproques, Une droite qui soit F intersection (reelle ou id6elle) de deux plans oscula- 
teurs et la corde (reelle ou ideelle) qui joint les points de contact sont des droites 
reciproques. 

On sait que dans un plan quelconque il n’ y a qu’ une droite qui soit intersection 
de deux plans osculateurs**), et par un point quelconque on ne pent mener qu’une 
corde de la cubique gauche***). 

Goncevons un plan qui coupe un autre plan contenant une conique et cherchons 
le p61e de la droite intersection des deux plans par rapport a la conique ; nous dirons 
que ce point est le pole du premier plan par rapport d la conique- 

Oela premis, les poles d'un plan qudconque par rapport d toutes les coniques in- 
scrites dans la developpaile, dont une cubique gauche donnee est V arete de rebroussement, 
sont tous dans une conique, dont le plan a tous ses poles, par rapport aux memes co- 
niques inscrites, dans une autre conique situee dans le premier plan, 

J’appelle conjoints deux plans tels que Fun contient les poles de F autre par rap- 
port aux coniques inscrites dans la d6veloppable, et conjointes les coniques lieux des 
p61es de deux plans conjoints. 

Deux plans conjoints s' entrecoupent suivant une droite qui est toujours V intersection 
(reelle ou ideelle) de deux plans osculateur s, et par consequent Us ont leurs foyers sur 
la droite qui passe par les points de contact. 

II suit de la que: 


*) Chasles, Journal de M. LiouvilI/B, ann^e 1857, p. 397. 

**) SCHROTBR, ce Journal, B. 56, p. 33. 

***?*). Qhasubs, 1. c. 
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Toute droite qui soii V intersection de deux plans osGidateurs est V axe d’m faisceau 
de plans conjoints deux d deux; ces plans ferment me involution dont les elemens doubles 
so>)it les plans osculateurs. 

Toute Gorde de la cubique gauche contient les foyers d’ un faisceau de plans conjoints 
deux d deux; ces foyers forment une involution dont les elemens doubles sont les points 
de la cubique. 

16. Toutes les coniques conjohites qui appartiennent d un memo faisceau sont situees 
sur un meme liyperboldide d tine nappe; et le lieu geometrique de leurs centres est une 
conique dont le plan passe par la droite des foyers. 

II est facile d’6tablir aussi I’espece de ces coniques conjointes selon les divers cas a 
eonsid^rer. Par exemple, pour la parabole gauche on a le theoreme qui suit: 

Toutes les coniques conjointes qui appartiennent d un meme faisceau sont des hyper- 
boles, d T exception d’ une seule parabole dont le plan passe par le point central deVin- 
volvtion des foyers. Les centres de ces hyperboles sont dans une parabole. Les cordes de 
ceUe parabole qui joignent deux d deux les centres des coniques conjointes passent toutes 
par un mdme point. Les asymptotes des coniques conjointes sont toutes paralleles d deux plans. 

vn. 

17. II est facile de construire une cubique gauche sur un des cylindres qui passent 
par elle. Une cubique gauche qtant rapportee a trois axes, nous supposerons que I’unitd 
lindaire change de I’un axe a P autre; 6 exprimera toujours une variable. 

On construit tres aisdment la parabole gauche au moyen des equations: 

a;=6®, y = ^, x~d*). 

L’dquation: 

X * — y = 0 

reprdsente le cylindre (parabolique) qui passe par la courbe. L’ origine des coordonndes 
est un point quelconque de celle-ci; le plan des sy est osculateur; celui des xs est 
tangent a P origine et parallele au cylindre; le plan des xy est tangent d Pinfini. 

La courbe n’a qu’une branche qui s’etend a Pinfini tout le long du cylindre, sans 
a^iptotes. 

18. Pour P hyperbole parabolique gauche on a les dquations: 

* 

6* 

= y = * = 9, 


*) Ajinali di Matemaaca — Roma — mag^ 1868; settombre 1858; gennajo 1859; luglio 1859. 
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a est une constante. Le cylindre parabolique qui passe par la courbe est reprbseute 
par r Equation: 

— y = 0. 

L’origine est un point arbitraire de la courbe; le plan des xy est osculateur; celui 
des xz est tangent a Torigine et parallele an cylindre parabolique; le plan des ya; 
est parallMe aux deux cylindres qui passent par la courbe. 

La courbe est composee de deux branches infinies, dont chacune a un bras sans 
asymptote ; les deux autres bras ont une asymptote commune qui est une gdndratrice 
du cylindre parabolique. 

Les deux branches different en cela, par rapport au cylindre parabolique, que, si 
on suppose ceci vertical, les bras d’une branche s’dtendent tons les deux en haut[*‘] a 
I’infini, tandis que T autre branche a un bras qui s’dtend en haut, etl’ autre qui s’dtend 
en bas. 

On peut construire 1’ hyperbole parabolique gauche aussi par les equations: 

05 A « 

*=ers' »=»-«. »=6ri- 

L’ Equation: 

yx — a = 0 

represents le cylindre hyperbolique qui passe par la courbe. Des deux nappes de ce 
cylindre. Tune contient une branche, I’autre contient 1’ autre branche de la courbe gauche. 
19. On construit 1’ ellipse gauche au moyen des equations: 

03 e® 0 _ 

r equation du cylindre elliptique qui passe par la courbe est: 

y{l—y)—a^x^ = 0. 

Ici I’origine est le point de la courbe ou elle est rencontree par le plan des centres 
des coniques inscrites dans la developpable dont la courbe gauche est 1’ arete de re- 
hroussement. Le plan des yz est osculateur; celui des zx est tangent a I’origine et 
parallele au cylindre; celui des xy est tangent a I’infini. 

La courbe a une seule branche qui s’ 6tend a 1’ infini tout le long du cylindre, et 
s’approche d’une asymptote qui est une gdn^ratrice du meme cylindre. 
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20. Si on change a* en — oc les monies Equations conviennent a I’hyperbole gauche, 
consid^r^e sur un quelconque des trois cjlindres hyperboliques qui passent par elle. 
La courbe est composee de trois branches infinies, dont chacune s’approche de deux 
asymptotes. Deux branches sont situees sur la nappe du cylindre (qu’on considere), 
qui contient une asymptote; la troisieme branche est sur F autre nappe. 

En rapportant les trois branches aux six nappes des cylindres, on trouye que par 
ehaque branche passent trois nappes appartenant a trois divers cylindres ; une de ces 
nappes ne contient pas d’ asymptotes, et chacune des autres en contient une. 


Milan, 27 mars 1860. 
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PROLUSIONS AD UN CORSO DI GEOMETRIA SUPERIORS, 

LETTA NELL’UnIVEESITA DI BOLOGNA. NOVBMBEE, 1860. 


II Politeenicoj Yolume X (1861), pp. 2242. 


La niiova poesia della seienza, esposta in sem- 

plice prosa, senza favole, senza persone ideali, senza 
iperboli, senza canto, invagbisce Tanimo e lo sublima 
ben pin obe la poeMa dei popoli fanciulli ... 0 giovani 
poeti, non eleggete la Yostra dimora nei sepolori; lasciate 
al passato le sue leggende; date una melodiosa parola 
alia semplice e pura Yeritb; peroccbfe questa h la gloria 
del Yostro secolo; e voi non dovreste mostrarvi ingrati, 
torcendo li occbi dal sole nuoYO della scienza a Yoi 
concesso, per tenerli confitti nei sogni della notte che 
si dilegua. 

C. Cattaneo, n Politecnico, Yolume VIII, p. 599. 


Le scienze esatte, per la prodigiosa attivita di geometri stranieri ed italiani di 
altissimo ingegno, tale incremento s’ebbero ne’ dodici lustri di questo secolo, quale 
non s’era visto mai in si breve giro di tempo. I giornali scientifici e gli atti delle 
pill operose accademie attestano ad esuberanza quante nuove teorie siano state create, 
quante altre mirabilmente ampliate. Le memorie nelle quali quegli illustri pensatori 
deposero i loro nuovi concetti e le loro scoperte sparse qua e la in tante e diverse 
collezioni scientifiche, si moltiplicarono per guisa che divenne impossibile anco ai piu 
diligenti cultori tener dietro al rapido e multiforme allargarsi della scienza. Fu allora 
che per opera di benemeriti scrittori si pubblicarono libri, accessibili alia studiosa 
gioventh, ne’ quali si rivelavano sotto forme compendiose gli ultimi progressi delle 
matematiche. Non 6 a dire di quanta utilita riescano si fatti lavori che diffondono il 
sapere anche fra coloro che per condizione di luogo o per difetto di mezzi peeuniari 
sono costretti a rimanere lontani dal movimento scientifico che si traduce nelle pub- 
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blicazioni periodiche e nei rendiconti accademici. E fra noi pure soao valenti mate- 
matici*) che coiicorsero eflBcaceniente alia benefica impresa, benche pur troppo le male 
signorie non aiutassero qui alcun nobile conato, eppero togliessero che or 1 Italia possa 
contare si uuinerosi i sacerdoti della scienza, quanti li vantano le piu civili nazioni 
d’ Europa. 

Ma non bastara pubblicare opere destinate a raccogliere in brevi volumi cio che 
non era possibile rinvenire che con grave spreco di tempo e fatica ne’ polverosi 
scaffali delle biblioteche. La vastita o la recondita profondita di alcune fra le nuove 
dottrine richiedeva imperiosamente ch’ esse venissero bandite da apposite cattedre 
create nelle universita o in altri istituti superiori. Ed anche a questo bisogno della 
crescente civilta si soddisfeee in Francia, in Germania, in Inghilterra, non pero in 
Italia. Le nostre scuole per verita ebbero sempre parecchi e valenti professori che 
partecipando airodierno progresso scientifico perfezionarono i metodi di ricerca e di 
dimostrazione ; ma i retrivi ordinamenti scolastici, la brevita del tempo concesso alle 
piu importanti materie e il picciol numero di cattedre impedirono che si allargasse 
il campo dell’ istruzione universitaria, che si atterrassero le eolonne erculee de’ pro- 
grammi ufficiali. Che se la scienza cammina pur sempre avanti senza curarsi di pastoie 
govemative, non era consentito a que’ nostri docenti, i quali nel silenzio de’ domestici 
studi seppero tener dietro al maestoso procedere delle matematiche, di far penetrare 
la nnova luce nelle aule del publico insegnamento. Da molto tempo nelle universita 
d’ Italia non si poterono insegnare fuor che i primi rudimenti delle scienze esatte ; ed 
i buoni ingegni ne uscivano questo solo sapendo, esistere vaste e meravigliose dottrine 
di cni era lor noto appena I’alfabeto. Se non che ove cessava la scuola, soccorreva 
talvolta I’opera generosa d’alcun professore; che con consigli, con libri, con eccitamenti, 
indirizzava i giovani a quegli studi che non si eran potuti fare nella pubblica scuola. 
Ck^l chi apprese un po’ di scienza lo dovette meno all’ universita che ai famigliari 
coUoqnii neUe domestiche pareti del maestro. Questo so essere accaduto a molti ed 
tccadde a me; e qui io colgo I’occasione per rendere publica testimonianza di gra- 
titodine aH’jllnstre Beioschi, al quale devo tutto quel poco che per avventura non 
igaoro. 


*) S^van d'esempio: Beioschi per I’aureo sho opiiseoletto di statiea, per la ieorica de’ 
delermimmH cb’ebbe traduttori in Francia ed in Germania, e per quella de’ covarkmti in eorso 
di BannAViTm per molte importanti memorie in parte originali e in parte dirette 

a far efmmem ai nostri gioTani i progressi della sdenza fuor d’ltalia; FaA nr Bkuno per la 
sm tmrfa ddl’eiimfymtiom; B«r« per una monografia sulle fumioni elUtUche, in parte pub- 
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Le nostre facolta universitarie, insomma, non possedettero sin qui alcuna cattedra 
da cui si potessero annunciare alia gioventu italiana le novelle e brillanti scoperte 
della scienza. Ognun vede quanto fosse indecoroso che I’istruzione, data dallo Stato, non 
fosse che una piccola parte di quella reclamata dalle odierne condizioni di civilta; 
Hia a cio non potevan provvedere ne un governo straniero, ne govern! mancipii dello 
straniero, pei quali 1’ ignoranza publica era arte potentissima di regno. Quest’ era un 
compito serbato al govemo nazionale; ed il governo nazionale tolse a sdebitarsene 
instituendo cattedre d’ insegnamento superiore ; ne vuolsi muover dubbio che i buoni 
prineipii sian per riuscire a splendida meta, or che all’ Italia sorride si benigna la 
fortuna, e che alle cose della publica istruzione presiede Teeenzio Mamiani. 

I regolamenti scolastici erano per la scienza un vero letto di Procuste. Inipossibile 
agli insegnanti anche di buona volonta andar oltre i primi element! della teoriea delle 
equazioni, della geometria analitica, del calcolo sublime, della meccanica razionale, 
della geometria descrittiva. La nostra gioventu non giungeva nelle publiche scuole a 
conoscere i principali risultati della teoriea de’ determinant!, meraviglioso stromento 
di calcolo algebrico, che opera prodigi non mai sospettati ; della teoriea delle forme 
binarie che tanto promosse la risoluzione delle equazioni; della teoriea delle forme 
ternarie e quaternarie, potentissimo ausilio per la geometria delle curve e delle su- 
perficie; dell’aritmetica trascendente, per cui s’acquistarono fama non peritura Gauss, 
Dieichlet, Heemite, Kummee, Eisenstein, Genocchi...; della teoriea delle funzioni 
ellittiche ed iperellittiche nella quale brillo il genio del norvego Abel e del prussiano 
Jacobi, ed or ora apparvero mirabili lavori di Weieesteass, di Heemite, di Beioschi, di 
Betti e di Casoeati, teoriea stupenda che si collega a un tempo colle parti piu ele- 
vate del calcolo integrale, colla risoluzione delle equazioni, colla dottrina delle serie 
e con quella, si ardua e si attraente, de’ numeri. Ebbene, ciascuno di quest! magni- 
fici rami di scienza potra in avvenire essere svolto con alternata successions dal pro- 
fessors di analisi superiore. 

Nelle nostre scuole 1’ angustia del tempo date alio insegnare e la non proporzio- 
nata coltura de’ giovani student! non concedevano d’addentrarsi molto nelle applica- 
zioni deir analisi alia geometria delle superficie ; eppero quante quistioni rimanevano 
intatte ! La teoriea delle coordinate curvilinee, iniziata da Boedoni e da Gauss e poi 
grandemente promosse da Lame; la ricerca delle superficie che supposte flessibili e 
inestensibili riescano applicabili sopra una data; il problema di disegnare con certe con- 
dizioni sopra una superficie 1’ imagine di una figura data su di un’altra superficie, il 
problema insomma della costruzione delle carte geografiche; la trigonometria sferoidica ; 
la teoriea delle linee geodetiche : tutto cio sara quind’ innanzi esposto nella scuola di 
alta geodesia insieme colla dottrina de’ minimi quadrati e con altri gravissimi argomenti. 
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Ma di queste scienze, vo’ dire dell’analisi superiore e dell’ alta geodesia, i pnnii 
elementi potevano essere abbozzati nei corsi d’introduzione e di calcolo sublime, onde 
le nostre universita furono sempre dotate; forse in quelle dottrine i nostri giovani ri- 
cevevano anche prima d’ora un avviamento ad erudirsi da se. Ma in quale scuola si 
adombrava anche da lungi questa vastissima scienza che chiamasi geometria superiore? 
Oh diciamolo francamente : in nessuna. La moderna geometria, che sotto varie forme 
s’ insegna da molti anni in Francia, in Germania, in Inghilterra, e per le nostre uni- 
versita un ospite affatto nuovo ; nulla ha potuto preconizzarlo finora, nemmeno fame 
sentire il desiderio. Ed invero, quale insegnamento geometrico hanno i nostri istituti 
superiori? Dopo gli elementi insegnati ne’ licei, piii non accade che si parli di geo- 
metria pura. Che se in alcune universitfi si assegna pure un anno alia geometria 
descrittiva, essa e perb una scienza affatto speciale, e benche mirabile nelle sue ap- 
plicazioni, non puo per se dare i metodi di ricerca che appartengono esclusivamente 
alia geometria rationale *). Quanto rimane dell’istruzione matematica e soltanto ana- 
litico, e a stento si riserbano aleune lezioni per le applicazioni del calcolo alia scienza 
deU’estensione **). 

La necessitii, di rompere questo soverchio esclusivismo dell’insegnamento superiore 
e di rimettere in onore i metodi geometrici senza nulla detrarre aH’algoritmo alge- 
brico voleva adunque che si instituisse una cattedra di pura geometria. E cio era voluto 
anche da un’altra causa cui ho gia fatto allusione. Se il nostro secolo ha procacciato 
aU’analisi straordinari aumenti, la geometria non e certamente rimasta immobile, 
PoNCBLBT, Steineb, Mobius, Chasles co’ loro meravigliosi metodi di derivazione hanno 
rivelato mondi sconosciuti, hanno creato una nuova scienza. Si e questa giOTane figlia 
del genio del secolo attuale, questa splendida geometria impropriamente detta superiore 
e che assai meglio appellerebbesi moderna, ch’ io son chiamato a farvi conoscere primo 
in questa gloriosa sede degli studi, onorato da un’alta fiducia della quale io vorrei 
non riuscissero troppo minori le mie forze. 

GioTiffii studenti! Io non vi so ben dire quanto tempo sara mestieri impiegare 
iSToIgere un wrso completo di geometria superiore. Sono le prime orme che stam- 
piamo in questo eampo non per anco tentato fra noi, nb vale ora il precorrere col 
pasEsiero i risultati dell’esperienza. Ben mi piaee, in questo primo giorno, in cui mi 
6 ocmcraso I’onore di favellare a voi intomo a tale argomento, delinearvi brevemente 
il progtamma della prima parte del medesimo corso, il programma di una delle prin- 


*) Cff A pr ,BS , Discours ^incmgurdlAon du cours de giorn&trie. mp6rie.ure, p. LXXV. 

'*•) Si eoceltai per5 Pttmvei#ti di Pavia, ove il chiarissimo prof. A. Gabba, mio maestro, 
la g^asaWa gia da parecdii anni. 
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cipali plaghe di cui si compone il vastissimo dominio della nostra scienza, e studiarmi 
di porgervi un’ imagine delPestensione, della ramificazione, della maestosa bellezza 
delle sue dottrine. In me non sento altra forza die Tarn ore alia scienza, ma quest’ amore 
e vivissimo, e me beato se esso mi dara potenza d’infondere in voi, o giovani, quella 
sete di studii senza la quale nulla si fa di bello e di grande! 

Oggetto de’ primi nostri studi saranno le proprieta projettive delle piu semplici 
forme geometriche, quali sono: una serie di punti in linea retta o refta punteggiata; 
una Stella ossia fasdo di rette poste in un piano e passanti per uno stesso punto; 
un fascio di piani passanti per una stessa retta. Ciascuna di queste forme e il com- 
plesso di piu elementi in numero indefinite, soggetti ad una determinata legge: nella 
primla forma gli elementi sono punti allineati sopra una retta ; nella seconda sono 
rette in un piano incrodantisi in uno stesso punto (centro della stella) ; nella terza sono 
piani vincolati dalla condizione di tagliarsi fra loro lungo una stessa retta (asse del 
fascio), 

Noi diremo che due forme sono projettive *) quando i loro elementi sono collegati 
da tal legge di corrispondenza, che a ciascun elemento dell’una corrisponda tin solo 
elemento dell’altra ed a ciascun elemento di questa un solo di quella [^^j. Da questa 
semplice definizione si deduce che, fissati ad arbitrio in due forme tre elementi del- 
I’una e tre elementi dell’altra come corrispondenti, tutto il resto cessa d’essere arbi- 
trario, cioe ad ogni quarto elemento di una forma corrispondera un determincdo ele- 
mento dell’altra. E a questo proposito vi saranno apprese facilissime regole grafiche 
per costruire, dati elementi sufficienti, una forma projettiva ad una data. 

Trarremo dalla data definizione un altro corollario che e della piu grande importanza. 
Supponiamo di avere una retta finita e in essa o sul suo prolungamento sia fissato 
un punto ; le distance di questo dai termini della retta data, prese con opportuni segni, 
rispondenti al senso di lor direzione, dirannosi i segmenti in cui la retta e divisa da 
quel punto. Imaginate ora quattro punti in linea retta, considerati in un certo ordine ; 
il rapporto de’ segmenti che il terzo punto determina sulla retta avente gli estremi 
ne’ primi due, diviso pel rapporto de’ segmenti individuati nella stessa retta dal quarto 
punto, e quella espressione che Mobius chiamo dapprima rapporto di doppia se^ione 
de' quattro punti dati (ratio hissectionalis) **), poi Steiner piu brevemente doppio- 


Steiner, Systematische Entwiciclung der 4-t)hdngigTceit geometrischer Gestalten von tinan- 
der, Berlin 1832. 

Mobius, Der harycentrisehe Calculi Leipzig 1827, p. 244. 


Cremona, tomo L 


16 
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rapporto *) e Chasles rapporto anarmonico **) : denominazione seguita ora dai piu. 

Se invece di quattro punti in linea retta assumete quattro rette in un piano in- 
crociantisi in un punto, ovYoro quattro piani passanti per una stessa retta, e se invece 
de’ segment! compresi fra punti ponete i seni degli angoli compresi da rette o da 
piani, voi avrete cid clie si chiama rapporto anarmonico di quattro rette o di quattro 
piani. 

Or bene : in due forme geometriche projettive il rapporto anarmonico di quattro ele- 
menti quali si vogliono deWuna e eguale al rapporto anarmmico de’ quattro elementi 
omologhi neU’altra. Questa interessante proprieta e suscettibile di mirabili conseguenze 
in tutto il campo della geometria e serve sopra tutto a dedurre le proprieta metriche 
delle figure dalle loro proprieta descrittive o viceversa. Noi daremo un’attenzione spe- 
eiale al caso che il rapporto anarmonico di quattro elementi sia eguale aiH' unitd 
negativa; allora essi costituiscono un sistetna armonico. La divisione armonica era 
nota anelie agli antichi ; anzi in Pappo Alessandkino troviamo parecchie proposizioni 
differenti solo per I’enunciato da certi teoremi che oggidi si fanno dipendere dalla 
considerazione del rapporto anarmonico. 

Lo studio delle forme projettive da luogo a molte ed importanti proprieta, pa- 
recchie delle quali si connettono colla giacitura relativa delle forme. Di sommo inte- 
resse sono quelle che nascono dal considerare due forme dello stesso genere sovrapposte 
Puna all’altra, cioe due serie di punti sulla stessa retta, o due stelle concentriche [®®], 
0 due fasci di piani collo stesso asse. Due forme projettive sovrapposte preseniano 
due elementi doppi, cioe due elementi che coincidono coi rispettivi corrispondenti : 
elementi che ponno pero anche essere imaginari, ovvero in casi particolari ridursi ad 
uno solo, appunto come awiene delle radici di un’equazione quadratica. Le forme 
projettive sovrapposte ci condurranno a quella mirabile teoria che h Vinvolmione. Il 
celebre Desaegdes chiamo pel prime con questo vocabolo la proprieta segmentaria de’ 
sei punti in cui una sezione eonica ed i lati di un quadrangolo inscritto sono segati 
da una trasversale qualunque. Chasles pero, questo principe de’ moderni geometri 
franeesi, al quale e dovuta tanta parte de’ recent! progress! della geometria, ha fondato 
la dottrina dell’involuzione sopra nozioni assai pin semplici. Se voi imaginate sovrap- 
poste Tuna all’altra due forme geometriche dello stesso genere, un elemento qualunque 
potra indifferentemente considerarsi come spettante all’una o all’altra forma, onde ad 
esso corrisponderanno in generale due elementi distinti, ciofe I’uno o I’altro secondo 


*) Stekbr, iSystemaUsche Entwickhmg n. s. w. p. 7. 

**) Chasles, Apergu Mstorique sur I’origine et le d6oeloppement des mithodes en geom&rie, 
Bruxelles 18S7, p. 34. 
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che quel primo si attribuisca a questa o a quella forma. Ma la sovrapposizione pu5 
semfre essere fatta in modo che quei due elementi omologhi al primo imaginato coin- 
cidano fra loro, cioe a un dato elemento ne corrisponda un altro unico, qualunque sia 
la forma a cui quell o si faccia appartenere. A questa speciale sovrapposizione di due 
forme projettive si da appunto il nome A' involusione. 

Queste teorie, improntate di tanta generalita, riescono nell’esposizione si semplici 
e facili che ad intenderle basta anco la sola conoscenza degli elementi di Euclide, Ma 
e ancor piu mirabile I’estensione e 1’ importanza delle loro applicazioni. Quelle teorie 
costituiscono un vero stromento per risolvere problemi e ricercare proprieta: stromento 
non meno sorprendente per la sua semplicita che per la sua potente efficacia. E perche 
Tutilita di queste dottrine sia da voi sentita in tutta la sua pienezza, io tentero di 
svolgervele non nel solo aspetto delle proprieta descrittive, ma anche in quello non 
meno importante delle relasioni metriche : nel quale cammino mi servira di stella polare 
il metodo di Chasles. Voi vedrete adunque, allato ai teoremi di posizione svilupparsi 
quelle serie di equazioni fra segmenti di rette, di cui il grande geometra francese 
ha fatto un uso veramente magico e che fecero dare alia sua geometria I’espressivo 
epiteto di segmentaria*). 

Ho parlato di applicazioni e vo’ citarvene alcuna. Le propriety armoniche e in- 
volutorie del quadrilatero e del quadrangolo complete, le relazioni fra i segmenti de- 
terminati da un poligono qualunque su di una trasversale, molti teoremi analoghi ai 
celebri porismi di Euclide e di Pappo e relativi ad un poligono che si deformi sotto 
condizioni date, il teorema di Desargues su due triangoli che abbiano i vertici a due 
a due per diritto con uno stesso punto dato, una serie di teoremi sui triangoli inscritti 
gli uni negli altri ed analoghe proposizioni per la geometria nello spazio; tutto cio 
voi vedrete emergere come ovvie conseguenze, quasi senza bisogno di dimostrazioni 
apposite, dalle premesse teorie. Queste medesime offrono immediatamente le piu sem- 
plici e generali soluzioni di tre problemi famosi appo gli antichi, per eiascun de’ quali 
Apollonio Perseo aveva scritto un trattato ad hoc, cioe .i problemi della sesione de- 
terminata, della sezion di ragione e della sezion di spazio. La soluzione di questi pro- 
blemi riducesi alia costruzione de’ punti doppi di due punteggiate projettive sovrap- 
poste, e rientra in un metodo che ha molta analogia colla regola di falsa posizione 
in aritmetica: metodo che e suscettibile d’ essere applicate ad un gran numero di 
quistioni diversissime, e fra le altre alia seguente : dati due poligoni d’ egual numero 
di lati, costruirne un terzo che sia inscritto nel primo e circoscritto al secondo **). 


*) Turquem, Nouvelles Annales de Mathimatiques, t. XVIII, p. 445. 

**) Chaslbs, Traits de G-iomitrie supMeure, Paris 1852, p. 212. 
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Finalmente, quelle stesse teorie danno la chiave per isciogliere il faiuoso enimiua de 
porismi d’EucLiDE, che per tanti secoli ha eccitato invano la curiosity de geometri: 
enimuia che ora ha cessato di esser tale, merce la stupenda divinazione fattane da 
Michele Chasles*). 

Xe qui lo studio delle forme geometriche piu sempUci sara finite per noi; anzi 
ci restera a svilupparne la parte piu bella e piu attraente. Concepite in un piano due 
punteggiate o due stelle projettive ; subito vi balenera al pensiero questo problema, 
quale e la curva inviluppata dalla retta che unisce due punti omologhi delle due pun- 
teggiate, e quale e il luogo del punto ove s’intersecano due raggi corrispondenti delle 
due stelle? In entrambi i quesiti la curva richiesta e una sezione conica che nel prime 
case tocca le due rette punteggiate e nel secondo passa pei centri dei due fasci. Eecipro- 
camente: prendete una conica qualunque e due sue tangenti fisse, seelte ad arbitrio ; 
quindi una tangente mobile scorra intorno alia curva pigliando tutte le posizioni pos- 
sibili di una retta toccante ; ebbene, i punti di suecessiva intersezione della tangente 
mobile colle tangenti fisse formeranno, su di queste, due punteggiate projettive. Ovvero 
imaginate sulla conica due punti fissi ed un punto mobile che percorra la curva: le 
rette congiungenti i due punti fissi al punto mobile genereranno due fasci proiettivi. 

Nulla v’ha di piu fecondo, per la teoria delle coniche, di quest! due meravigliosi 
teoremi, trovati, io credo, simultaneamente da Chasles e da Steiner. Il segreto della 
grande fecondita de’ due teoremi sta in cio che il primo di essi esprime una proprieta 
di sei tangenti e I’altro una proprieta di sei punti di una conica. Dico sei: perche 
fissate quattro posizioni dell’elemento mobile, e queste vi daranno insieme coi due 
element! fissi due sistemi di quattro punti o di quattro rette ; scrivete 1’ eguaglianza 
de’ rapporti anarmonici ed avrete ^espressa la proprieta di cui si tratta. 

Immediate conseguenze delle suenunciate proposizioni sono i due famosi teoremi 
di Pascal e di Brianchon esprimenti quello che i punti d’incontro de’ lati opposti 
di un esagono inscritto in una conica sono in linea retta, e questo che le rette con- 
giungenti i vertici opposti di un esagono circoscritto concorrono in uno stesso punto. 
Il s^ndo teorema si ricava dal primo in virtu del principio di dmlitd. Questo prin- 
eipio, in quanto si applichi alle sole propriety descrittive, e un semplice assioma, cioe 
non ha bisogno di alcuna dimostrazione o preparazione, e consiste in cio che ogni 
teorema di geometria piana da luogo ad un altro che si ricava dal primo permutando 
le parole ptmh e rdta; ed analogamente per la geometria nello spazio scambiando 
pmto e pkmo. Fin dalle prime lezioni della seienza di cui qui v’intrattengo, voi ve- 
drete soigere spontaneo, naturale il concetto di questa dualita delle proprieta geo- 


*) Ctt&ati®, Les trois Uores porismes d’Etidide, Paris 1860. 
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metriclie: dualita per la quale, di due teoremi correlativi basta provarne un solo, 
perche anche I’altro ne risulti irresistibilmeute dimostrato. Cos! le proprieta delle 
stelle e del fasci di piani si deducono da quelle delle punteggiate e viceversa ; i due 
teoremi di Steiner I’uno dall’altro; il teorema di Briancon da quello di Pascal o 
questo da quello. Nulla di piu facile che effettuare questa deduzione di teoremi, la 
quale si riduce ad un mere meceanismo. 

II principio di dualita, invece d’essere assunto come verita intuitiva e primordiale, 
puo fondarsi su di un’importante proprieta delle coniche e delle superficie di secon- 
d’ordine. Supponiamo d’avere una conica e nel suo piano un punto fisso pel quale si 
conduca una trasversale a segare la curva in due punti; cerchiamo su questa retta 
il quarto punto coniugalo armonico di quello fisso rispetto alle due intersezioni. Ora, 
se si fa ruotare la trasversale intomo al punto fisso, il quarto punto cambiando di 
posizione generera una retta. Consideriamo poi questa retta e da ogni suo punto guidinsi 
due tangenti alia conica, indi trovisi la coniugata armonica della retta stessa ri- 
spetto alle due tangenti ; or bene, questa coniugata armonica passera costantemente per 
quel punto fisso, assunto da principio. Dunque ad ogni punto nel piano della conica 
corrisponde una certa retta individuata, e viceversa a questa retta corrisponde quel 
punto. Il punto chiamasi polo della retta e la retta polare del punto. Se il polo si 
muove generando una retta, la polare ruota intorno ad un punto che e il polo di questa. 
Se il polo varia descrivendo una conica, la polare si muove inviluppando un’altra 
conica, i punti della quale sono i poll delle tangenti della prima. In generale, se il 
polo percorre una curva dell’ordine n (cioe tale che una retta arbitraria la seghi in 
n punti), la polare inviluppera una curva. della classe n (cioe tale che da un punto 
qualunque le possano esser condotte n tangenti). Cosi ogni figura da luogo ad un’altra 
nella quale i punti sono i poli delle rette nella prima e le rette sono le polari dei 
punti nella stessa. A tali due figure si da il nome di polari redproche *). Noi le ve- 
dremo poi riapparire come caso particolare di una teoria piu generale. 

Voi vedete che le polari reciproche dipendono da una conica assunta come diref- 
trice. Si puo fame senza ove si tratti di proprieta meramente descrittive, poiche per 
queste il principio di dualita e primordiale e assoluto. Ma all’incontro le relazioni 
metriche e le angolari vogliono che si abbia a fissare la natura e la posizione deUa 
conica direttrice. Allora cio che si perde in semplicita, si guadagna in feconditd; 
poiche per ogni conica direttrice si hanno speciali teoremi che servono alia trasfor- 
mazione di tali relazioni ; eppero, data una proposizione involgente lunghezze di rette 
0 aree di figure o funzioni goniometriche, si potranno in generale derivare tante pro- 


*) PoNOBLET, Mimoire surlat7i4orieg4n4rdle des polaires rdciproques; giornalediCEEiUM, t. IV. 
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posizioni polari reciproche della data, piu o meno diverse fra loro, quante sono le 
differeuti coniche che si ponno assumere come direttrici. 

La teoria delle polari reciproche si estende alio spazio, pigliando a considerare 
una superficie di second’ordine. Se per MXipunto fisso si conduce una trasversale arbitraria 
che incontri la superficie in due punti e si cerca il coniugato armonico di quello fisso, 
il luogo di questo quarto punto e un piano che chiamasi piano polare del punto dato (polo). 

La superficie sferica poi presenta, nelle figure supplementari, un genere di dualita 
che non ha riscontro nella geometria piana. La dualitfl supplementare sferica e cer- 
tamente la pin perfetta, la pin sempliee e la piu elegante che s’incontri nella scienza 
dell’estensione; la reciprocita vi e assoluta, senz’alcun bisogno di ricorrere a curve 
direttrici, e la trasformazione si applica colla stessa facilita alle proprieta descrittive, 
metriche ed angolari. 

I due teoremi di Steinee e Chasles, che vi ho dianzi enunciati, hanno i loro analoghi 
nella geometria solida, benche questi non presentino, sotto un certo aspetto, la stessa 
generalita di quellL Siano date due punteggiate projettive non situate nello stesso 
piano : quale e la superficie luogo della retta che unisce due punti omologhi ? Ovvero 
siano dati due fasci projettivi di piani: qual e la superficie luogo della retta inter- 
sezione di due piani corrispondenti? In entrambi i problem! la superficie richiesta e 
di second’ordine, cioe un iperboloide ad una falda in generale, ma in casi special! un 
paraboloide iperbolico o un cono o un cilindro. Questi teoremi somministrano imme- 
diatamente i due sistemi di generatrici rettilinee delle superficie gobbe di second’ordine. 
Viceversa due generatrici, dello stesso sistema, di una superficie gobba di second’ordine 
sono divise projettivamente dalle generatrici dell’ altro sistema, e con queste danno 
luogo anche a due fasci projettivi di piani. 

L’illustre Chasles ha trovato inoltre che la linea luogo geometrico del punto in- 
tersezione di tre piani omologhi in tre fasci projettivi e del terz’ ordine a doppia cur- 
vatura’*’), doe e T intersezione di due coni di second’ordine aventi una generatrice 
rettilinea comune. In virtu del prineipio di dualita, da questo teorema si conclude 
quest’aitro che il piano determinate da tre punti omologhi in tre punteggiate projettive 
nello spazio inviluppa una superficie sviluppabile della terza classe (e del quart’ordine), 
eppero per un altro teorema deUo stesso autore, e osculatore di una linea a doppia 
curvatura del terz’ordine. 

Da questi teoremi fondamentali discende immediatamente tutta la teoria delle su- 
perfbie rigate di seeond’ordine e delle curve gobbe del terzo. 


’) Vompte Ikndu, 10 agosto 1^7, 
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Sin qui non abbiamo considerato che le piu semplici forme geometricJie : rette pun- 
teggiate, stelle e fasci di piani. Ora saliamo alio studio di forme piu complesse. 

Un piano puo considerarsi come luogo di punti e rette, cioe come una forma 
geometrica, gli elementi della quale siano punti e rette. Due piani si diranno projetiivi 
quando ad ogni punto e ad ogni retta in ciascun di essi corrisponda nell’altro un 
punto ed una retta, ovvero una retta ed un punto rispettivamente. Nel primo caso i 
piani projettivi diconsi omografici o collineari, nel seeondo correlativi. In due piani 
projettivi, ad una curva deH’ordine n corrisponde un’altra curva che e dell’ ordine n 
pur essa se le due forme sono omografiche, e invece e della classe n se le due forme 
sono correlative. Per quanto sia generale la definizione di due piani projettivi omo- 
grafici, pure ha luogo questa interessante proprieta: i due piani si ponno sempre 
(in infiniti modi) talmente situare che le rette congiungenti a due a due i punti omologhi 
concorrano in uno stesso punto ; nella qual giacitura le due forme sono Puna la prospet- 
tiva dell’altra. 

Se due piani projettivi omografici non giacciono prospettivamente ma comunque, due 
rette omologhe non sono in generale nello stesso piano ; pure vi sono infinite coppie 
di rette omologhe che hanno tale proprieta, e i piani da esse individuati sono tutti 
osculatori di una curva gobba del terz’ordine *). 

Se si sovrappongono i piani di due figure omografiche, in modo affatto arbitrario, 
sempre avverra che almeno uno e in generale al piu tre punti coincidano coi rispettivi 
corrispondenti. Questi tre punti formano un triangolo i cui lati sono rette sovrapposte 
alle loro omologhe. E interessante il tener dietro alle successive variazioni che su- 
bisce questo triangolo quando si faccia scorrere I’un piano sull’altro. Ma la sovrap- 
posizione de’ due piani puo sempre essere fatta in modo che le rette congiungenti i punti 
omologhi concorrano in uno stesso punto; allora i punti d’ intersezione delle rette 
omologhe cadono su di una stessa retta. Tale disposizione delle due figure o de’ due 
piani omografici, che ha la piu perfetta analogia colla prospettiva, dicesi omologia; 
quel punto e quella retta appellansi centro e asse d’omologia. Se I’asse d’ omologia e 
a distanza infinita, si ha Yomotetia. Se invece e il centro di omologia a distanza infinita, 
le due figure sono derivabili I’una dall’altra mediante una deformazione consistente 
in un aumento o decremento proporzionale delle ordinate relative ad un asse fisso. 

Quando due piani omografici sono sovrapposti, ossia quando due forme omografiche 
sono in uno stesso piano, ad un punto qualunque di questo piano corrispondono dm 
punti distinti, I’uno o I’altro cioe seeondo che quello si risguardi come appartenente 
alia prima o alia seconda forma. Ma v’ha un caso speciale e interessantissimo, eom- 


') Shtdbwitz, Grunert’s Archiv, t. X. — Schrothb, giornale di Crbllei, t. 56. 
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preso nell’omologia, nel quale que’ due punti coincidono, doe ad ogni punto del piano 
ne corrisponde un’altro unko, a qualunque forma venga quello attribuito. Questo caso 
dicesi omologia armonica (Beldatitis) od involueione nel piano (Mobies). 

Voi awete frequenti occasioni d’ incontrare quest’ incontestable verita, la quale a 
prinio aspetto sembra un paradosso ; che tutt’ i punti dello spazio i quali siano a distanza 
infinita si poiino risguardare come appartenenti ad un unico piano, e per conseguenza 
i punti a distanza infinita di un dato piano giacciono in linea retta. In due forme 
omograficbe, questa verita emerge confermata dal fatto cbe ad un sistema di rette 
parallele nell’una forma corrisponde nell’altra un sistema di rette concorrenti in un 
punto; il qual punto, ove si muti la direzione di quelle rette parallele, genera una 
linea retta, che corrisponde per conseguenza all’ infinito della prima forma. Ciascuna 
forma ha dunque in generate una retta a distanza finita, i punti della quale corrispon- 
dono ai punti a distanza infinita nell’altra. Ma vi ha un caso particolare dell’ omografia 
nel quale all’ infinito dell’una forma corrisponde 1’ infinito nell’altra, cioe a rette pa- 
rallele corrispondono rette parallele. Tale specie di omografia chiamasi affinita (Eulero), 
e per essa ha luogo la propriety che il rapporto delle aree di due porzioni corrispou- 
denti delle date forme e costante. Quando questo rapporto sia I’unita, si ha Vequi- 
valenza. 

Si considerino ora due piani projettivi correlativi e si suppongano sovrapposti 
I’uno alFaltro in modo del tutto arbitrario. Allora, se si ricerca il luogo dei punti 
che vengono a cadere nelle rispettive rette omologhe, si trova che quei punti sono 
in una conica e che le rette ad essi corrispondenti inviluppano un’altra conica. Le 
due coniche hanno doppio contatto (reale o imaginario), e i due punti di contatto col 
punto di segamento delle tangenti comuni sono i soli che, considerati come apparte- 
nenti all’una o ail’altra forma, abbiano in entrambi i casi la stessa retta corrispondente. 
Quei due punti poi che corrispondono alia retta all’ infinito, attribuita questa or alia 
prima ed ora alia seconda forma, chiamansi ceniri delle due forme e danno luogo a 
importanti considerazioni. Noi avremo a studiare I’alterarsi di forma e di posizione 
delle due conicJie fondamentali, quando i due piani correlativi si facciano scorrere 
I’uno suil’altro. Se la sovrapposizione e tale che i due cmtri coineidano in un punto 
solo, qu^ riesce il eentro eomune delle due eoniehe che sono in tal caso anche omo- 
tetidte. Messi i piani in tal posizione I’uno sull’altro, se mantenendo fisso il prime, 
si fa ruotare il secondo intomo al centre eomune, le due coniche si vanno deformando 
pur mantenendm sempre concentriehe ed omotetiche; mala rotazione pub esser fatta 
di tale ampi^;^ che le due coaiche vengano a ridursi ad una sola. Allora un punto 
qualuiKiue avri per corrispondente un’unica retta, sia esso aggiudicato all’uno o al- 
1 altro piano ; e questa retta non sara altro che la poUure dei punto relativamente alia 
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conica suaccennata. Dunque due sistemi piani eorrelativi ponno sempre essere sovrap- 
posti in guisa da riuscire polari reciprod*). 

Passeremo poi a studiare le forme geometriche piu generali, composte di punti, rette 
e piani disposti nello spazio secondo leggi quali si vogliano. Due tali forme (o sistemi) 
diconsi projettive quando ad un punto, ad una retta, ad un piano in ciascuna d’esse 
corrispondano nell’altra rispettivamente un punto, una retta ed un piano (omografia 
0 colUneazione), ovvero un piano, una retta ed un punto (correlazione). 

L’omografia comprende un caso interessantissimo ed e la cosi detta omologia o 
prospettiva in rilievo che ha luogo quando due punti corrispondenti sono costantemente 
in linea retta con un punto fisso (centro d’omologia), e due piani corrispondenti si segano 
in una retta posta in un piano invariabile (piano d’omologia). Nell’omologia, in generale, 
a ciascun punto dello spazio ne corrispondono due distinti, secondo il sistema a cui 
quel punto si riferisce. Ma, come caso particolare, se si suppongono coincidenti i due 
piani che corrispondono all’infinito, allora ad ogni punto e ad ogni piano non corri- 
sponde che un punto od un piano, a qualunque sistema si faccia appartenere quel 
punto 0 quel piano. Questa omologia speciale dicesi armonica od involutoria. Dicesi 
armonica perehe la retta congiungente due punti coniugati e divisa armonicamente dal 
centro e dal piano di omologia, e Fangolo di due piani coniugati e diviso armonica- 
mente dal piano d’omologia e dal piano condotto pel centro d’omologia e per la retta 
comune ai due piani anzidetti. La denominazione involutoria poi esprime il concetto 
che un punto qualunque, sia riferito all’uno o all’altro sistema, ha sempre lo stesso 
corrispondente. 

V’ha un’altra specie di omografia involutoria nello spazio, che non e compresa nel- 
I’omologia, e che il signor Mobius **) denomina involuzione di seconda specie, per di- 
stinguerla dall’omologia armonica ch’ei chiama involuzione di prima specie. Mentre 
neir involuzione di prima specie i punti doppi, cioe i punti che coincidono coi loro 
coniugati, sono, oltre il centro d’omologia, tutti quelli del piano d’omologia; invece 
neir involuzione di seconda specie i punti doppi sono in due rette (reali o imaginarie) 
non situate in uno stesso piano. Ogni retta congiungente due punti coniugati e in- 
contrata dalle due rette doppie, e da esse divisa armonicamente; e cosi pure ogni 
retta intersezione di due piani coniugati incontra le rette doppie e eon esse determina 
due piani che dividono armonicamente I’angolo de’ due piani coniugati. 


*) Piit'CKBR, System der analyt. Geometric, Berlin, 1835; p. 78 e seg. 

**) Berichte ilber die Verhandlungm der K. SdcTisischen Gesellschaft der Wissenschaften zu 
Leipzig; Mat7iematisch-physis<die Classe. 1856, Heft 2. 
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Dati nello spazio duG sistemi correlcctivi, d’una costruzione affatto generale, ad un 
panto qualunquG corrispondono due piaiii diversi, sGcondo cbe qiiello si risguaidi ap- 
partenGntG al prinio o al secondo sistema. RicGrcando so Gd ov6 siano i punti situati 
noi loro propri piani omologhi, si trova il luogo di tali punti GSSGrc una supGrficis di 
second’ordine, mentre i piani corrispondenti ai punti stessi inviluppano un altra su- 
pcrficiG dollo stesso ordino. Lo du© superficie hanno in comuuG quattro rott©, fornaanti 
un quadrilatoro gobbo, le quali hanno se stesse per rispettive rette corrispondGnti. 
In HE case special© di sistemi correlativi le due superficie menzionate ponno coinci- 
dere in una sola; allora i due sistemi sono polari reciproci: ad ogni punto dello spazio, 
a qualunque sisteina si riferisca, corrisponde un solo piano, il quale e precisamente 
il piano polare del punto rispetto a queirunica superficie di second’ ordine. 

Oltre le polari reciproche, v’ha un altro genere interessantissimo di sistemi cor- 
relativi reciproci, tali doe che ogni punto abbia un solo piano corrispondente. Questi 
altri sistemi correlativi che prinio Mobitjs *) fece scopo di sue ricerche, e che Oaylev **) 
denomino reciproci golii, hanno questo carattere distintivo che ogni punto giace nel 
piano che gli corrisponde. La meccanica razionale e la geometria offrono parecchie e 
diverse costruzioni di tali sistemi. 

Nel discorso che or qui vi tengo non ho fatto allusione che alle proprieta descrittive 
die’ sistemi projettivi nel piano e nello spazio come quelle che si lasciano enunciare 
assai facilmente, senza bisogno di ricorrere a simboli algebrici, Ma nelle lezioni a cui 
preludo avro un riguardo ancor maggiore alle relazioni metriche, essendo io convinto 
della verita di queste parole del grande geometra di Francia : “ in generale, le rela- 
^ zioni metriche delle figure sono ancora pin importanti e piu utlli a conoscersi che 
® le loro relazioni puramente descrittive, perche quelle sono suscettibili di piu estese 
** applicazioni, e del resto esse bastano quasi sempre da se sole per arrivare alia sco- 
** perta delle proprieta descrittive***) E le relazioni metriche, mentre sono inesau- 
ribilmente feconde di importantissimi risultati, sono pur facilissime a trovarsi, e tutte, 
in sostanza, si deducono da quest’unico teorema: 

I}(di dm sistemi projettivi, il rapporto anarmonico di quattro punti in linea retta 
a & quoMro raggi di una Stella o di quattro piani di un fascio in un sisfema e eguale 
cd rapp(rrto anarmmico de* quMtro elementi corrispondenti nelVcdtro sistema. 


*) Gwrmle di CnBnnB, t. X, p. 317. 

**) Gwrmde M CiWiM, t. XXXYIII; 

ObamiW, Memoire sur d&use pHne^pes g^n^rawc de la science, la dualU4 et VhomograpMe 
(die fa Mstorique), p. 775. 
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Questo teorema, cosi semplice, eppure cosi universalmente fecondo, e la base, e 
il tipo di tutte le relazioni metriche trasforraabili projettivamente ed e ad iin tempo 
I’anello di congiunzione fra le proprieta metriche e le descrittive. 

La teoria delle figure correlative coatieue in se ua principio generale di trasfor- 
madone delle figure — il principio di dmlitd — priucipio che e un vero stromento 
di ricerche, potentemente efficaee in tutta I’estensione dello scibile geometrico. Dato 
un teorema risguardante un certo sistema di enti geometrici, applicategli un metodo 
di trasformazione e voi n’avrete un altro teorema, in generale non meno importante. 
In questo modo dalle proprieta dei sistemi di punti voi potrete dedurre quelle de’ 
sistemi di rette o di piani ; dalla teoria delle curve e delle superficie, considerate come 
luoghi di punti, si ricava la dottrina delle curve e delle superficie risguardate come 
inviluppi di rette o di piani ; e i teoremi concementi le linee a doppia curvatura som- 
ministrano teoremi relativi alle superficie sviluppabili ; e reciprocamente. 

L’omografia e lo sviluppo di un principio assai generale di deformadone delle figure, 
il quale e un altro potentissimo mezzo d’invenzioni geometriche. Mentre il principio 
di dualita serve a trovare proprieta aifatto differenti da quelle che sono proposte, 
invece I’omografia e un metodo di generalizzazione delle proprieta dell’estensione. Si 
fatta generalizzazione puo esser fatta in due maniere distinte che danno luogo a questi 
due enunciati: 

“ Conoscendo le proprieta di una certa figura, concluderne le analoghe proprieta 
“ di un’altra figura dello stesso genere ma di una costruzione pifi generale. 

“ Conoscendo alcuni casi particolari di una certa proprieta generale incognita di 
“ una figura, concluderne questa proprieta generate*) 

La straordiuaria potenza di questi due stromenti d’ invenzione, la dualita e I’omo- 
grafia, apparira luminosamente dimostrata dalle applicazioni che ne faremo alia teoria 
delle coniche e delle superficie di second’ ordine. Vedremo come i due principi di 
trasformazione e di deformazione servono a generalizzare le note proprieta de’ fuochi 
e dei diametri coniugati e conducano alia fecondissima teoria degli assi coniugati re- 
lativi ad un punto, teoria dovuta per intero all’iHustre Chasles. Le proprieta delle 
coniche, che si connettono alle rette coniugate, ai triangoli coniugati, alle rette di sintosi, 
ai centri di omologia; la teoria delle coniche omofocali, e delle coniche circoscritte ad 
uno stesso quadrangolo o inscritte in uno stesso quadrilatero ; la teoria degli archi di 
sezione conica a differenm rettificaUle; le proprieta de’ poligoni inscritti o circoscritti ; 
la teoria delle superficie di second’ordine omologiche; quella delle coniche focali od 
ecc&ntriche nelle superficie di second’ordine; le proprieta de’ coni di second’ordine e 


‘) Apergu historique, p. 262. 
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delle coniche sferiehe; la traslazione delle proprieta della sfera alio sferoide schiac- 
ciato; la costruzione de’ bassoiilievi: eccovi una magniflca serie di studi che tutti si 
presentano noa altrimenti che quail applicazioni de’ due grand! principii di dualita 
e d’omografia *). 

Voi avete cosi un programma che abbraccia una grande divisione della geometria 
superiore. In ulterior! corsi di lezioni vi potranno essere svolte altre parti della scienza : 
quali sono la teoria generale delle trasformazioni geometriche, delle quali romografia 
e la eorrelazione sono due seinplici esempi; la teoria generale delle curve plane ed 
in ispeeie di quelle del terz’ordine ; le proprieta delle linee a doppia curvatura e delle 
superficie di terz’ordine; ecc. 

lo m’avviso che scopo della istituzione di questa cattedra sia quello non pur di 
sviluppare alcune serie di proprieta di curve e di superficie, ma si anche d’ammae- 
strare I’italiana gioventu in que’ meravigliosi metodi puramente geometria che sinora 
non si esposero mai nelle nostre universita, eppure sono una delle piu belle glorie 
della scienza odierna. I metodi algoritmici vennero coltivati sinora esclusivammte, ed 
e necessario che si continui ad insegnarli, perche in queirimmenso campo di ricercbe, 
per le quali e propria I’analisi algebrica, null’altro vale ad emularne la potenza e la 
rapidita. Ma, la Dio mercb, anche la geometria cominciera pur una volta ad essere 
studiata non solo per isbieeo nelle applicazioni del calcolo, ma con metodi suoi propri, 
coi metodi che costituiscono I’essenza delle grandiose scoperte del nostro secolo. Di 
questi metodi geometrici io faro uso nelF insegnamento giovandomi di quanto scrissero 
i grand! maestri Steiner, Ghasles e Mobius, i quali ai nostri tempi hanno rinnovato 
i miracoli de’ piu famosi antichi, Eucude, Archimede, Apollonio. 

Giovani alunni, che v’aceingete a seguirmi in questo corso di geometria moderna, 
non v’accostate che con saldo proposito di studi pertinaci. Senza un’ incrollabile co- 
stanza nella fatiea non si giunge a possedere una scienza. Se questo nobile proposito 
e in voi, io vi dico che la scienza vi apparira bella e ammiranda, e voi I’amerete 
cosi fortemente che d’allora in poi gli studi intensi vi riusciranno una dolce necessita 
della vita. Me fortunate se potessi raggiungere lo splendido risultato d’invogliare 
questa generosa gioventu alio studio ed al culto di una grande scienza che ha gia 
procacciato tanta gloria agli stranieri e che fra noi non ha che rarissimi e solitari cultori ! 


*) Veggansi le Note 4®, 28®, 31® e 32® dell’ApercM e la Memoria che vi fa seguito, indi due 
Memorie del medesimo autore, sui coni e sulle coniche sferiehe, nel tomo VI des Nomeaux 
Memoires de I’Academie roydk des sd&noes et h^es-lettres, Bruxelles 1830. Inoltre si legga 
Taureo libro del sig. Jonqot6eb5 : MUmi^es de GeornMne pure, Paris 1856. 
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Respingete da voi, o giovani, le malevole parole di coloro che a conforto della 
propria ignoranza o a sfogo d’irosi pregiudizi vi chiederanno con ironico sorriso a 
che giovino questi ed altri studi, e vi parleranno dell’ imp otenza pratica di quegli 
uomini che si consacrano esclusivamente al progresso di una scienza prediletta. Quan- 
d’anche la geometria non rendesse, come rende, immediati servigi alle arti belle, al- 
I’industria, alia meccanica, all’astronomia, alia fisica; quand’anche.un’esperienza secolare 
non ci ammonisse che le pin astratte teorie matematiehe sortono in un tempo pin o 
meno vicino applicazioni prima neppur sospettate ; quand’anche non ci stesse innanzi 
al pensiero la storia di tanti illustri che senza mai desistere dal coltivare la scienza 
pura, furono i pin efficaci promotori della presente civilta — ancora io vi direi : questa 
scienza e degna che voi I’amiate; tante sono e cosi suhlimi le sue hellezze ch’essa 
non puo non esercitare sulle generose e intatte anime dei giovani un’alta influenza 
educativa, elevandole alia serena e inimitabile poesia della verita ! I sapientissimi antichi 
non vollero mai scompagnata la filosofia, che allora era la scienza della vita, dallo 
studio della geometria, e Platone scriveva sul portico della sua accademia: Nessmo 
entri qui se non e geometra. Lungi dunque da voi questi apostoli delle tenebre ; amate 
la verita e la luce, abbiate fede ne’ servigi che la scienza rende presto o tardi alia 
causa della civilta e della liberta. Credete airavvenire! questa e la religione del 
nostro secolo. 

0 giovani felici, cui fortuna concesse di assistere ne’ piu begli anni della vita alia 
risurrezione della patria vostra, svegliatevi e sorgete a contemplare il novello sole 
che fiammeggia sull’orizzonte ! Se la doppia tirannide dello sgherro austriaco e del 
livido gesuita vi teneva oziosi e imbelli, la liberta invece vi vuole operosi e vigili. 
Nelle armi e ne’ militari esercizi rinvigorite il corpo; negli studi seven e costanti 
spogliate ogni ruggine di servitu e alia luce della scienza imparate ad esser degni 
di liberta. Se la voce della patria vi chiama al campo, e voi accorrete, pugnate, trionfate 
0 cadete, certi sempre di vincere : le battaglie della nostra indipendenza non si per- 
dono piu. Ma se le armi posano, tornate agli studi perocche anche con questi servite 
e glorificate I’ltalia. L’avvenir suo e nelle vostre mani; il valore de’ suoi prodi la 
strappera tutta dalle ugne dello straniero, ma ella non durerebbe felice e signora di 
se ove non la rendesse onoranda e temuta il senno de’ suoi cittadini. Ancora una 
volta dunque, o giovani, io vi dico: non la turpe inerzia che sfibra anima e corpo, 
ma i militari e li scientifici studi vi faranno ajutatori alia grandezza di questa nostra 
Italia, che sta per rientrare, al cospetto deU’attouita Europa, nel consorzio delle po- 
tent! e libere nazioni, con una sola capitals, Roma, con un solo re, Vittorio Emanuele, 
con un solo e massimo eroe, Garibaldi. 

Bologna^ novembre 1860. 
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II Politeenicoj volume XI (1861), pp, 103-108, 


Annunziamo con piacere un’ importante publicazione del signor Pottdba, valente 
cultore della geometria moderna, ben noto ai lettori del giornale mateinatico redatto 
dal signor Terqtjem. 

“ Tutte le arti d’ imitazione hanno per fine di rappresentare I’apparenza offerta 
da un soggetto, per un punto di vista convenientemente scelto ; e dunque ovvio che 
una rappresentazione qualsiasi deve sottostare, al pari di un disegno o di un quadro, 
a regole analoghe a quelle della prospettiva . . . 

Quando si vuol fare la rappresentazione di una o piu cose prese in natura e co- 
stituenti un soggetto, si puo procedere in diverse maniere; 

L Si rappresenta I’apparenza che il soggetto offre da un punto di vista scelto ac- 
conciamente, sopra una superficie che chiamasi quadro, secondo 1’ ordinario metodo 
de’ pittori, dietro le regole della prospettiva. 11 quadro e in generale una superficie 
piana; tuttavia puo essere cilindrico, come ne’ panorami, ovvero sferico, come nelle 
volte. In questa maniera di rappresentazione, gli oggetti, che in natura hanno tre 
dimensioni, sono rappresentati da figure che ne hanno due sole; lo sfondo o rilievo 
non e figurato che per mezzo di efifetti di prospettiva. 

2. Quando gli scultori vogliono rappresentare un oggetto qualsiasi, come un per- 
sonaggio o un soggetto di poca estensione, essi impiegano d’ ordinario 1’ intero rilievo. 
Esso altro non e che la fedele imitazione del modello nelle sue tre dimensioni, ossia 
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e cio che in geometria appellasi una figura simile; tale rappresentazione porge, per 
un punto di vista gualunque, la stessa apparenza che il soggetto guardato dal punto 
corrispondente. Cosi si fanno le statue, che ponno divenire statuette o conservare 
le dimensioni naturali, ovvero in alcuni casi avere proporzioni piu ragguardevoli. 
Ma quando I’artista vuol rappresentare un soggetto alquanto esteso, specialmente 
in profondita, quali sono per lo piu i soggetti figurati dai pittori nei loro quadri, e 
manifesto ch’egli, per venirne a capo, dovra rinserrare il suo lavoro entro uno spazio 
limitato, in guisa da farvi entrare 1’ imagine di oggetti spesso assai lontani. Cosi 
egli non puo ritrarre che P aspetto offerto dal modello considerate da un punto di vista 
scelto convenientemente ; ma ha il vantaggio di poter diminuire lo sfondo nel senso 
de’ raggi prospettivi, senza tuttavia alterare Papparenza : egli fa allora cio che chia- 
masi hasso rilievo. 

I bassi rilievi sono dunque imitazioni della natura, rinchiuse in uno spazio che ha 
minore sfondo del soggetto. 

Noi diciamo che queste costruzioni devono essere assoggettate a regole geometriche 
analoghe a quelle che governano la prospettiva piana; per dimostrar cio risaliamo al 
principio generale su cui riposa la visione. 

Tutt’i corpi Illuminati in un modo qualunque diventano alia loro volta corpi ri- 
schiaranti, cioe corpi che rimandano luce in tutte le direzioni. Fra tutti i raggi che 
partono da un oggetto illuminate, ve n’ha un fascio che arriva alPocchio delPosserva- 
tore e gli fa discernere P oggetto. Questi raggi formano un cono il cui vertice e nel- 
P occhio, e la cui base altro non e che la superficie visibile delP oggetto : formano, cioe, 
il cosi detto cono prospettivo. Se sopra ciaseun raggio di questo cono si prende un 
punto che tenga luogo di quello da cui il raggio si parte, e produca sulP occhio la 
medesima sensazione, e evidente che P insieme di tutti i punti analoghi, terra luogo 
delP apparenza delPoggetto proposto. Se tutti quei punti saran presi in una superficie 
piana, quali riuscirebbero intersecando il cono prospettivo con un piano, si avra la 
prospettiva piana del modello, ed aggiungendovi i color! secondo le norme della pro- 
spettiva aerea, si avra un quadro che potra produrre una completa illusione. 

3. Se in luogo di prendere que’ punti intermedi sopra una medesima superficie 
piana o curva, si determinano secondo una qualsivoglia legge di continuita, e si estende 
la costruzione non solo ai punti visibili del soggetto, ma anche a quelli che non lo 
sono, cioe a quelli che sono mascherati da altri punti piu vicini all’ occhio, e ovvio 
che si potra formare, colla loro riunione, una figura in rilievo, cioe dotata di tre di- 
mensioni come il modello, tale pero che potra avere assai meno di sfondo che que- 
st’ ultimo, e che tuttavia osservata dal punto di vista prescelto avra 1’ identica appa- 
renza. La figura cosi costruita e cio che diciamo la prospettiva in rilievo del soggetto. 
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Se di questa figura non conserviamo che le parti visibili, tralasciando il rimanente, 
0 meglio collegando fra loro le diverse parti, in modo da dare solidita all’ insieme della 
costruzione, si avra un hasso rilievo. II risultato cosi ottenuto non fara forse illusione 
come un dipinto, perche d’ordinario non vi si aggiungono i colori; ma esso avra altri 
preziosi vantaggi, quale e queUo di poter essere costruito in materiali inalterabili al 
sole, alia pioggia ; e d’ essere pereio acconcio a servire d’ ornamento all’ esterno o nel- 
riiitemo dei monument!. 

Dietro quanto s’e detto, se bastasse prendere ad arbitrio su ciascun raggio un 
punto, senz’ obbligo d’osservare altra regola, vi sarebbe un’ infinita di figure che po- 
trebbero essere prospettive in rilievo di uno stesso soggetto. Ma la cosa h altrimenti. 
Gib che si vuole rappresentare e bensi I’apparenza del soggetto guardato da un punto 
di vista unico ; e se il punto da cui si ha a considerare la prospettiva fosse rigoro- 
samente limitato, come sarebbe una piccolissima apertura praticata in sottile parete, 
potrebbesi a rigore, con una costruzione arbitraria, avere una figura che, per quel- 
r unico punto, avrebbe la stessa apparenza del soggetto; onde una retta potrebbe es- 
sere sostituita da una curva essenzialmente piana, contenuta nel piano prospettivo della 
retta. Ma aUora e evidente che se I’osservatore si scostasse dal punto di vista, la 
curva non rappresenterebbe piu per lui una retta, e cosi dicasi del resto ; eppero la 
figura costruita a quel modo non esprimerebbe il soggetto dato, ma sarebbe un’ ana- 
morfosi, cioe una figura che non offrirebbe 1’ imagine d’ oggetti distinti, se non collo- 
eando I’occhio in una determinata posizione. Siccome effettivamente il punto di vista 
non puo essere circoscritto in maniera si assoluta ; e 1’ occhio puo ad ogni istante sco- 
starsene, ed in sostanza un basso rilievo, del pari che un quadro, deve bensi rap- 
presentare r apparenza offerta dal modello per un unico punto di vista, ma con questa 
condizione essenziale, non mai bene dichiarata nei trattati di prospettiva, che tale 
rappresentazione sia anehe sodisfacente per tutte le posizioni ove 1’ occhio possa na- 
turalmente arrestarsi ad esaminarla ; cosi ne risulta essere necessario non solo che ad 
un punto del modello corrisponda un punto della prospettiva in rilievo, ma inoltre 
che ad ogni retta compresa nel modello corrisponda sempre una retta, e per conse- 
guenza <die ad un piano corrisponda un altro piano. 

Per conseguenza, se il soggetto da ritrarsi ed il punto di vista sono appieno de- 
terminati : se i piani che devono limitare la rappresentazione sono conosciuti pel loro 
sito, rignardo ad soggetto ed al punto di vista; non vi potra essere assolutamente che 
una sola fignra, la quale sodisfaccia alle diverse condizioni suenumerate, eppero sia 
la prospettiva in rilievo del dato soggetto 

Esisteno gia per la costruzione dei bassi rilievi regole geometiicbe che guidino 
Parfista neHa saa emuiK^OBe, come ve ne ha nella pittura? Se tali regole non sono 
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osservate nella statuaria, e egli bene prescriverne, e saranno esse accettate, owero 
si reputeranno incompatibili col fine cui si mira nel basso rilievo e contrarie alF in- 
dipendenza reclamata dal genio delFartista? 

Queste domande si propose il signor Chasles nel rapporto ch’ egli fece alFAcca- 
demia di Francia, intorno alF opera del Pottdra. Alle quali egli assai saviamente seppe 
rispondere, interrogando la storia delFarte. 

“ Basso rilievo e una costruzione poco sporgente da un foiido piano o curvo, de- 
stinata a rappresentare Finsieme di pin oggetti formanti una scena, che puo occupare, 
sopratutto in profondita, un’ estensione pin o meno grande. Le dimensioni di questa 
scena ponno trovarsi singolarmente diminuite di sfondo nel basso rilievo; e Farte dello 
scultore consiste nello inspirare alio spettatore, come fa la pittura in un semplice quadro, 
non solo il sentimento delle forme particolari delle varie parti della scena, ma anche 
il sentimento delle loro posizioni rispettive e delle vere distanze de’ diversi piani in 
cui esse si trovano. Queste due condizioni riunite ofifriranno alF occWo e all’ intelletto 
Fapparenza e F imagine perfetta del soggetto, come esso esiste realmente e natural- 
mente; e tale e il pin elevato fine che possa proporsi Farte del basso rilievo. 

Le decorazioni teatrali, benche vi si faccia uso della pittura e di tutti i suoi spe- 
dienti per produrre illusione all’ occhio, partecipano essenzialmente all’ arte del basso 
rilievo e dipendono dalle stesse regole di costruzione, perche la prospettiva vi si fa 
sopra piani different! e diversamente spazieggiati. 

Lo stesso vale dell’ architettura de’ grand! edifizi, ove si ha a determinare, dietro 
quelle regole, la disposizione delle diverse parti del monumento, e le forme e pro- 
porzioni de’ suoi ornamenti, come colonne, statue, volte, ece., avuto riguardo al loro 
allontanamento in isfondo ed in elevazione. 

La composizione de’ giardini, uno de’ rami deU’ architettura ove ha la pin gran 
parte F effetto prospettivo, desume anch’ essa i suoi principj dall’arte del basso rilievo. 

La scienza de’ bassi rilievi non h dunque circoscritta all’ arte plastica, propriamente 
detta, ma e anzi suscettibile d’ applicazioni svariate, aventi tutte per fine principale 
I’imitazione e F illusione. 

Cio dovrebbe autorizzarci a sperare di rinvenire nelF antichita alcune tracce delle 
regole che hanno potuto guidare gli artisti nelle loro composizioni. Imperocche e noto 
il gusto de’ Greci e de’ Romani pei templi e pei teatri, e si sa ch’ essi avevano scritto 
sulla scenografia, la quale divenne un’arte particolare fondata sui principj della pro- 
spettiva. 

La perfezione delle loro opere in tutto rilievo, comprovata dalle testimonianze di 
ammirazione che molti storici contemporanei ci hanno trasmesse e dai niodelli che a 
noi sono pervenuti, sarebbe un altro argomento per pensare ch’ essi abbiano coltivato 
con buon esito anche Farte del basso rilievo. 


Chrtmona, toma I. 


17 



258 


TRATTATO DI PE0SPETTI7A - BILIEVO. 


Tuttavia i loro nuDierosi lavori in questo genere non risponclono all idea che ab- 
biaino enunciato sulla destinazione e sul carattere de bassi rilievi, considerati nella 

maggior perfezione, e, sotto questo aspetto, hanno dato luogo a vive critiche “ Se 

“ ben si esamina la maggior parte de’ bassi rilievi antichi, si trovera ch’ essi non sono 
** veri h<xssi rilievi, ma opere di tutto rilievo, tagliate in due d alto in basso, di cui una 
“ meta e stata applicata e fissata sopra un fondo tutto unito *) „ . 

H'on prima del quindieesimo secolo I’arte del basso rilievo ha assunto presso i moderni 
il suo carattere d’ imitazione. L’ importante innovazione e dovuta a Lorenzo Ghiberti 
Che nelle porie del paradise applico tutti gli aiuti della prospettiva lineare, di cui egli 
aveva gi4 fatto uso con grande successo nella pittura. 

“ La buona prova fatta da Ghiberti fu 1’ origine della nuova scuola fondata sulla 
pratica della prospettiva. Questo genere s’ incontra nella maggior parte de’ bassi rilievi 
degli scultori celeb ri del quindieesimo e del sedicesimo secolo... Nel secolo decimo- 
settimo il basso rilievo fece un nuovo progresso che gli permise di emulare la pittura 
ne’ quadri storiei in grande. Fu un altro italiano, il celebre scultore Alsarm, che con- 
cepi e mando ad effetto questa estensione dell’ arte, componendo in basso rilievo un 
vasto quadro di storia. La riuscita fu prodigiosa, e d’allora in poi il basso rilievo 
divenne una nuova maniera di dipingere, i cui principj si identificarono con quelli della 
pittura propriamente detta. 

Bisogna dunque distinguere, nell’arte del basso rilievo, la scuola antica e la moderna ; 
gli spedienti di questa, sconosciuti alia prima o almeno da essa raramente e lievemente 
usati, sono dovuti alia pratica della prospettiva nella rappresentazione delle varie 
parti del soggetto e nel degradamento delle loro distanze. 

Questa conclusione risolve la quistione che ci eravamo proposta e ci autorizza a 
dire, insieme coi grandi maestri e coi piu giudiziosi apprezzatori delle loro opere, che 
per dare all’ arte del basso rilievo tutta 1’ estensione e I’eccellenza di esecuzione di 
cui e suscettibile, e d’uopo assoggettarla alle leggi rigorose della prospettiva, nel 
modo che la pittura si felicemente vi si e sottomessa, verso la stessa epoca del quin- 
dicesimo secolo. 

Ma quali sono queste leggi rigorose desunte dai principj della prospettiva, che i mo- 
demi scultori hanno applicato con successo si grande, da doverle risguardare come il 
vero fondamento dell’ arte del basso rilievo? Ossia, per dare al quesito una forma pih 
scientidca, diremo: dato un soggetto o modello, in qual modo si costruira una nuova 
figura che offra in tutt’ i sensi quelle degradazioni di distanze, quali si osservano nella 
sempKce prw^ttiva sopra un piano? 


*) Pbeeault, ParedMe des emeSens et des modemes. 
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Questa domanda costituisce un bel problema di geometria, indipendentemente dalle 
sue applicazioni all’ arte del basso rilievo. Sarebbe assai interessante il poter rinvenire, 
in qualche scritto de’ celebri scultori cbe hanno seguito G-hibeeti nella sua felice inno- 
vazione, almeno un cenno delle regole cb’ essi osservavano per isciogliere praticamente 
il problema. Ma sgraziatamente essi non ne fanno parola. Ghiberti aYeva scritto un 
trattato sulla scultura, ov’e verosimile cb’ei dichiarasse alcune regole pratiche; ma 
quell’ opera rimase manoscritta. Si dice cbe ne esista ancora una copia in una biblio- 
teca di Firenze. Facciamo voti percb’essa ricbiami a se I’attenzione del governo o 
di alcuno zelante cultore delle arti e della scienza... „ 

Il primo scritto in cui troviamo alcune regole per la costruzione de’ bassi rilievi 
e di Bosse (1648), il quale le aveva probabilmente ricevute dal celebre Desaegues. 
Un altro scritto sui bassi rilievi fu publicato un secolo piu tardi da Petitot a Parma. 
Ma le regole succinte di Bosse e di Petitot erano incomplete ne’ principj e nell’appli- 
cazione, e non formavano una teoria de’ bassi rilievi. II primo libro, a nostra saputa, 
nel quale la cosa sia stata considerata sotto I’aspetto geometrico, bencbe ancora esclu- 
sivamente pratico, e il Baggio sulla ]grospettiva dei rilievi di Beetsig (1792). 

“ In seguito, il problema de’ bassi rilievi e state trattato, sebbene per incidenza 
e con brevita, in un’ opera di pura geometria, con quella precisione e con quella cbia- 
rezza cbe sono proprie delle teorie matematicbe considerate in tutta la loro genera- 
lity e in quel grade d’ astrazione cbe loro spetta. Alludiamo al TraiU des p-opriStes 
projectives des figures dell’illustre Poncelet (1822). L’autore mirando ad applicare alle 
figure a tre dimension! il metodo desunto dai principj della prospettiva lineare per la 
dimostrazione delle propriety delle figure plane, imagine un processo analogo di de- 
formazione delle figure a tre dimensioni, cb’ egli ebiamo teoria delle figure omologiche 
0 pospettiva in rilievo. 

In queste figure i punti si corrispondono a due a due, e sono su rette concorrenti 
in uno stesso punto, chiamato centra di omologia; a rette corrispondono rette, e per 
conseguenza piani a piani; due rette o due piani corrispondenti si intersecano mu- 
tuamente sopra un piano invariabile, detto piano d'omologia. 

Dopo aver fatto uso assai esteso di questo metodo, come mezzo di prova e di 
ricerca in geometria razionale, il signor Poncelet mette in chiaro cbe due figure omo- 
logiche riuniscono tutte le condizioni da osservarsi nella costruzione de’ bassi rilievi 
e nelle decorazioni teatrali. E I’autore finisce con queste parole: “ nous laisserons aux 
“ artistes instruits le soin de ddvelopper ces iddes de la maniere convenable, pour les 
“ mettre y la portae du grand nombre de ceux qui ex6cutent „. 

Tuttavia non era quest’ opera riserbata agli artisti propriamente detti, qualunque 
fosse il loro merito, poiche essa esigeva necessariamente il geometra abituato alle 



260 


TBATTATO DI PBOSPETTIVA - EILIEVO. 


speculazioni della scienza, il solo a cui appartenga di trattare le quistioni matema- 
tiche colla precisione e la lucidita che ne spianano tutti gl’ impedimenti 

II signor Pottdra, antico allievo della scuola politecnica di Fraacia, si 6 proposto 
di dar seguito alle idee dl Poncelet, e cio lo ha coudotto a comporre un’ opera ( or qui 
annunziata), che presentata all’accademia delle scienze ne fu approvata. 

L’ opera e divisa in due parti; nella prima Pautore tratta, da uu punto di vista 
generale, la costruzione delle figure omologiche ossia la prospettiva in rilievo ; e nella 
seconda tratta delle applicazioni particolari di quella teoria alia costruzione de’ bassi 
rilievi propriamente detti, alle decorazioni teatrali ed all’ architettura dei grand! 
edifici. 

Termineremo colie parole del signor Chasles: 

“ Senz’avere il pensiero di prescrivere agli artisti I’uso esclusivo delle regole rigo- 
rose, basate sulla teoria geometrica sviluppata dal Potjdra, noi esprimeremo pero il 
convincimento che, in tutti i lavori d’arte ove si miri all’ imitazione, per mezzo d’effetti 
d’ apparenza e d’ illusione, si potra sempre consultare con frutto questo libro, ove allato 
di regole sicure e precise quanto quelle della prospettiva piana, di cui la pittura fa 
un si felice uso, trovansi acute osservazioni e giudizi motivati che si cercherebbero 
forse invano in altri scritti composti in un intento puramente artistico 
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Atti dal Reale Istitiito LonibardOj volume II (1861), pp. 291-302. 


1. lo mi propoago, in questa Memoria, d’ investigare eoi metodi della pura geome- 
tria, alcune interessanti proprieta delle superficie gobbe del terz’ordine. Non so se 
altri siasi gia occupato di questo argomento. 

Avro a far uso della seguente proposizione, dovuta alFillustre CHAStES: Se sopra 
una data retta si ha una serie di punti m, ed una serie di segment! m' ni' in invo- 
luzione, e se le due serie sono prqjettive (doe si corrispondono anarmonicamente), vi 
sono in generale tre punti m, dascuno de’ quali coindde coll’ uno o coU’altro de’ suoi 
corrispondenti in', m". Infatti, presa un’origine o sulla data retta, s’ indichi con 0 il 
segmento om, e con x I’uno 0 I’altro de’ segmenti om', om”; la projettivita delle due 
serie sara generalmente espressa da un’equazione della forma: 

x{ci! z V) + {c^'z + 6") =0> 

ove, posto x=z, I’equazione risultante h del terzo grade in da eui si conclude la 
verita dell’enundato teorema. I tre punti accennati si ottengono geometricamente, 
median te le elegant! costruzioni date dallo stesso signor Chasles *). 

2. Devesi al celebre matematico inglese Cateet I’importante osservazione, che 
in una superficie gobba Yordine e eguale alia classe. Infatti, il numero delle generatrid 
rettilinee incontrate da una retta arbitraria e evidentemente eguale al numero dei 
punti comuni a questa retta ed alia superficie, ed anche al numero de’ piani tangent! 
che per la retta stessa si possono eondurre. Segue da cio, che alle superficie gobbe, 
di qualsivoglia ordine, compete quella dualita di proprieta geometriche che si riscontra 


Oompies rendics de I’AeaMmie de Paris, tom. XLI, pag. 677. Veggansi anche i MManges 
de giomitrk, pare del signor JoNQUiiiRBS, pag. 162. 
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nelle supei-ficie del second’ordine, appunto perche esse sono in pari tempo della se- 
conda classe. 

Per esprimere con una sola parola il doppio concetto ^eWordine e della classe, 
diro che una superficie gobba e del grade n, quando una retta arbitraria incontra n 
sue generatrici rettilinee. 

3. Sia proposta una superficie gobba del terzo grado ; assunte ad arbitrio quattro 
generatrici G, H, E, L, siano D, E le due rette che le incontrano tutt’ e quattro. Cia- 
scuna delle rette D, E ha quattro punti in comune colla superficie data, eppero giace 
per intero in essa. 

Considero ora il piano EG, il quale contenendo gia, oltre la retta E, la genera- 
trice G, seghera la superficie in una nuova generatrice G', poiche la sezione fatta da 
un piano qualsivoglia e una linea d’ordine eguale a quello della superficie. Le tre 
rette E, G, G' costituiscono la completa intersezione di quel piano colla superficie ; 
dunque il piano medesimo sega tutte le generatrici in punti appartenenti alia retta 
E; ossia, tutte le generatrici della superficie S incontrano la retta E. Per la stessa 
ragione, esse incontrano la retta D ; dunque D, E sono due direttrici rettilinee della 
proposta superficie. E evidente che non vi puo essere una terza direttrice rettilinea ; 
eppero: 

Ogni superficie gobba del terzo grado ammette due direttrici rettilinee. 

Considerando di nuovo il piano EGG', e ritenendo che le generatrici G, G' incon- 
trino la direttrice E in due punti distinti, esse andranno necessariamente ad incon- 
trare I’altra direttrice D in uno stesso punto, la, cioe, dove questa attraversa il piano 
EGG'. In questo punto la direttrice e incontrata da due generatrici, eppero ivi la 
superficie 2 ammette due piani tangenti, DG e DG'; dunque, quello e un punto doppio. 
AnaJogamente e un punto doppio quello in cui la direttrice D e incontrata da qualunque 
altra generatrice : il che significa essere D una retta doppia sulla superficie 2 . Da 
ogni punto di D partono due generatrici, situate in un piano passante per E . Ogni 
piano passante per D contiene una sola generatrice: la retta D conta per due nel 
grado della sezione. Ossia: 

Ogni superficie gobba dd terzo grado ha una retta doppia, la quale e wna delle 
dm direttrici rettilinee. 

4. Una superficie gobba di terzo grado non puo avere altra linea multipla. In 
fatti, un piano gwdsivoglia sega la superficie in una linea del terz’ordine, e le linee 
multiple di quella in punti, die sono multipli per questa linea. Ora, una linea del 
terz’ordine non puo avere piu di un punto multiple, senza degenerare nel sistema di 
una retta ed una conica, o nel sistema di tre rette; e d’altronde se un piano qualsi- 
w^ia s^asse la superfide secondo una retta ed una conica, ovvero seeondo tre rette. 
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la superficie stessa sarebbe evidentemente il complesso di un piano e d’ una super- 
ficie di second’ ordine, ovvero di tre piani. 

Ne la retta singolare D puo divenire ciispidale, in luogo d’essere puramente doppia. 
Perch^, se in ogni punto di D i due piani tangenti alia superficie coincidessero, coin- 
ciderebbero anco le due generatrici che partono da quello ; eppero da ogni punto di 
D, come da ogni punto di E, partirebbe una sola generatrice. Dunque le rette D, E 
sarebbero dalle generatrici divise omograficamente, e la superficie diverrebbe un 
iperboloide. 

Se una superficie di terz’ordine ha una retta doppia, ogni piano passante per questa 
segher^ la superficie in una retta; dunque: 

Ogni superficie di terz’ordine, nella quale sia una retta doppia, e rigata. 

5. Dal fatto che per ciascun punto della direttrice doppia D passano due genera- 
trici poste in un piano passante per la seconda direttrice E, risulta che : 

In ciascun punto della retta doppia di una superficie gdbba di terzo grado, questa 
e toccata da due piani; tali coppie di piani formano un’ involuxione. Ciascun piano pas- 
sante per I’altra direttrice rettilinea tocca la superficie in due punti; tali coppie di punti 
sono in involuzione. Le due involuzioni sono prospettive (cio^ i piani della prima pas- 
sano pei punti della seconda). 

In altre parole; siccome le generatrici della superficie S a due a due incontrano 
in uno stesso punto la retta doppia D, e sono in un piano passante per I’altra diret- 
trice E, cosi esse generatrici detenninano coi loro punti d’appoggio una serie di seg- 
menti in involuzione sulla retta E, ed una semplice serie di punti sulla retta D ; e le 
due serie si corrispondono anarraonicamente. Se 1’ involuzione ha i punti doppj reali, 
e siano a', b', da essi partiranno due generatrici A, B, che andranno ad incontrare la 
retta doppia D nei corrispondenti punti a, b. Questi due punti hanno dunque la speciale 
proprieta, che da ciascun d’essi parte una sola generatrice, cioe in ciascun d’essi i due 
piani tangenti coincidono. Per conseguenza, essi sono due punti cuspidali. I piani tangenti 
in questi punti incontrano la direttrice E in a' e 6'. E del pari evidente che i due piani 
EA, EB hanno, fra tutti i piani passanti per E, I’esclusiva proprieta di contenere, ciascuno, 
una sola generatrice, che conta per due nel grado della sezione; eppero ciascuno di 
questi piani tocca la superficie lungo tutta la rispettiva- generatrice. 

Le generatrici della superficie S determinano a due a due una coppia di piani 
passanti per D, ed un solo piano passante per E ; ossia determinano due fasci projet- 
tivi, r uno doppio involutorio di piani passanti per D, I’altro semplice di piani pas- 
santi per E. I piani DA, DB sono evidentemente i piani doppj dell’ involuzione anzi- 
detta. Dunque: 

I punti ne' quali le generatrici di una superficie gdbba di terzo grado si appoggiano 
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aUe due direttrici rettUhiee, formano $ii queste due serie projettive; ed mvero, una serie 
semplice di piinti sidla retta doppia, ed una serie di segmenti in imolusione sulV altra 
direttrice. I punfi doppj di questa involuizione corrispondono ai punti cuspidali della retta 
doppia. 

1 piani passardi per V una o per Vcdtra delle due direttrici rettilinee di una super- 
ficie goiba di terzo grado, formano due fasci projettivi; ed invero, un fascio doppio 
invdlutorio intomo alia retta doppia, ed un fascio semplice intorno alia seconda diret- 
trice. 1 piani doppj deW involuzione sono qiielli che toccano la superficie nei punti 
cvtspidali della retta doppia. 

6. Studiamo ora la questione inversa. Sian date due serie projettive di punti, 
r una semplice su d’ una retta D, Faltra doppia involutoria sopra un’ altra retta E ; 
le due rette non situate in uno stesso piano. Di qual grado ^ la superficie luogo 
delle rette che uniscono i punti corrispondenti delle due serie ? Immagino una retta 
arbitraria T, e per essa un fascio di piani prospettivo alia serie di punti su D. Questo 
fascio determinera sulla retta E una serie di punti omografica a quella data su D; 
eppero in E avremo due serie projettive di punti, Tuna semplice e I’altra doppia in 
involuzione. Tali serie sopra una stessa retta ammettono in generate tre punti doppj ; 
dunque la retta arbitraria T incontra tre generatrici, ossia la superficie descritta e 
del terzo grado. Per essa la retta D e evidentemente la retta doppia, ed E e la 
seconda direttrice. Dunque; 

Data una serie di segmenti in involuzione sopra una retta ed una serie semplice 
di punti, projettiva alia prima serie, sopra un’ altra retta, le rette che uniscono i punti 
emrrispondenti delle due serie formano una superficie del terzo grado. 

Analogamente si dimostra che: 

Dado un fascio involutorio di piani passanti per una retta, ed un altro fascio sem- 
plke, prqjeUivo al prime, di piani passanti per una seconda retta, le rette intersezioni 
de’ piani corrispondenti formano una superficie del terzo grado. 

k questi teoremi puo anche darsi un’altra espressione. Sia o un punto fisso preso 
ad arbitrio nella retta doppia D; s' un punto fisso in E; sia w un punto qualunque 
in E; il punto che gli corrisponde in D. Allora la corrispondenza anarmonica delle 
due serie di punti in D, E sara espressa da un’equazione della forma: 

(1) {X. ord -f- p.) + (v. oni -j- Jc) + p. om' -j- o = 0, 

ove X, p, y, K, p, o sono costanti. Dunque: 

Se in due rette date m prendono due punti fissi q, o, e due punti variabili m, m', in 
modo che fra i segmenti qm, om' abbia luogo la relazione (1), la retta mm' genera una 
suj^cficie terzo grado. 
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Un analogo enunciate si puo dedurre dalla considerazione de’ due fasci di piani, di 
cui le rette D, E sono gli assi. 

7. Una superficie gobba di terzo grade e completamente individuata dalle due 
serie projettive di punti in D, E. Oio poste, e ovvie ceme si risolverebbe il problema: 

Gostruire le tre geyieratrici incontrate da una retta data. 

La seluziene di queste preblema riducesi alia costruzione de’ tre punti doppj di 
due serie projettive, Tuna sempliee e I’altra involutoria, sopra una medesima retta. 

E del pari facilissimo vedere come si risolvono questi altri problemi: 

Fer quattro rette, a due a due, non situate in uno stesso piano, e per tm punto 
dato, far passare una superficie gobba di terso grado. (Due soluzioni, o nessuna). 

Gostruire la superficie gobba di terzo grado di cui siun date la retta doppia e la 
seconda direttrice, ed inoltre cinque generatrici (ovvero cinque punti). (Una seluziene). 

8. Prendiamo ora a considerare un piano tangente qualsivoglia della superficie S, 
il quale non passi ne per D, ne per E. Esso, oltre al contenere una generatrice, 
seghera la superficie secondo una conica, la quale e incontrata dalla generatrice in 
due punti, e questi sono i due punti doppj in virtu de’ quali la sezione, che in ge- 
nerale h una curva del terz’ordine, si risolve qui in una retta ed una conica. Ma anche 
il punto in cui il piano dato sega la retta doppia, dev’essere un punto doppio per 
la sezione; dunque uno de’ punti in cui la generatrice incontra la conica, appartiene 
alia retta doppia. L’altro punto e quello in cui il piano tocca la superficie; ossia: 

Ogni piano tangente ad una superficie gobba del terzo grado, il quale non passi per 
una delle direttrici rettilinee, sega la superficie secondo una conica die e incontrata 
dalla generatrice posta nel piano stesso in due punti. Uno di questi e il punto di con- 
tatto del piano colla superficie; I’altro e il punto in cui la generatrice s’appoggia alia 
retta doppia. 

E per conseguenza: 

La retta doppia di una superficie gobba del terzo grado si appoggia a tutte le co- 
niche inscritte in questa. 

Ne risulta anebe che nessuna di queste coniche incontra la seconda direttrice, e 
che nessuna conica posta in un piano tangente non passante per una direttrice si 
risolve in due rette. 

Osservo inoltre, che i piani EA, EB (reali o immaginarj) , toccando la superficie S 
lungo tutta una generatrice per ciascheduno, toccano anche le coniche in essa in- 
scritte; ossia: 

I piani tangenti (reali o immaginarj) che per la direttrice non doppia di una su- 
perficie gMa del terzo grado si possono condurre ad una conica inscritta in questa, 
sono anche tangenti a tuMe le oltre coniche inscritte nella medesima superficie. 1 punti 
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dl contoMo sono situati nelle due generatrki, che incontrano la retta doppia ne' punti 
ciispidali, 

9. Qual e il grado della superficie generata da una retta che si muova appog- 
giaudosi costantemente ad ana conica K e a due rette D, E, la prirna delle quali 
incontri la conica in un punto ? Inunagino una retta arbitraria T ; tutte le rette che 
simultaneamente incontrano le tre rette D, E, T, formano un iperboloide, il quale sega 
il piano della conica K secondo un’ ultra conica. Le due coniche passano emtrambe per la 
traccia di D, eppero si segheranno generalmente in tre altri punti ; ossia 1’ iperboloide 
ha tre generatrici appoggiate alia conica K ; dunque tre sono le rette che incontrano 
a un tempo D, E, T e K, eppero: 

La superficie generata da una retta mobile che si appoggi costantemente ad una 
conica ed a due rette, una delle quali abUa un punto comune colla conica, e del term 
grado* La direttrice rettilinea che ha im punto cornune colla conica, e la retta doppia 
della superficie. 

Viceversa, ogni superficie gobba del terzo grado ammette tale generazione. 

10. Se consideriamo la direttrice E ed una conica K inscritta nella superficie S , ad 
ogni punto dell’ una di esse corrisponde un punto nell’ ultra, e vicerersa: i punti cor- 
rispondenti sono quelli per cui passa una stessa generatrice della superficie, Ossia: 

Le generatrici di una superficie gobba del term grado determAnano suUa direttrice 
rettUinea non doppia, e sopra una qualsivoglia conica inscritta nella superficie, dm serie 
projettive di puniL 

lo ho gia dimostrato, nella Memoria Bur quelques proprietes des lignes gauches de 
froisieme ordre et classed), il teorema inverso: 

Date dm serie projettive di punti, Vuna sopra una retta e Valtra sopra una conica, 
sUuade comunque nello spado, le rette che uniscono i punti corrispondenti formano una 
superficie del term grado. 

11. In virtu del principio di dualita, possiamo anche enunciare i seguenti teoremi, 
che si dimostrano colla stessa facilita de’ precedenti. 

Un pufdo qucdunque di una superficie gobba del term grado, il quale non giaccia 
in una ddle due direttrici refdilime, e U vertice di un cono di secondo grado, circo'- 
scriMo a queUa. Def due piani tangenti a questo cono, che in generale ponno condursi 
per la genercdriee passante per quel punto, Vuno passa per la direttrice non doppia, 
mmtre Vcdtro e il piano tangents alia superficie data nel vertice del cono* 

Ogni com di secondo grado, circoseritto ad una superficie gobba del term, ha un 
piano tanged passwide per la direttrice non doppia di questa. 


*) Jommdf^^reimuridmigemndteMatheTmtik, Band 58, pag. 138. [Queste Opere, n. 24]. 
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La superficie generata da una retta mobile, la quale si appoggi a dm rette date, e si 
trovi ad ogni istante in un piano tangente di un dato com di secondo grado, un piano 
tangenie del quale passi per una di quelle due rette, e del terso grado. 

La retta doppia di una superficie gdbba di terso grado incontra nella stessa coppia 
di punti (reali o immaginarj), doe nei punti cuspidali, tutfi i coni di secondo grado 
circoscritti alia superficie. 1 piani tangenii ai coni in quei punti passano per le due 
generatrici che s’appoggiano alia retta doppia nei punti tnedesimi. 

Dati due fasci projettivi, I’uno di piani tangenti ad un com di secondo grado, 
Valtro di piani passanti per una retta, le rette intersedoni de’ piani corrispondenfi 
formano una superficie del terso grado (per la quale la retta data e la direttrice 
doppia). 

12. Considero una generatrice Gr appoggiata alia retta doppia D nei punto g. Se 
intorno a quella generatrice si fa rotare un piano, esso sega la superficie ^ secondo 
una conica che passa costantemente pel punto g, ed ivi tocca un piano fisso, cioe quel 
piano DGr' che passa per la direttrice doppia, e per quella generatrice &' che appog- 
giasi pure in g alia retta D. II polo della retta G rispetto a quella conica si trovers 
dunque nei piano DG'. Ma siccome la generatrice G incontra anche Taltra direttrice E, 
cosi, se per quests s’immaginano condotti i piani tangenti alia conica, il piano EG 
ed inoltre il piano EF conjugato armonico di quest’ ultimo rispetto ai due primi, e 
evidente che il piano EF deve pure passare per quel polo. Ora, i piani DG', EF sono 
fissi, cioe non variano, comunque ruoti intorno a G il piano della conica; dunque, 
variando questo piano, il polo di 6 rispetto alia conica variabile percorre la retta F 
comune ai piani DG', EF. Ossia: 

1 poli di una stessa generatrice di una superficie gdbba del terso grado, relativi a 
tutte le coniche in essa inscritte e posts in piani passanti per quella generatrice, sono 
in una retta appoggiata alle due direttrici della superficie medesima. 

Variando la generatrice G, varia la corrispondente retta F, che pero rimane sempre 
appoggiata alle D, E ; onde segue, che il luogo della retta F, e un’altra superficie 
gobba del terzo grado, che ha le rette direttrici in comune colla data: superficie, che 
e evidentemente polare reciproea della propostal. Ossia: 

B luogo dei poli delle generatrici di una superficie gdbba del teriso grado, rispetto 
alle coniche inscritte in questa e posts in piani rispdtivamente passanti per le genera- 
trici medesime, e un’altra superficie gobba del tereo grado, polare reciproea della data. 

Da quanto precede segue inoltre : 

8e intorno ad una retta fissa si fa girare un piano, e in questo si descriva una 
conica toccante un piano fisso 'nei punto in cui esso e incontrato da quella retta; se nd 
movimento del piano, la conica si deforma appoggiandosi costantemente ad una seconda 
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rsticb fissdi 6 lu ytiodo cJi& polo pKiyfict y&ttci vispotto dllct coTiXca scortd su d uizco 
term relta data nel piano fisso ; la conka generera ima superficie gdbla del terso grado, 
per la quale le prime due rette date sono generatrici, mentre la retta che unisce i loro 
punti d’ incontro col piano fisso e la retta doppia. 

13. Ecco i teoremi correlativi: 

1 piani polari di una stessa generatrice di una superfwie gohba del terso grado, 
rispetto a tuW i coni di secondo grado cireoscritti a questa ed avenii i vertici in quella 
generalrke, passano per una retta appoggiata alle due direttrioi della superfioie gdbba. 
II luogo ddle rette ancdoghe a questa, e corrispondenti alle diverse generatrici, e un’altra 
super/kie gobba del terzo grado, polare reciproca della data (la stessa del numero pre- 
eedeute). 

Se un cono di secondo grado, mobile, percorre col vertice una retta fissa, e passa 
p^er un punto fisso, nel quale sia toccata da un piano passante per quella retta; se 
indtre il cono ha costantemente un piano tangente, passante per una seconda retta fissa, e 
se il piano pdare della prima retta, rispetto al cono, rmta intorno ad una terza retta data, 
passante pd punto fisso ; V inviluppo di quel cono sard una superfioie gobba del ter so 
grado, per la qiicde le prime due rette date sono generatrici, mentre la retta iwterse- 
sione de’ piani da esse determinate col punto fisso e la direttrice non doppia. 

14. Supponiamo che una superfioie gobba S di terzo grado sia individuata per 
mezzo delle due direttrici e di cinque generatrici. Condotto un piano per una di 
queste, esso sara un piano tangente della superficie. Si domanda il punto di contatto. 

Questo piano seghera la retta doppia in un punto g, situate sulla generatrice per 
cui passa, e seghera le altre generatrici ne’ punti h, It, I, m. La conica, intersezione 
della superfioie eol piano tangente, e determinata dai cinque punti g, h, h, I, m; e si 
tratta di trovare il punto in cui la generatrice G passante per g la Sega di nuovo. A 
tale intento, basta ricorrere al teorema di Pascal. Le rette 6, Im coneorrono in un 
punto p-, le hg, hm m q; la pq ineontri hlmr; la rlt seghera G nel punto cercato. ' 

Sia invece dato un punto sopra una delle cinque generatrici, e si domandi il piano 
che ivi tocca la superficie. Quel punto determina colla direttrice non doppia un piano a, 
passante per la generatrice G, di cui si tratta, e colie altre quattro generatrici altret- 
tanti piani p, 'f, S, e. Questi cinque piani determinano il cono di secondo grado, cir- 
wscritto alia superficie S, ed avente il vertice nel punto dato. Si tratta dunque di 
trovare il secondo piaao tangente a questo cono, passante per quella generatrice G 
per cui passa gia a. Le rette G, Ss determinate un piano p.; le Pee, ye un altro piano v ; 
le p5, p an terzo piano le rette rj, G individueranno il piano desiderate. 

Un piano qualsivogiia dato sega le sette rette, mediante le quali e individuata la 
superficie S, in altrettanti punti appartenenti alia curva di terz’ordine, secondo la quale 
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il piano sega la superficie. Fra quei punti, quello che spetta alia direttrice doppia, 
e il punto doppio della sezione. Ora una curva del terz’ordine con punto doppio e 
eompletamente determinata da questo e da sei punti ordinarj , e si sa eostruirla eolle 
intersezioni di due fasci projettivi, I’uno di rette e I’altro di coniche*). 

Colla costruzione eorrelativa si otterra il cono circoseritto alia superficie I, ed 
avente il vertice in un punto dato arbitrariamente nello spazio. 

15. Considero ancora un piano che, passando per la generatrice G seghi la super- 
ficie S in una conica, ed iinmagino il cono avente per base questa conica ed il vertice 
in un punto o, preso ad arbitrio sulla retta doppia D . Questo cono ha evidentemente 
per generatrici la retta D e quelle due generatrici di S che passano per o ; inoltre 
lo stesso cono e toccato lungo D dal piano DO', ove G' sia la generatrice di 1 che in- 
contra la retta doppia insieme con G. 

E pure evidente che, comunque ruoti quel piano intorno a G, eppero varii il cono 
per mezzo del quale vedesi dal punto fisso o la conica, sezione della superficie 2, 
quelle tre generatrici e quel piano tangente restano invariabili ; onde si ha un fascio 
di coni aventi in comune tre generatrici ed il piano tangente lungo una di queste. 
Siccome poi, ad ogni piano condotto per G corrisponde un determinate cono nel 
fascio, e reciprocamente, cosi i coni anzidetti ed i piani per G si corrispondono anar- 
monicamente, ciofe formano due sistemi proiettivi. Dunque: 

1 piani tangenti di una superficie gobha del terzo grade, passanti per una stessa 
generatrice, ed i coni per mezzo de’ guali si veggono da un punto fissato ad arbitrio sulla 
retta doppia le coniche inscritte nella superficie e poste in quei piani, formano due 
fasci projettivi. 

Osserviamo che quando il piano mobile intorno a G passa per D, la conica dege- 
nera nel sistema di due rette coincidenti colla stessa D; eppero il corrispondente 
cono e il sistema dei due piani che toccano la superficie X nel punto o. Questa os- 

servazione giovera per cio che segue. | Anche al piano GE corrisponde un cono riducen- 
tesi a due piani : il piano DG' ed il piano delle due generatrici per o, cioe il piano oE. ^ 

16. Sian dati due fasci projettivi, I’uno di piani passanti per una data retta G, 
I’altro di coni di secondo grade passanti per tre date generatrici 0, 0' (queste due 
reali o immaginarie) e D, e toccanti lungo quest’ ultima un piano dato. Supponiamo 
inoltre che le rette D, G siano in uno stesso piano, al quale corrisponda, nel secondo 
fascio, il sistema de’ due piani DO, DO'. Di qual natura e la superficie luogo delle 
coniche intersezioni dei piani del prime fascio coi coni corrispondenti del secondo ? 


*) JoNQUiiiEBS, M&anges, etc., pag. 190. 
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Una retta arbitraria incontra il fascio di coni in una doppia serie di punti in 
involuzionc, od il fascio di piani in una somplicG sorio di punti, projcttiva alia prima. 
Le due serie hanno in generale tre punti doppj, eppero la superficie richiesta e del 
terz^ordine. E evidente die essa conterra le {juattro rette date, Inoltre, siccoine il 
piano DG sega il cono eorrispondente, cioe il sistema de’ piani DO, DO' secondo una 
conica die riducesi al sistema di due rette coincidenti (DD), cosl la retta D e doppia 
snlla superficie, e per conseguenza questa e gobba. 

17, Il principio di dualita somministra poi queste altre proprieta: 

I punti di una generatrice di una superficie gobha del term grade, considerati come 
vertiei d'cdtrdtanfi coni di secondo grade circoseritti a questa, e le coniche intersemoni 
di questi coni con uno stesso piano condotto ad arUtrio per la direttrice non doppia, 
formano due sistemi projettivi. 

Sian dati due sistemi projettivi, I’uno di pUnti sopra una retta G, I’altro di co- 
niche tangenti due rette date 0, 0' (reali o no), ed un’altra retta data E in un punto 
date. Supponiamo inoltre che le rette E, G siano concorrenti in un punto, al quale 
corrisponda, nel secondo sistema, il complesso de’ due punti EO, EO' (risguardato 
come un inviluppo di seconda dasse) . La superficie inviluppata dai coni die passano 
per quelle coniche ed hanno i vertici ne’ corrispondenti punti di G, e gobba e del 
terzo grade; per essa la retta E e la direttrice non doppia, e G, 0, 0' sono tre 
generatrici. 

Dalle cose che precedono, consegue che: 

Una superficie gobba del term grado e individuafa dalla retta doppia, da tre punti, 
e da tre generairici, due delle quali (reali o immaginarie) si appoggino aUa retta doppia 
in uno stesso punto, 

Una superficie gobba del term grado e individuata dalla retta doppia e da nove 
punti. 

Una superficie gobba dd term grado e individuata dalla direttrice non doppia, da 
tre piani tangenti e da tre gmeratrici, due dalle quedi (reali o no) siano in uno stesso 
pmno cotta direttrice. 

Una superficie gobba dd term grado e individuata dalla direttrice non doppia e da 
nom jww Umgmti. 

Ecse. ece, 

18, Date un punto qualunque o nello spazio, la sua prima superficie polar e, ri- 
spetto alia superficie S, h, per la nota teoria delle curve e delle superficie polari, del 
seoond'ordme. Se per o conduciaino un piano ^ arbitrario, esso sega la superficie S 
serondo una Mnea del terzo ordine, che ha un punto doppio nell’ intersezione del piano 
colla retta doppia D. Le stesso piano ac s^heri la superficie prima polar e di o secondo 
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una conica, la quale e la polare di o rispetto alFanzidetta linea del terz’ordine. Ma 
e d’altronde noto, che quando una linea del terz’ordine ha un punto doppio, tutte le 
prime polari passano per esso; dunque: 

La prima superficie polare di un punto arbifrario rispetto ad una superficie gobba 
del term grado e un iperboloide passante per la retta doppia 

Se quel piano segante :r si facesse passare per uno de’ due punti cuspidal! della 
retta doppia, la sezione avrehbe ivi un punto doppio con due tangent! coincident!, 
cioe una cuspide o regresso ; eppero, siccome e noto che una linea del terz’ ordine, 
avente una cuspide, e ivi toccata da tutte le coniche prime polari, cosi: 

I piani che toccano una superficie gobba del term grado ne‘‘ punti cuspidali della retta 
doppia^ sono tangenti nei medesimi punti alV iperboloide polare di un punto arbitrario 

Se immaginiamo ancora il piano segante z, come sopra, e noto che la retta 
tirata da o al punto doppio della linea di terz’ordine e la tangente in questo punto 
alia conica polare, sono conjugate armoniche rispetto alle due tangenti della linea di 
terz’ordine nel punto stesso; dunque: 

In un punto gualungue della retta doppia di una superficie gobba del term grado^ 
Vangolo de’ due piani tangenti a questa superficie e diviso armonicamente dal piano che 
ivi tocca V iperboloide polare e dal piano condotto al polo t). 

II piano oD condotto dalla retta doppia al polo, tocchera esso pure V iperboloide 
polare in un punto o' (della retta D) ; eppero, in virtu del precedente teorema, nel 
punto o' il piano tangente all’ iperboloide e uno dei piani che nel punto stesso toccano 
la superficie 1, Per trovare il punto o', si conduca il piano oJ) che seghi la seconda 
direttrice E nel punto d'; il piano tangente alia superficie S in d', seghera eviden- 
temente la retta doppia nel punto desiderate. 


*) I La prima polare di un punto arbitrario rispetto ad una superficie gobba d’ ordine 
qualunque passa per la curva doppia di questa superficie.) 

**) { I piani ebe toccano una superficie gobba qualunque nei punti cuspidali della curva 
doppia sono tangenti nei medesimi punti alia prima polare di un punto arbitrario. [ 

***) Veggasi Teccellente trattato On the higher plane curves dell’ illustre geometra irlandese 
Giorgio Salmon (Dublin, 1852, pag. 61). 

t) 1 In un punto qualunque m della curva doppia di una superficie gobba d’ ordine n 
(ha luogo la stessa propriety per una superficie qualunque che abbia un punto biplanarem) 
i’angolo di due piani tangenti a questa superficie h diviso armonicamente dal piano che ivi 
tocca la prima polare di un punto arbitrario o e dal piano condotto al polo o (per la retta 
tangente in m alia curva doppia). Ne segue cbe la superficie data e la prima polare di o si 
toccheranno (oltre ai punti cuspidali) in quei punti della curva doppia dove la prima polare h 
toccata da piani passanti per o, cio6 ne’ punti ove la curva doppia h incontrata dalla seconda 
polare di o. j 
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19. InnuagiDiaino il piano oE, condotto pel polo e per la direttrice non doppia; 
esso Sega la superficie X secondo il sistema di tre rette, cioe la direttrice E e due 
generatriei, le quali incontrino E in due punti u, v, e siano appoggiate alia retta 
doppia nel punto to. La conica polare di o, rispetto al triangolo uvw, h circoscritta 
al triangolo stesso, com’e notissimo; eppero i punti u, v sono quelli ne’ quali la retta 
E h incontrata dall’ iperboloide polare. Ma i punti ti, v sono anche quelli in cui il 
piano oE tocca la superficie L, cioe sono due punti conjugati di quell’ in voluzione che 
le generatriei della superficie del terzo grado formano sulla direttrice E; dunque: 

La direttrice non doppia di una superficie gdbba del terse grado e divisa armenica- 
mente dai piani tangenti ne' punti cuspidali e dalV iperboloide polare di un punto ar- 
bitrario. 

E per conseguenza: 

La direttrice non doppia di una superficie gdbba del ter so grado e tangente all’iper- 
boioide polare di un punto gtMlunque, preso in uno dei due piani che passano per la 
direttrice medesima e per uno de’ punti cuspidali. 

Viceyersa, perche un iperboloide passante per la retta doppia, e tangente ne’ punti 
cuspidali alia superficie S, possa essere la superficie polare di alcun punto nello spazio, 
basta ch’esso passi per una coppia di punti conjugati dell’ involuzione esistente sulla 
retta E. 

20. Vediamo ora come si possa costruire 1’ iperboloide polare di un dato punto o. 
La retta che partendo da o si appoggia alle direttrici D, E della superficie £, incon- 
trera, oltre D, un’altra generatriee, dello stesso sistema, dell’ iperboloide. Per trovare 
questa generatriee, considero le generatriei A, B passanti pei punti cuspidali {vedi 
il n.” 5). Sia p il piano conjugato armonico del piano o (AD) (BE) *) rispetto ai due 
AD, BE, e sia p' il eoniugato di AD rispetto ai due p, BE. E facile vedere che il 
piano p' passa per la generatriee desiderata. Analogamente si trova un piano a' pas- 
sante per la retta intersezione de’ piani AE, BD ; e la generatriee richiesta e la retta 
secondo cui si segano i piani p', o'. 

Cio posto, r iperboloide polare si pud generare mediante 1’ intersezione de’ piani 
corrispondenti di due fasci omografiei, gli assi de’ quali siano le rette D e pV; po- 
nendo come corrispondenti i piani AD e o'; BD e p'; oD ed o'(p'o'). 

La preeedente costruzione mostra, che se il polo o si trova nel piano AD, 1’ iper- 
boMde degenera ia un cono di secondo grado col vertice in a; e se o si trova nel 
piano BD, F iperboloide divieae un cono col vertice in 6; dunque: 

1 pkmi che toceemo una superficie gobtui del terso grado ne’ suoi punti cuspidali, 


*) Clo6 a pkno pa^ante per o e per la rette intersezione dei piani AD, BE. 
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sono il luogo de' punti le cui prime superficie polari siano coni di secondo grade. I 
vertici di qiiesti coni sono gli stessi pnnti cuspidali *). 

21. Abbiamo gia veduto (n.° 6) come si puo generate la superficie gobba del terzo 
grado mediante T intersezione de’ piaiii corrispondenti di due fasci projettivi, Funo 
semplice intorno ad E, Faltro doppio involutorio intorno a D. Quindi il luogo delle 
intersezioni de’ piani corrispondenti de’ tre fasci, i cui assi sono le rette D, E, pW, 
Sara la curva di quart’ordine **), secondo la quale si segano la superficie 2 e Fiper- 
boloide polare. Ma possiamo considerate la cosa pin generalmente, come segue. 

Sian dati tre fasci projettivi di piani, Funo semplice intorno alFasse E; il secondo 
doppio involutorio intorno alFasse D; il terzo omografico al secondo e colFasse C. 
Quale e la curva luogo delle intersezioni de’ piani corrispondenti? Un piano qualsi- 
voglia sega i tre fasci di piani secondo altrettanti fasci di rette, de’ quali il prime 
ed il secondo generano, colle mutue intersezioni de’ raggi omologhi, una curva del 
terz’ordine con un punto doppio (Fintersezione diD); mentre il secondo ed il teizo 
fascio generano una conica passante pei loro centri, eppero pel punto doppio della 
prima curva. Le due curve, avendo in comune un punto che e doppio per Funa di 
esse, si segheranno generalmente in altri quattro punti; dunque la curva generata 
dai tre fasci di piani e del quarf ordine, poiche un piano qualunque la sega in 
quattro punti, 

I piani del secondo e del terzo fascio determinano sulla retta E due divisioni omo- 
grafiche, che in generale ammettono due punti doppj ; dunque la curva in questione 
si appoggia alia retta E in due punti. 

Invece i piani del primo e del terzo fascio determinano sulla retta D due serie 
projettive, Funa semplice e Faltra doppia involutoria; tali serie hanno tre punti doppj, 
i quali sono quelli in cui la curva si appoggia alFasse D. Cosi pure la curva mede- 
sima si appoggia in tre punti sulla retta G. 

II primo e il secondo fascio generano una superficie gobba del terzo grado, mentre 
il secondo e il terzo fascio generano un iperboloide; D e la retta doppia della prima 
superficie, ed e anche una generatrice della seconda. La curva di cui si "tratta e Fin- 
tersezione delle due superficie, astrazion fatta dalla retta D. Ora, ogni generatrice 


*) t Se il polo o 6 preso nel piano A che tocea una superficie gobba qualunque in un 
punto cuspidate a della curva doppia, o sara un punto doppio della quadrica polare (A^) di a ; 
dunque a sar^ un punto doppio della prima polare di o. Cio6 ogni punto del piano A ha la 
prima polare dotata di un punto doppio in a. Ne segue che i piani tangenti alia superficie 
gobba fondamentale ne’ punti cuspidali fanno parte della Steineriana. ( 

Dico del quart’ordine, perch^ le due superficie hanno gi^ in comune una retta che 6 
doppia per Funa di esse. 


Oremonttf tomo I. 


18 
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deir iperboloide, del sistema a cui appartiene D, incontra la superficie del terzo grado, 
eppero anche la curva di quart’ordine, in tre punti. Invece, ogni generatrice dell’ iper- 
boloide, dell’altro sistema, essendo appoggiata alia retta doppia, incontra la superficie 
del terzo grado, e quindi la curva di quart’ordine, in un solo punto. Questa proprieta 
basta per mostrare quanto questa curva sia diversa dalla curva, dello stesso ordine, 
intersezione di due superficie del secondo. Dunque: 

11 luogo delle inter sezioni dei piani corrispondenti di tre fasci projettivi, il primo 
sempUce di piani passanti per ana stessa retta, il secondo doppio involutorio di piani 
passanti per im’altra retta, il terzo, omografico al secondo, di piani passanti per una 
terza retta data, e una curva del quart’ ordine, per la quale passa un’ unica superfane 
del second’ ordine, V iperboloide, cioe, generate dalV intersezione degli ultimi due fasci. 
Ciascuna generatrice dell’ iperboloide, del sistema a cui appartengono la seconda e la 
terza retta data, incontra quella curva in tre punti, mentre ogni generatrice dell’altro 
sistema non V incontra che in un solo punto. 

Ciascuno riconoscera qui le proprieta di quella curva cbe 1’ illustre Steinee *) trovo 
come intersezione di una superficie (non rigata) del terz’ordine con un iperboloide 
passante per due rette situate in quella superficie, ma non nello stesso piano. Benefit 
nel teorema superiore, la superficie del terz’ordine non sia qualunque, ma rigata, e 
r iperboloide abbia con essa in eomune, non due rette distinte, ma la retta doppia, 
tuttavia la curva da me incontrata e generale quanto quella del sommo geometra ale- 
manno. In altra occasione mi propongo di dimostrare questa proprieta, ed anebe che, 
data una curva di tale natura, eppero dato 1’ iperboloide che passa per essa, ogni 
generatrice dell’ iperboloide, appoggiata alia curva in tre punti, puo essere presa come 
retta doppia di una superficie gobba del terzo grado, passante per la curva, ed avente 
per seconda direttrice la retta congiungente due punti dati della curva medesima. 
Intanto proporrei che a questa si desse la denominazione di curva gobba del quart’or- 
dine e di seconda specie. 

22. Eitomando all’ iperboloide polare del punto o, rispetto alia superficie S, 
eerchiamo quali siano i tre punti in cui la curva intersezione delle attuali due su- 
perficie, si appoggia alia retta doppia D. Essi sono i punti doppj delle due serie 
projettive determinate su questa retta dai fasci che hanno per assi le rette B e 
pV. Ma in questi fasci si corrispondono i piani AE e o’; BE e p'; o'E ed o'(p'o'). 
Dunque : 

L’ iperboloide pedare di un punto quedunque, rispetto ad una superficie gobba del terzo 
grado, sega questa secondo una curva dd quartt ordine e di seconda specie, che passa 


*) Journal fUr die rdne tmd angewandte Ma£hemat%kj Band 53. 
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fd tre punti della retta doppia, ove le dm superficie si toccano (cioe ne’ punti a, h, o' ) *). 

23. La seconda superficie polare del punto o ^ il piano polare di o relative al- 
r iperboloide polare. E assai facile la costruzione di quel piano. Siccome un piano e 
determinato da tre punti, cost se da o si tirano tre trasversali, ciascuna segante la 
superficie S in tre punti, il piano cercato sara il piano polare del punto o rispetto 
al triedro formate da tre piani condotti per quelle intersezioni (in modo pero che ogni 
piano contenga un punto di ciascuna trasversale). Il modo pin semplice di ottenere 
un tale triedro e quello di prendere i piani o'E, mD, rD, ove u, v sono i punti consi- 
derati al n.” 19. E ben noto come si costruisce il piano polare di un punto rispetto 
ad un triedro. Il vertice del triedro anzidetto e il punto o', eppero il piano polare di 
0 passera per o', cioe: 

11 piano polare di un punto dafo, rispetto ad una superficie gdbba del term grado, 
incontra la retta doppia nel punto in cui qiiesta superficie e toccata da un piano pas~ 
sante pel polo. 

Siccome il punto o' appartiene alia curva di quart’ ordine, intersezione della super- 
ficie S coir iperboloide polare di o, cosi il piano polare incontrera questa curva in 
altri tre punti r, s, t (de’ quali uno solo e reale quando i punti u, v sono reali ; ed 
invece tutti sono reali quando questi ultimi sono immaginarj). 

24. Se il polo 0 appartiene alia superficie S, 1’ iperboloide polare contiene la ge- 
neratrice corrispondente, eppero la curva d’ intersezione si decompone nel sistema di 
questa generatrice e di una cubica gobba (linea del terz’ordine a doppia curvatura). 
Dunque : 

n sistema formate da una cubied gdbba e da una retta appoggiata ad essa in un 
punto, e un case particolare della curva di guart’ordine e seconda specie. 

Se il polo 0 cade sulla direttrice E, la curva d’ intersezione dell’ iperboloide polare 
colla superficie S si decompone in quattro rette, cioe la generatrice passante per o, 
la direttrice E e le generatrici passanti pei punti cuspidali. 

Finalmente, se o appartiene alia retta doppia, 1’ iperboloide polare si decompone 
in due piani, cioe ne’ piani cbe in quel punto toccano la superficie S. 

25. Dalla teoria generale delle curve e delle superficie, risulta clie la curva gobba 
del quart’ordine, intersezione della superficie S coll’ iperboloide polare di un punto o. 


*) I Se una superficie gobba d’ordine n ha una curva doppia d’ordine 5, la curva di con- 
tatto col cono circoscritto di vertice o 5 dell’ ordine n (n — 1) — 26 ed ineontra la curva doppia 
ne’ punti ove la superficie data h toccata dalla 1.® polare di o, dob nei punti cuspidali e nei 
punti situati n^a 2.® polare. Se la superficie data fe di genere 0, si ha 6 = 72 (V- — 1) (n — 2); 
il numero de’ punti cuspidali b allora 2{»— 2), queUo degli altri punti (n — 1) («— 2)* e I’or- 
dine della curva di contatto 2 (n — 1). } 
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e aache il luogo dei punti di coatatto de’ piaai che poano condursi da o a toccare S, 
cioe e la curva di coatatto fra questa superficie e il coao ad essa circoscritto col 
vertice ia o. Questo coao e della terza classe, poiclie la classe del coao involveate e 
la stessa della superficie iascritta. Le geaeratrici cuspidali soao quelle che vaaao ai 
puati r, s, t (a." 23). Il piaao oE tocca il coao luago le due rette ou, ov (a.” 19); eppero 
il coao medesiaio, aveado un piano taagente doppio, e del quart’ordine. 

26. Ometto per brevita di riportare qui i teoremi correlativi. la questi, alia curva 
di quart’ordine e seconda specie corrisponde una superficie sviluppabile della quanta 
classe, esseazialmente distinta da quella della stessa classe, sola conosciuta finora, che 
e formata dai piaai tangenti comuni a due superficie del second’ordine. Tale super- 
ficie sviluppabile, che tocca la superficie gobba del terzo grado luago la curva inter- 
sezione fatta da ua piano arbitrario, e circoscritta ad un’ unica superficie del secon- 
d’ordine (un iperboloide). Per ogni generatrice di uno stesso sistema di questo iperbo- 
loide passano tre piaai tangenti della sviluppabile, mentre per ogni generatrice 
dell’altro sistema passa un solo piano tangente. 

La sviluppabile medesima puo essere con tutta generalita definita come I’invi- 
luppo de’ piani tangenti comuni ad una superficie gobba del terzo grado, e ad un 
iperboloide passaute per la direttrice aon doppia di quella. Per conseguenza, ecco 
come puo costruirsi tale inviluppo; 

Date tre serie projettive di punti, sopra tre rette situate comunque nello spazio ; 
la prima serie semplice, la seconda doppia involutoria, la terza omografica alia seconda; 
i piani determinati dalle terne di punti corrispondenti, inviluppano la sviluppabile 
richiesta. 

NOTA 

Si consideri una superficie gobba del terzo grado, come il luogo di una retta che 
si muova appoggiandosi ad una conica e a due rette D, E, la prima delle quali abbia 
un punto comune colla conica (vedi il n.® 9). Sia a;=0 I’equazione del piano che passa 
per la retta D e per la traccia di E sul piano della conica, y — 0\\ piano che passa 
per E e per la traccia di D sul piano della conica medesima; 4'==0 il piano che 
passa per E e pel polo, relative alia conica, della retta congiungente le traecie di 
D, E ; w = 0 il piano passante per D e tangente alia conica. Allora I’equazione della 
superficie puo scriversi: 

y — xsw = 0, 

ove It e una costante, dal segno della quale dipende I’essere reali o immaginarj i 
punti cuspidali. Cio da luogo a due generi, essenzialmente distinti, di superficie gobbe 
del terzo grado. 
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Quando i punti cuspidali sono reali, si puo, inediante un’ovvia trasformazione di 
cooi'dinate, ridurre I’equazione della superficie alia forma semplicissima : 

— i^y — 0 , 

ove .'r = 0, M = 0 sono i piani tangenti ne’ punti cuspidali, ed y = 0, 5 = 0 sono i 
piani tangenti lungo le generatrici appoggiate alia retta doppia ne’ punti cuspidali. 

L’ Hessiano della forma z — w^ y e, astrazione fatta da un coefficiente numerico, 
da cui concludiamo che, onde una funzione omogenea cubica con quattro va- 
riabili, eguagliata a zero, rappresenti una superficie gobba, e necessario (suffieiente?) che 
il suo Hessiano sia il quadrato perfetto di una forma quadratica, decomponibile in due 
fattori lineari. Secondo che i fattori lineari di questa forma quadratica siano reali o no, 
la superficie ha due punti cuspidali reali, o non ne ha. E gli stessi fattori lineari, 
ove sian reali, eguagliati separatamente a zero, rappresentano i piani tangenti alia 
superficie nei punti cuspidali. 

Il signor Steiner, nella sua Memoria gia citata auUe superficie del ters'ordine ha 
enunciato una serie di mirabili teoremi connessi con una eerta superficie del quar- 
t’ordine, ch’ ei chiama superficie nucleo (Kernfldche), e che e il luogo de’ punti dello 
spazio, pei quali la prima superficie polare, rispetto ad una data superficie qualsivo- 
glia del terz’ordine, e un cono di secondo grade. 

L’abilissimo analista, signor Clebsch, professore a Carlsruhe, ha osservato *) che 
I’equazione della superficie nucleo non e altro che 1’ Hessiano dell’equazione della 
superficie data. Egli ha dimostrato analiticamente parecchi teoremi dello Steiner, ne 
ha trovati altri nuovi ed elegantissimi, e ne ha ricavato 1’ importante riduzione di una 
forma omogenea cubica con quattro variabili alia somma di cinque cubi. 

La maggior parte pero di questi bei teoremi perde significato nell’ applicazione 
alle superficie gobbe. Qui mi limito ad osservare, che per queste la superficie 
nucleo si riduce al sistema de’ due piani che toccano la superficie data ne’ punti 
cuspidali (vedi il n.° 20). 

Da ultimo notero che la condizione a cui devono soddisfare i parametri del 
piano 

rx sy fi- is uw = 0 
perche sia tangente alia superficie 

afie — ufy — 0, 
e: 


*) Journal fiir die reiwe un& any. MatTumatik, Band 58. 
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eppero requazione; 

y — Q 

rappresenta la polare reciproca della data, rispetto alia superficie : 

Le superficie 

— tify==0, oifz-\-uPy = 0 

sono inoltre fra loro connesse dalle propriety esposte nei numeri 12 e 13. 
Bologna, l.“ febbrajo 1861. 


Aggiunia dd 9 maggio 1861. Dopo la presentazioue di questo scritto, e venuto a mia 
conoscenza che, prima ancora dello Steiner, la curva di quart’ordine e seconda specie 
fa considerata dal sigaor Salmon uella sua Memoria On the classification of curves of 
double curvature ( Cambridge and Duhlin Math. Journal, vol. V, 1850). 


L. C. 
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INTORNO ALLA CURVA GOBBA DEL QUART’ ORDINE 
PER LA QUALE PASSA 
UNA SOLA SUPERFICIE DI SECONDO GRADO. 


Annali di Matematica piira ed applicata, serie I, t. IV (1862), pp. 71-101. 


Una delle teorie pin interessanti nell’alta geometria, e Che da qualche tempo 
semhra aver attirato in mode speciale I’attenzione de’ geometri, e senza dubbio quella 
che risguarda le linee a doppia curvatura o curve gdbhe. II sig. Catlet, giovandosi 
di quanto aveva fatto PlOckee per le linee piane *), diede, nel tomo X del giornale 
matematico di Liouville (1845), formole general! ed importantissime, relative alle curve 
gobbe ed alle superficie sviluppabili : formole, cbe collegano insieme 1 ’or dine di una 
data curva gobba, I’ordine e la classe della sua sviluppabile osculatrice, I’ordine 
della linea nodale di questa sviluppabile, la classe di un’altra sviluppabile che e dop- 
piamente tangente alia curva data, il numero de’ cuspidi di questa curva e quello 
de’ suoi piani osculatori stazionari, ecc. 

Non meno importante e la memoria del sig. Salmon On the classification of curves 
of double curvature **), nella quale, superate felicemente alcune difficolta che offre lo 
studio analitieo di quelle curve gobbe che non sono la completa intersezione di due 
superficie, si stabiliscono le formole che danno tutte le curve gobbe di un dato ordiue. 
Applicando queste formole a casi particolari, I’autore mostra che ogni curva gobba del 
quart’ ordine puo essere risguardata come la parziale intersezione di due superficie, 
I’una del secondo, I’altradel terz’ ordine. Se le due superficie hanno in comune una 
conica piana (o come caso particolare un pajo di rette concorrenti), la rimanente inter- 


*) PiitJCKER, Ttieorie d&r alg^. Ourven, Bonn 1839; pag. 207 e seg. 

**) Cambridge and IM>lin Math, Journal, vol. V, 1850; pag. 23. 
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sezione e una curva gobba del quart’ ordine, fer la quale passano infinite superficie del 
secondo grade. Invece, se le due superficie haano in comune due rette non situate in 
uno stesso piano, ovvero anche una sola retta, cbe pero sia doppia sulla superficie di 
terz’ ordine, la rimanente intersezione e una curva gobba di quart’ ordine, per la quale 
non passa alcuna superficie di secondo grade, oltre la data. 

Sonvi adunque due curve gobbe del quart’ ordine, essenzialinente diverse; Tuna e 
r intersezione di due (eppero d’ infinite) superficie di secondo grado; I’altra non puo 
altrimenti essere definita che la parziale intersezione di una supei’ficie del secondo con 
una del terz’ ordine. 

Per lo avanti, la linea comune a due superficie di secondo grado era la sola curva 
gobba del quart’ ordine che si conoscesse. I signori Salmon e Catlet primi notarono 
I’esistenza della seconda curva dello stesso ordine. Questa si e poi presentata anche 
al sig. StEnJER, nella sua preziosa inemoria Ueber die Fldclien driiten Grades, che e 
inserita nel tomo LIII del giornale matematico di Berlino (1857). 

Nella presente memoria, con semplici considerazioni di geometria pura, e senza 
presupporre la conoscenza delle formole date da Cayley e da Salmon nelle memorie 
citate ed in altro ingegnosissimo lavoro di quest’ ultimo geometra (On the degree of 
the surface reciprocal to a given one*)), io mi propongo di esporre e dimostrare, non 
solo le proprieta della nuova curva gia dichiarate da Salmon e da Steiner, ma altre 
ancora che credo nuove, e segnatamente la costruzione geometrica (lineare) della curva, 
mediante intersezioni de’ piani omologhi di tre fasci projettivi. 

Solamente ammettero come conosciute le formole di PlOckee, relative alle linee 
piane, e perche queste sono generalmente note, ed anche perche spero di pubblicar 
fra poco una dimostrazione puramente geometrica delle medesime, in uno studio intorno 
alia teoria generale delle curve piane. 

Siano: 

m F ordine di una data linea piana, ossia il numero de’ punti in cui e segata da una 
retta arbitraria; 

m' la elasse della curva, cioh il numero delle tangent! che arrivano ad essa da uno 
stesso punto arbitrario; 
d il numero de’ punti doppi; 
cf il numero delle tangent! doppie; 

s il numero de’ punti stazionari (cuspidi o punti di regresso). 
s' il numero delle tangenti stazionarie (tangent! ne’ flessi). 


'*) TramsacMons of the S. Irish Academy vol. XXIII, Dublin 1857 . 
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Le formole di Plucker sono: 

m— m (m — 1 ) — 2d — 3s 
m— m'{m ' — 1) — 2d’ — 3s' 
s' — 3 m {m — 2) — 6d — 8s 
s — 3m' [m' — 2) — 3d' — 8s' 
s — s' =3 {m — m') 

2{d — d') =m(m — m') (m + ni — 9) , 

le qiiali equivalgono a tre sole iadipendenti. 

§ 1 . 

Due superficie di secondo grade si segano, in generale, lungo una linea a doppia 
curvatura C del quart’ ordine, per la quale passano iufiuite altre superficie di secondo 
grado. Una qualunque di queste e individuata, se debba contenere, oltre la curva 0, 
un punto dato fuori della curva. Se questo punto si prende sulla linea retta che unisce 
due punti qualsivogliano della curva C, quella retta apparterra per intero alia super- 
ficie che si vuol determinare. Questa superficie sara dimque rigata, ossia, in generale, 
un iperboloide ad una falda. 

Dunque, per la curva C passano infiniti iperboloidi ad una falda. 

Considero la curva C, come 1’ intersezione di un iperboloide rigato e di un’altra 
superficie di secondo grado. Qualunque generatrice rettilinea dell’ iperboloide incontra 
r altra superficie in due punti, i quali, essendo comuni alle due superficie, apparten- 
gono alia curva C. Dunque, una generatrice qualsivoglia di un iperboloide passante 
per la curva C incontra questa, al piu, in due punti. 

La curva C non puo avere pin di due punti sopra una stessa retta; giacehe una 
retta, che incontrasse C in tre punti, dovrebbe giacere per intero su tutte le super- 
ficie che passano per C, cioe queste superficie avrebbero in comune una curva di 
quart’ ordine ed inoltre una retta; il che e assurdo. 

Per la curva 0, intersezione di due superficie del secondo grado, si puo far pas- 
sare, in infiniti modi, una superficie del terz’ ordine. A tal uopo, si assuma una retta 
arbitraria E, come asse d’un fascio di piani (P) proiettivo al fascio delle superficie 
di secondo grado (S) passanti per la curva C. Quale e il luogo delle coniche, inter- 
sezioni de’ piani P colie corrispondenti superficie S ? Una retta qualsivoglia L incontra 
le superficie S in una serie di coppie di punti in involuzione, ed i piani P in una 
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serie semplice di puati, proiettiva alia prima. E note *) esservi tre punti della seconda 
serie, ciascun de’ quail coincide con uno de’ due punti che gli corrispondono nella prima 
serie. Oioe sulla retta L vi sono tre punti, ciascun de’ quali giace in un piano P e nella 
corrispondente superficie S. II che torna a dire, che la retta qualsivoglia L incontra 
il luogo riehiesto in tre punti, eppero questo luogo e una superficie del terz’ ordine. 
E evidente che essa passa per la curva 0 e per la retta R, perche ogni punto di 
queste due linee sodisfa alia condizione di trovarsi siinultaneamente in due superficie 
omologhe P, S. 

Reciprocamente: se una superficie di second’ ordine ed una del terzo hanno in 
comune una conica piana, esse si segano inoltre lungo una curva gobba del quart’ordine, 
per la quale passano infinite altre superficie di secondo grado. Ciascuna di esse sega 
la superficie del terz’ ordine in una conica, ed i piani di tutte le coniche analoghe 
passano per una stessa retta situata per intero sulla superficie del terz’ ordine. 

§ 2 . 

Immaginiamo ora un iperboloide I ed una superficie di terz’ ordine, aventi in co- 
mune due rette A, A' non situate in un medesimo piano. La rimanente intersezione 
delle due superficie sara una curva gobba K del quart’ ordine. Ogni generatrice del- 
r iperboloide, del sistema a cui appartengono A , A', incontra la superficie di terz’ordine 
in tre punti, i quali, essendo comuni alle due superficie, senza essere situati sulle 
rette A , A', appartengono alia curva K. Invece, ogni generatrice dell’ iperboloide I, 
nell’altro sistema, incontra le rette A, A', eppero sega la superficie di terz’ordine in 
un solo punto fuori di queste rette. Cioe ogni generatrice del secondo sistema sega 
la curva K in un solo punto. 

Ciascuna delle rette A, A' incontra la curva K in tre punti. Infatti: se si conduce 
un pijmo, per es. per A, esso seghera 1’ iperboloide lungo A ed una retta B generatrice 
del secondo sistema; e lo stesso piano seghera la curva K in quattro punti de’ quali 
uno solo appartiene a B. Dunque, gli altri tre giacciono neUa retta A. 

Se tma superficie del terz'or^ne passa per due generatrici, d’uno stesso sistema, 
di un iperioloide, la rimanente intersezione ddle due superficie e una curva gohba di 
quart’ordme, la quale sega in tre ptmti ciascuna generatrice di qml sistema ed in un 
sdo punto ogm gemratrice ddVdUro sistema. 

Da cib che la curva K ha i suoi punti allineati a tre a tre sulle generatrici del- 
r iperboloide I, segue che per non passa alcun’altra superficie di secondo grado. 

Chasms, Oomptes rmdus de I’ Acad, de Paris, tom. XLI (29 octobre 1855). 
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Infatti, se per K passasse, oltre I, un’ altra superficie S di secondo grade, ogni gene- 
ratrice di I (del prime sisteraa) avrebbe tre punti eemuni con S, eppero giacerebbe 
per intero su questa superficie; il cbe e impossibile. 

Cosi e dimostrata I’esistenza di una curva gobba di quart’ ordine, che non e 1’ inter- 
sezione di due superficie di secondo grade. Noi la denomineremo mrva gobba di 
quart’ordine e seconda specie, per distinguerla dalla curva gobba di quart’ ordine e prima 
specie, cioe dalla curva per la quale passano infinite superficie di secondo grado. 

Lo studio della nuova curva e assai importante, principalmente percbe essa e, dope 
la cubica gobba, la piu semplice fra tutte le linee geometricbe a doppia curvatura. 
La ragione della sua maggior semplicita, in confronto dell’ altra curva dello stesso or- 
dine, sta in cio, cbe questa sega in due punti tutte le generatrici degli iperboloidi 
passanti per essa, e non e da alcuna retta incontrata in tre punti; mentre la curva 
di seconda specie ha i suoi punti distribuiti a tre a tre sulle generatrici del primo 
sistema, e ad uno ad uno sulle generatrici deU’altro sistema dell’unico iperboloide pas- 
sante per la curva. Onde segue che la curva di seconda specie si puo costruire linear- 
tnente per punti; infatti, facendo girare un piano intorno ad una generatrice fissa del 
primo sistema, i punti della curva si ottengono, uno per volta. II che evidentemente 
non puo aver luogo per la curva di prima specie, almeno finche questa non sia dotata 
di un punto doppio o di un cuspide*), 

Questa proprieta della curva di seconda specie puo edsere fofmulata in altro modo, 
che conduce a rimarchevoli conseguenze. Sia A una generatrice fissa (del primo sistema) 
deir iperboloide I, su cui giace la curva, e siano a, ai , i punti, in cui quella gene- 
ratrice sega la curva. Tin piano qualunque, condotto per !a retta A, incontra la curva 
gobba in un unico punto m, oltre i detti a,ai,ai. E reciprocamente, ogni punto m 
della curva determina un piano per A. Se m viene a coincidere con uno de’ punti 
a,ai,« 2 , per es. con a, il piano corrispondente sara quello che tocca 1’ iperboloide I 
in a. Si assuma ora una retta arbitraria L ed in essa si formi una serie di punti 
proiettiva al fascio di piani condotti per A; come tale puo assumersi, a cagion d’esempio, 
la serie de’ punti in cui L sega i piani suddetti. Sia [i, il punto di L che corrisponde 
al piano Am ; diremo che il punto della retta L corrisponde al punto m della curva 
gobba. 

Per tal modo, ad ogni punto della curva gobba corrisponde un punto nella retta L, 


*) La curva gobba di quart’ordine e seconda specie non puo aver punti multipli, nfe re- 
gressu Perchb, se potesse aveme uno, un piano condotto per tale punto e per una retta appog- 
giata alia curva in altri tre punti avrebbe in comune con questa pin di quattro punti; il che, 
per una curva del qiuirto ordine, ^ b assurdo. 
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e reciprocamente, ad ogni punto di L corrisponde un punto della curva. Cioe, ciascun 
punto della curva e rappresentato da un punto della retta; onde possiaino dire che 
la serie de’ punti di L e projettiva alia serie de’ punti sulla curva gobba *). 

Quindi, per rapporto anarmonico di quattro punti della curva intenderemo il rap- 
porto anarmonico de’ quattro punti corrispondenti nella retta L ; ed in particolare, 
diremo che quattro punti della curva gobba sono armonid, quando lo siano i quattro 
punti corrispondenti di L, 

II rapporto anarmonico de’ quattro piani condotti per quattro punti dati della curva 
gobba di quart’ ordine e seconda specie e per una stessa retta appoggiata alia curva in 
ire altri punti e costatrte, qmlunqiie sia questa retta. 

Ossia: 

Se intorno a due rette appoggiate alia curva gobba di quart’ ordine e seconda specie 
in ire punti, si fanno rotare due piani che si seghino senipre sulla curva, questi piani 
generano dm fasci omografici. 


§ 3 . 

Applieando alle cose suesposte il noto principio di dualita geometrica, si conclude, 
esservi due distinte superficie sviluppabili di quarta elasse, cioe la sviluppabile formata 
dai piani tangenti comuni a due superficie di secondo grado, e la sviluppabile toccata 
dai piani tangenti comuni ad un iperboloide e ad una superficie di terza elasse con- 
tenente due generatrici dell’ iperboloide, non situate in uno stesso piano. 

La prima di esse, che pub chiamarsi sviluppabile di quarta elasse e prima specie, 
fe circoscritta ad infinite superficie di secondo grado, ed ogni generatrice rettilinea di 
quests superficie e 1’ intersezione di due piani tangenti della sviluppabile. Non v’ ha 
alcuna retta, per la quale passino tre piani tangenti. 

Inveee I’altra, che diremo sviluppabile di quarta elasse e seconda specie, e circo- 
scritta ad una sola superficie di secondo grado, che e un iperboloide. Tutte le gene- 
ratrici di questo iperboloide, di uno stesso sistema, sono intersezioni di tre piani 
tangenti della sviluppabile, mentre per ogni generatrice dell’altro sistema passa un 
solo piano tangente della sviluppabile. 

Cosi se, data una sviluppabile di quarta elasse, troviamo esservi una retta per 
la quale pamno tre piani tangenti di quella, possiamo immediatamente concludere, 


*) Qaesto modo di raj^resentare i punti di una eurva gobba sopra una retta pub essere 
^plieato alte curve gobbe d’ ordine qaalaivoglia n, descritte sull’ iperboloide, che seghino in 
ra — 1 punfl le generatrici di un sistema ed in un solo punto quelle dell’altro. 
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che vi sono infinite rette dotate della stessa proprieta: clie queste formano un iper- 
boloide; che la sviluppabile e di seconda specie; e che i piani tangenti di questa deter- 
minano su due qualunque di quelle rette due division! omografiche. 

La sviluppabile di quarta classe e seconda specie si e presentata, la prima volta, 
al sig. Cayley, nella sua Note sur les hijperdeterminants *), e poi fu considerata anche 
dal sig. Salmon**). 


4. 


Data una qualsivoglia superficie del terz’ordine, fra le ventisette rette che in essa 
generalmente esistono ***), se ne scelgano quattro, A, B, C, D, formanti un quadrila- 
tero storto, tali cioe, che ciascuna d’esse sia incontrata dalla susseguente e 1’ ultima 
dalla prima. II piano delle due rette AB seghera la superficie in una terza retta E : cosi 
i piani BC, CD, DA taglieranno la superficie medesima in altrettante rette F, G, H . 
Le rette EG sono in un piano, le FH in un secondo piano ; e quest! due piani si in- 
tersecano in una retta A' posta nella superficie. evidente che la data superficie puo 
essere considerata, come il luogo delle intersezioni degli element! corrispondenti di 
due fasci proiettivi: I’uno di iperboloidi passanti pel quadrilatero ABCD, I’altro di 
piani condotti per la retta A' e corrispondenti anarmonicamente agli iperboloidi sud- 
detti. Cio^ la superficie del terz’ ordine si puo risguardare come data mediante quelle 
cinque rette A, B, C, D, A', e tre punti p,g[,r i quali serviranno a individuare tre 
coppie di element! omologhi nei due fasci. E quest! fasci, adottando la felice nota- 
zione del sig. JonquiSres t), si potranno indicare cosi: 

(ABCD)(p, 2 ,r...), A'(p, g, r ...). 

Ora immaginiamo I’iperboloide I passante per le due rette A, A' e pei tre punti 
p, q, r. Esso sar^ generabile mediante i due fasci omografici di piani: 

A(p,g,r...), A'{p, q, r ...) . 

Le due superficie, quella di terz’ ordine e 1’ iperboloide, avendo in comune le due 
rette A, A' (non situate in uno stesso piano), s’ intersecheranno lungo una linea a 


Journal filr die reine und ang. MatJiematik, Bd, XXXIV, pag, 151. 
**) CambHdge and Dublin Math, Journal j vol. Ill, pag. 171. 

(MrrJyridge and Dub, Math, Journal, vol. IV, pag. 118 e 252. 
t) Esmi sur la g^n^ation des courhes g6omMriques etc. Paris 1858. 
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doppia curvatura K, che b la curva gobba di quart’ ordinc 0 scconda specie, nella sua 
piu generale definizione. 

La curva K e dunque il luogo delle intersezioni degli elementi omologhi de’ tre 
fasci proiettivi: 

(ABCD)(p, A.{p, q, r ...) , A'{p, q, r ...). 

La retta C incontri I’iperboloide I ne’ punti c, c'; le rette B, D, essendo appog- 
giate alia generatrice A, incontreranno la stessa superficie in due punti h, d: uno 
per daseuna. Quindi, se si suppone date T iperboloide I, la curva K puo risguardarsi 
come individuata da sette punti di esso; J>,c,c , d,p,q,r. Ed e manifesto che, 
quando non sia dato a priori il sistema delle rette iperboloidiche che la curva dee 
segare tre volte, per sette punti qualisivogliano di un iperboloide, si possono in generale 
deserivere, su di esso, due curve gobhe di quart’ordine e seconda specie. 

Osservo aneora che una curva siffatta, essendo del quart’ ordine, incontra una su- 
perficie di terz’ ordine, al piu in dodici punti ; dunque, se trediei punti della nostra 
curva appartengono ad una superficie del terz’ ordine, la curva giace per intero su 
questa superficie. 

Ci 5 premesso, ecco come puo essere generata la curva di quart’ ordine e seconda 
specie, giacente sopra un dato iperboloide I e passante per sette punti dati di esso : 
h,e,c',d,p,q,r. Fra le rette (generatrici) iperboloidiche chela curva dee segar tre 
volte, scelgansene ad arbitrio due: A, A'. Sia C la retta che unisce c,c' (due qua- 
lunque de’ punti dati); e siano B, D le rette appoggiate su A e C e passanti rispet- 
tivamente per b, d (altri due de’ punti dati). Il quadrilatero storto ABCD e la retta 
A' si assumano come basi di due fasci proiettivi d’ iperboloidi e di piani, determi- 
nando tre coppie di superficie corrispondenti mediante i punti p,q,r. Questi due 
fasci genereranno una superficie di terz’ ordine che passera per la curva richiesta, 
giacchb contiene trediei de’ suoi punti: i sette dati ed i sei appartenenti alle rette 
A, A'. La curva richiesta sara dunque I’intersezione di qnesta superficie del terz’ ordine 
coH’ iperboloide, astrazion fatta dalle rette A, A' comuni alle due superficie; ossia, 
sara il luogo de’ punti in cui si segano, a tre a tre, le superficie corrispondenti 
ne’ tre fasci proiettivi: 

(ABCD)(p, 2, r...), A(p, q,r ...), A'(p, q, r . 

§ 5 . 

Ma nella definizimie e neHa generazione della curva K di quart’ordine e seconda 
specie, ad una saperfide genertde di terz’ ordine se np pub sostituire un’altra assai 
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piu semplice, benche dello stesso ordine. Ed in vero, assumiarao la retta A (ciofe una 
qualunque delle rette iperboloidiche, cbe la curva dee segare tre volte) e la retta C 
(ciob la retta cbe unisce due de’ sette punti dati ), come assi di due fasci proiettivi 
di piani, il primo doppio involutorio, il secondo semplice. Cioe, il primo fascio sia 
formato di coppie di piani in involuzione; ed i piani del secondo fascio corrispondano, 
ad uno ad uno, anarmonicamente alle coppie di piani del primo. Le cinque paia d’ele- 
menti omologhi (ciascun paio essendo costituito da un piano del secondo fascio e da 
uno de’ due corrispondenti piani del primo), necessarie per stabilire tale proiettivita 
0 corrispondenza anarmonica, si conducano per gli altri cinque punti dati della cum. 
Le rette intersezioni de’ piani corrispondenti ne’ due fasci formano una superficie gobba 
del terzo grado, per la quale la retta A e la direttrice doppia e C e la seconda direttrice*). 

Questa superficie passa pei sette punti dati della curva richiesta ed inoltre pei tre 
punti, in cui questa incontra la retta A : died punti in tutto. Ma ciascuno degli ultimi 
tre punti e doppio sulla superficie di terzo grado, eppero dee contare per due interse- 
zioni colla curva. I dieci punti equivalgono cosi a tredici intersezioni : dunque, la curva 
giace per intero sulla superficie anzidetta, Dnnque: 

La curva gobba di quarf ordine e seconda specie si pub sempre considerare come 
V intersezione d’un iperboloide con una superficie gobba di terzo grado, die abbia per 
direttrice doppia una retta appoggiata alia curva in tre punti**). 

Ossia : 

Per la curva gobba di quart’ ordine e seconda specie, per una retta die la incontri 
tre volte, e per un'altra retta appoggiata alia curva in due punti, si pm far passare 
una superficie gobba di terzo grado. 

Se le due rette s’incontrano, la qual cosa non puo avvenire cbe sulla curva (senza 
di cbe, esse determinerebbero un piano segante la curva in cinque punti ), la super- 
ficie di terz’ ordine diviene un cono (§ 17). 

Ed ancora: 

H luogo delle intersezioni de' piani omologhi in tre fasd projettivi di piani, il primo 
semplice, il secondo doppio involutorio, il terzo omografico al secondo, e una curva gobba 
di quart’ ordine e seconda specie, die si appoggia in dm punti sull’asse del primo fascio 
ed in tre punti sull’asse di ciascuno degli altri due fasci. 

*) Vedi la mia memoiia Sulle superficie gohbe del terz'ordine (Atti del E. Istituto Lom- 
bardo, Milano 1861). [Queste Opere, n. 27]. 

**) Analogamente, la sviluppabile di quarta classe e seconda specie pn6 risguardarsi come 
r invilnppo de’ piani tangenti comnni ad un iperboloide e ad una superficie gobba di terzo grado, 
che abbia per direttrice non doppia una generatrice dell’ iperboloide, per la quale debbano 
passare tre piani tangent! della sviluppabile. 
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Infattij il secondo ed il terzo fascio generano un iperboloide, mentre il prime ed 
il secondo (ovvero il prime ed il terzo) generano una superficie gobba di terzo grade, 
avente per retta doppia una generatrice dell’ iperboloide. 

Reciprocamente : ogni curva gobba di quart’ ordine e seconda specie ammette tale 
mode di generazione. 


§ 6 . 

Suppongo ora che 1’ iperboloide I non sia date a priori, e si domandi la curva gobba 
di quart’ ordine e seconda specie che passi per sette punti a,h,c,d,e,f, g dati nello 
spazio e seghi tre volte una data retta A passante per g. Se si comincera dal co- 
struire 1’ iperboloide, che passa per la retta A e pe’ sei punti a,l ...f, il problema 
sara ridotto a quello trattato precedentemente. Vediamo adunque, come si costruisca 
r iperboloide I determinate da tali condizioni. 

Pei cinque punti a,b...e si pub far passare una cubica gobba, che incontri due 
volte la retta A*). A tal uopo, si costituiscano i due fasci omografici di piani 

A(c,d,e...), ab(c,d,e ...), 

i quali generano un iperboloide passante per le rette k,ab e pei punti c,d,e\ questa 
superficie, avendo sette punti comuni colla cubica richiesta, passa per essa. 

Forminsi poi i due fasci omografici di piani: 

A{b,d,e...), ac(b, d,e ...) , 

i quali danno luogo ad un secondo iperboloide che, analogamente al prime, passa 
per la cubica gobba di cui si tratta. Questa curva e dunque 1’ intersezione de’ due 
iperboloidi che hanno in comune la retta A, ossia essa e il luogo de’ punti comuni a 
tre piani corrispondenti ne’ tre fasci omografici: 

A ,b,c, Ab dc frr , b, c, d j 

Qui si noti che ab{a) esprime il piano passante per ab e toccante la cubica gobba 
in a: piano, die si determina come corrispondente ad A (a). Cosi dicasi di abib), 
ae(a), ecc. 

Notiamo pure, di passaggio, che i due punti (reali o immaginari), in cui la cubica 
gobba incontra la retta A , si costruiscono assai facilmente, essendo essi i punti 


*) Chajslbs, Oomptes rmdus de VAmd. des tom. XLV (10 aont 1857). 
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doppi delle due divisioni omografiche formate sopra A dai due fasci, i cui assi sono 
al ed ac. 

Ora si consideri il punto f dato nello spazio, e si domandi la retta B, che parte 
da questo punto e va ad incontrar due volte la cubica gobba: retta che esiste sempre 
ed e unica, essendo essa la generatrice comune agli infiniti iperboloidi, che passano 
pel punto f e per la cubica. Se tale retta si suppone trovata, il fascio d,e) 

riesce omografico al fascio A(a, & , c, (Z, e). S’immagini dunque il cono di secondo 
grado passante per le quattro rette f{a,i,e,d) e capace del rapporto anarmonico 
A{a,b, c, d); ed analogamente, s’immagini il cono avente per generatrici le quattro 
rette f{a,i,c,e) e capace del rapporto anarmonico k{a,h,c, e). E evidente che la 
retta richiesta B dee trovarsi sopra entrambi questi coni, essa sara dunque la loro 
quarta generatrice comune, dopo le tre f{a,h,c). Questa retta si determina linear- 
mente, senza presupporre effettuata la costruzione de’ due coni. 

Trovata cosi la retta B, se si assumono i fasci proiettivi: 

A(a, h, c...) , B(a, 6, c ...) , 

essi generano 1’ iperboloide I, che dee contenere la retta A ed i sei punti 

Allora, la richiesta curva K di quart’ ordine e seconda specie si conseguira, intro- 
ducendo un terzo fascio, per es. coll’ asse ef, il quale, insieme col fascio di piani per 
A, generi una superficie gobba di terzo grado. Ben inteso che la proiettivita fra questi 
due fasci non sia la semplice omografia, ma bensi tale che i piani del secondo fascio 
vengano accoppiati in involuzione, ed a ciascuna coppia corrisponda un solo piano del 
prime fascio. 

La retta tangente in un punto qualunque m della curva K si ottiene costruendo 
il piano tangente, in w, air iperboloide I ed il piano tangente, nel punto stesso, alia 
superficie gobba di terzo grado dianzi nominata *). 

Trovata la tangente in m, si assuma come direttrice non doppia di una superficie 
gobba di terzo grado passante per la curva K, e la cui direttrice doppia sia per es. 
la retta A. Tale superficie sara generata da due fasci proiettivi di piani, I’uno sem- 
plice intorno alia tangente, I’altro doppio involutorio intorno ad A. E evidente che 
quel piano del primo fascio, che corrisponde al piano Am del secondo, e osculatore 
alia curva gobba in m. 


*) La costruzione del piano tangente in un punto dato d’una superficie gobba di terzo 
grado si trova nella mia memoria giA citata Suite superficie gobbe del terz'ordine. 


Oremonaf tomo I. 


19 
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§ 


Siano date sizlla curva gobba K (di quart’ordine e seconda specie) e sopra una 
retta qualsiYOglia R, due semplici serie proiettive di punti, tali cioe, che a ciascun 
punto deiruna corrisponda un punto neiraltra e reciprocamente. Cotali serie si pos- 
sono ottenere cosi. Si assuma una retta A, appoggiata in tre punti alia curva K, come 
asse di un fascio di piani P, oinografico ad una serie di punti data sulla retta R. 
Ogni piano P sega la curva gobba in un solo punto m, fuori deU’asse A; questo punto 
m della curva sara il corrispondente di quel pnnto p di R, che e omologo al piano P. 

Di qual grado e la superficie gobba, luogo della retta mti, cioe della retta che 
unisce due punti corrispondenti nelle due date serie proiettive? Ossia, quante rette 
analoghe ad m[L sono incontrate da una retta arbitraria L? 

Un punto qualunque [x, preso nella retta R, ha il suo corrispondente m sulla curva 
gobba; e se per m e per la retta L si conduce un piano, questo sega R in un punto [j'. 
Se invece si assume ad arbitrio il punto [i' in R, il piano condotto per esso e per L 
sega K in quattro punti ai quali corrispondono altrettanti punti [jl in R. Dunque, 
variando nella retta R simultaneamente p. e ad ogni punto [j. corrisponde un solo [x', 
ma ad ogni corrispondono quattro punti [x. Ossia, genera un’ involuzione di 
quart’ ordine *), mentre [jl' genera una semplice serie proiettiva all’ involuzione me- 
desima- Vi saranno dunque cinque punti \l ciascuno de’ quali coincide con uno de’ cor- 
rispondenti Ma quando ha luogo tale coincidenza, la retta m)x e una generatrice 
della superficie di cui si tratta; dunque, la superficie richiesta e del quinta ordine 
I e di genera zero \ , 

Queste eonclusioni stanno, comunque sia situata la retta R, rispetto alia curva 


*) Se in uu piano si ha nn faseio di curve d’ ordine passanti per gli stessi punti, 
es^ segano una retta arbitraria L in una serie di punti aggruppati ad n ad n: ogni gruppo 
^sendo formato dalle intersezioni di L eon una stessa curva del fascio. Tale serie di gruppi 
di punti denominasi mvolu^one d’ ordine n. 

Un secondo fasdo di curve d’ordine n' determina su L un’altra involuzione d’ ordine n\ 
S© i due sono proje^tivi, tali sono pure le due involuzioni, cio^ i gruppi deU’una corri- 
spondono anarmonieamente ai gruppi delFaltra. Vi sono punti di L, in ciascun de’ quali 

some riuni^ due punti appartenenti a due gruppi corrispondenti. Tali punti sono quelli 

in emi la retla L s^a la cuvva d’ordine luogo dalle intersezioni delle curve omologhe 

ne’ due feaci proje^vi da# (JoNQurteEss: Annali M Matemattca, Roma 1859). [^] 

He^a idmim mperior© si ha m«=4, 72^r=l. 
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gobba K. Se queste linee non hanno alcun punto comune, ogni piano condotto per R 
Sega K in quattro punti; e la sezione fatta da quel piano nella superficie di quint’ ordine 
consta della retta (direttrice) R e delle quattro rette (generatrici) che uniscono quei 
quattro punti di K ai loro corrispondenti in R. Dunque, in tal caso, R e una retta 
senipUce (non multipla) per la supei'ficie di quint’ ordine. | Vi e una curva doppia del 
6.® ordine I . 

Se R ba un punto a comune con K, ogni piano condotto per R sega la curva in 
altri tre punti, i quali, uniti ai loro corrispondenti in R, danno altrettante genera- 
trici della superficie di quint’ ordine. La quarta generatrice e la retta che unisce il 
punto a della curva K al corrispondente a di R, eppero coincide colla stessa R. In 
qnesto caso, adunque, la retta R e doppia sulla superficie di quint’ ordine. Ossia, in 
ogni punto p. di R, questa superficie ha due piani tangenti: I’uno e il piano deter- 
minate da R e dalla generatrice I’altro, costante qualunque sia p,, h il piano 
passante per R e per la retta tangente in a alia curva gobba K. 

Ma se il punto a coincide con a, cioe se nelle due serie proiettive date il punto a 
corrisponde a sfe medesimo, allora e evidente che ogni retta condotta per a, nel piano 
che ivi tocca K e passa per R, soddisfa alia condizione di unire un punto di K col 
corrispondente di R; quindila superficie di quint’ ordine si decomporr^ nel piano an- 
zidetto ed in una superficie del quart’ ordine, per la quale R e una retta semplice. 
Ogni piano condotto per R sega la superficie secondo tre generatrici: i tre punti in 
cui queste si segano a due a due, sono punti doppi della superficie di quart’ ordine. 
Dunque, questa ha, per curva doppia, una cubica gobba incontrata due volte da cia- 
scuna generatrice. 

Suppongasi ora R appoggiata in due punti a, a' alia curva K e siano a, a' i cor- 
rispondenti punti di R. La retta R e tripla per la superficie di quint’ ordine, tenendo 
essa luogo di direttrice e di due generatrici aa,aV. 

Se a coincide con a, la superficie riducesi al quart’ ordine colla retta doppia R 
ed una conica doppia [®®]. Se anche a' coincide con a\ si ottiene una superficie di 
terzo grado, avente R per direttrice semplice, ed inoltre un’ altra direttrice rettilinea 
che h doppia. 

Da ultimo, supponiamo R passante per tre punti a, a', d' della curva K; ed a 
quest! punti della curva gobba corrispondano nella retta R i punti a, a, a". Se cia- 
scuno di quest! tre punti h distinto dal suo corrispondente, R tien luogo di direttrice 
e di tre generatrici aa, a'd ,d'd', eppero essa h una retta quadrupla per la superficie 
di quint’ ordine. 

Se a coincide con a, avremo una superficie di quart’ ordine colla retta tripla R. 
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Se inoltrB o! coiucidG con cl, 1e suporficio 6 del terz ordino colla retta doppia R. 
In qiiesto caso, la superficie non ha altra direttrico rottilinoa, distinta da R. In ogni 
punto u. di R, la superficie e toccata da due piani; I’uno, variabile, e determinato da 
R e dalla generatrice I’altro, costante, e il piano che passa per R e tocca in a' 
la ciirva gobba K*). 

Se anche a" coincide con a", abbiamo una superficie del second’ ordine, eioe I’iper- 
boloide I passante per la curva K. 

E ovvio che, eccettuato il caso nel quale R e una retta quadrupla, la superficie 
di quint’ ordine ha, oltre R, una linea doppia, la quale h del sesto o del terz’ ordine 
0 una retta, secondo che R sia semplice, doppia o ti'ipla sulla superficie [®^]. Tale linea 
doppia e il luogo de’ punti, in cui s’incontrano a due a due le generatrici che si 
ottengono segando la superficie con un piano mobile intorno ad R. 

Per tal guisa, un solo e semplice problema, ci ha condotti a varie superficie gobbe 
di quinto, quarto e terz’ ordine, passanti per la curva gobba di quart’ ordine e se- 
conds specie. 


§ 8 . 

Data la curva gobba K e date due rette R, R', quale e il grado della superficie 
gobba, luogo di una retta che si muova appoggiandosi alle tre direttrici K, R, R'? 
Assunta una retta arbitraria L, cerchiamo quante generatrici della richiesta superficie 
siano incontrate da L, ossia quante rette vi abbiano che incontrino le quattro linee 
K, R, R', L. Le rette appoggiate alle tre linee R, R', L formano un iperboloide, il quale, 
se le date rette R, R' non hanno punti comuni colla curva gobba K, e da quests 
incontrato in otto punti. Dunque, la richiesta superficie e dell’ottavo grado. Per essa, 
la curva K e semplice, perche da ogni punto di quests curva parte una sola retta 
che incontri R ed R'. Ma queste due direttrici rettilinee sono quadruple sulla super- 
ficie dell’ottavo grado, perche il piano condotto, a cagion d’esempio, per un punto di 
B e per la retta R' sega la curva gobba in quattro punti. 


In gemerale, nna superficie gobba del terzo gi^o puo risgnardarsi, come il Inogo delle 
rette che nniacoao i puntt omologhi di due sempliei serie projettdve, Tuna di punti d’una 
retta B, I’altra di punti d’nna coniea C. Se R e C non banno alcun punto comune, la snper- 
flese ba un’altra direteiee (doppia), cbe h una retta appoggiata in un punto alia conica C 
(vedi la mia ntemoria Sur quBLc^tss p^oprUtis etc. uel tomo LVIII dd giornale matematico 
di Berlino [Queste C^iere, n. ^}). Ma se R © C banno un punto comune, le due direttrici rettilinee 
OOTKcidono in R, ehe 6 in feai caso la retta doppia. Veggasi, a questo proposito, la nota &u,r 
ies mrfiiees dm tfwsiSme ordre, che nscirS fra breve nello stesso giomale succitato. 
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Ogni punto comune alia curva K e ad una delle direttrici rettilinee diminuisce di 
un’ unita il grade della superficie. Per es., se entrarabe le rette R, R.' incontrano K 
in due punti, la superficie e del quarto grado e per essa le rette date sono doppie. 

Invece, se R incontra K in tre punti, mentre R' non abbia con questa curva che 
due punti coinuni, la superficie e, come si h. gia trovato altrimenti (§ 5), del terz’ ordine- 
R e la retta doppia, ed R' e la seconda direttrice. 

Se R ed R' sono entrambe appoggiate a K in tre punti, si ottiene una superficie 
di secondo grado, cioe quell’ unico iperboloide che passa per la data curva gobba di 
quart’ ordine e seconda specie. 


§ 9- 

Cerchiamo di quale grado sia la superficie generata dal moviinento di una retta, 
che debba incontrar due volte la curva gobba K ed una volta una data retta R. Da 
ogni punto di questa retta partono tre rette, che vanno ad incontrar due volte la curva 
gobba cioe tre generatrici della superficie di cui si tratta. Dunque, la retta R 
Sara tripla su questa superficie. Ogni piano menato per R incontra la curva gobba 
in quattro punti che uniti a due a due danno sei generatrici. La sezione fatta da 
quel piano, nella superficie, consta di queste sei generatrici e della retta tripla R ; 
dunque, la superficie e del nono ordine. Per essa, la curva K e tripla, perche il piano 
condotto per un punto qualunque di K e per R incontra la curva in altri tre punti 
onde da m partono tre generatrici ms) della superficie. Questa 

ha inoltre una curva doppia del terz’ ordine, che h il luogo dei punti in cui si segano 
le coppie di lati opposti del quadrangolo complete mmimsnh. 

Se la retta R incontra la curva K in un punto o, la superficie di nono ordine si 
risolve nel cono di terz’ ordine che ha il vertiee in o e passa per K (§ 17), ed in una 
superficie di sesto grado, per la quale la curva K e doppia e la retta R e tripla. 

Se R incontra K in due punti o , o', la superficie di nono ordine si decompone 
ne’ due coni prospettivi alia curva gobba, i cui vertici sono o , o', ed in una superficie 
di terzo grado per la quale R e la retta doppia. 

Finalmente, se R e appoggiata alia curva K in tre punti, la superficie di nono 
ordine consta de’ tre coni aventi i vertici in quei punti e passanti per la curva gobba. 

Nel case che la retta R sia appoggiata in due punti o, o' alia curva K, il risultato 
puo enunciarsi cosi: 

Se intorno ad, una retta appoggiata alia curva goUba di quart' ordine e seconda specie 


*) Questa asserzione sarA dimostrata in seguito al § 16 . 
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in due piinfi, si fa pifOfG un piano chs sephi let cuvvet in ciltvi due punfti let Tcttet cite 
wiisce guesli due punfi ha per luogo unci superftcie di terzo grade, la cui direttrice doppia 
e la reiia data. 

he due generatriei dell’ iperboloide I, passanti per o, o’ ed appoggiate alia curva 
K in due altri punti formano, insieme con questa curva, la completa intersezione 
deir iperboloide colla superficie gobba di terzo grado, di cui si tratta. 

Osserviamo che le coppie di punti, in cui la curva K h incontrata dalle singole 
generatriei di questa superficie di terzo grado, ossia dai piani condotti per la data 
retta R, sono in involuzione; vogliam dire, i piani determinati da quelle coppie di 
punti e da una retta fissa appoggiata alia curva K in tre punti, sono in involuzione. 

Reeiprocamente: se sulla curva K sono date piu coppie di punti in involuzione, 
le rette congiungenti i punti coniugati sono incontrate tutte da una medesima retta, 
appoggiata alia curva gobba in due punti, eppero formano una superficie di terzo 
grado. Siccome 1’ involuzione e determinata da due coppie di punti coniugati m , m 
ed n , n\ cosi bastera dimostrare cbe le rette nm' , nn sono incontrate da una me- 
desima retta appoggiata alia curva gobba in due punti. Se intorno alia retta mm' si 
fa girare an piano che seghi di nuovo la curva K in due punti, questi generano 
un’ involuzione. Cosi pure, facendo girare intorno ad nn' un piano, si otterra una 
seconda involuzione. Le due involuzioni hanno, com’ e noto, una coppia comune di 
punti coniugati (reali o immaginari), eppero la retta (reale) che li unisce & appog- 
giata ad entrambe le mw', nn'; c. d. d. 


§ 10 . 

Sia date 1’ iperboloide I e su di esso la curva gobba K di quart’ ordine e seconda 
^ecie. Una retta A (generatrice dell’ iperboloide) appoggiata in tre punti a questa 
aura, si a^ma come direttrice doppia di una superficie gobba di terzo grado, del 
arbitraria. Essa seghera 1’ iperboloide, lungo un’altra curva gobba di quart’ ordine 
e seeoada specie, ed ineontrera la curva data in dodici punti; ma tre di essi sono 
adla retta doppia A, i quali eontano come sei intersezioni; dunque: 

^tmdo due mrve gMe di gpmrt’ ordine e seconda spede, tracciate sullo stesso iper- 
Maidei u^onfrano, dasama in ire punU, una stessa generatrice di esso, le due curve si 
segemp in m pmlA. 

Dm mperfide pwfe&e dft terso grado avenii la stessa retta doppia ed un iperboloide 
pmmde per questa reMa hanm, aU'inftsori di essa, sei punti comuni. 
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Se, invece della retta A, prendiamo, come retta doppia della superficie di terzo 
grade, una generatrice dell’ iperboloide appoggiata alia curva K in un solo punto, 
avremo evidentemente : 

Quando due curve gdbbe di quart' ordine e seconda specie, tracciate sullo stesso iper- 
holoide, incontrano, I’una in tre punti e Valtra in un solo punto, una medesima genera- 
trice di quello, le due curve si segano in died punti. 

Per la generatrice A dell’ iperboloide I, appoggiata alia curva K in tre punti, 
s’iramagini condotto un altro iperboloide; questo segheri il primo lungo una cubica 
gobba, ed incontrera la curva data in otto punti, tre de’ quali sono nella retta A ; 
dunque : 

Quando una cubica gobba, ed una curva gobba di quart' ordine e seconda specie, 
tracciate sopra uno stesso iperboloide, incontrano, ciascuna in un punto solo, una mede- 
sima generatrice di quello, le due curve si segano in cinque punti. 

Ossia : 

Due iperboloidi aventi una generatrice comune, ed una superficie gobba di ter^o grado, 
per la quale quella generatrice sia la retta doppia, hanno, all’infuum di essa, cinque 
punti comuni. 

Invece, se il secondo iperboloide si fa passare per una generatrice del primo, ap- 
poggiata alia curva K in un punto solo, si avra: 

Quando una cubica gobba ed una curva gobba di quart' ordine e seconda spede, trac- 
date sullo stesso iperboloide, incontrano, I'una in due punti e Valtra in un solo, una 
medesima generatrice di quello, le due curve hanno sette punti comuni. 


11 . 


Le generatrici dell’ iperboloide I, del primo sistema, segano la curva K in tre 
punti. Si j>uo domandare, se vi sia alcuna di quelle generatrici, per la quale due di 
quei tre punti siano riuniti in un solo; cioe, se vi sia alcuna generatrice dell’ iperbo- 
loide I, tangente alia curva gobba. A tal uopo, osserviamo che i punti della curva, 
essendo distribuiti a tre a tre in linea retta, formano un’ involuzione del terz’ ordine. 
Una tale involuzione ha quattro punti doppi, ciob, vi sono quattro gruppi o teme in 
ciascuna delle quali due punti sono riuniti*); dunque: 


*) Vedi la nota a pag. 290. In tin fascio di curve d’ordine n, ve ne sono in generate 
2(n. — 1) ehe toceano una data retta L. Dunque, un’ involuzione d’ordine n ha 2(n — 1) ele- 
menti doppi. 
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Fi sono qmcMro generatrici delV iperbohide I passante per la curva gobba di quart’ or- 
dine e seconda specie, che sono tangenti alia curva siessa. 

In seguito, designeremo con T una qualunque di quests quattro generatrici tan- 
genti; con i il punto in cui essa e tangente alia curva gobba, e con t' il punto in cui 
e semplicemente segante. 

Ogni altra tangente della curva K, essendo anche tangente all’ iperboloide I, non 
incontra questa superficie in altri punti, oltre quello di contatto ; dunque, la superficie 
sviluppabile Y osculatrice della curva K, cioe il luogo delle tangenti alia curva data, 
ha in comune coll’ iperboloide esclusivamente la curva stessa e le quattro generatrici T. 
La curva K e sempliee per 1’ iperboloide, ed e cuspidale per la sviluppabile; per la 
qnal cosa dee contar due volte nell’ intersezione delle due superficie. Questa interse- 
zione equivale dunque coinplessivamente ad una linea del dodicesimo ordine ; quindi : 

la sviluppahile osculatrice ddla curva gobba di quart’ordine e seconda specie e del 
sesto ordine. 

Ossia; 

Una retta qualsivoglia incontra sei tangenti delta curva gobba di quart’ordine e se- 
conda specie. 

Od anche: 

Per una retta arbitraria si possono condurre sei piani tangenti alia curva gobba di 
guart’ordine e seconda specie. 

E evidente che in ciascuno de’ quattro punti t 1’ iperboloide e la sviluppabile V 
hanno un contatto di second’ ordine, onde ciascuno de’ quattro piani osculatori alia 
curva ne’ punti t contera per tre piani tangenti comuni alle due superficie. Ed e anche 
evidente che queste non possono avere altri piani tangenti comuni. Dunque, il numero 
de’ piani tangenti comuni alle due superficie, ossia il prodotto de’ numeri esprimenti 
le loro rispettive elasd e dodiei; eppero: 

La smktppabUe osctdairice deUa curva gobba di quart’ordtne e seconda specie e della 
seda dasse. 

Ossia: 

Per m ptmto preso arUtrariamente nelh spado passano sd piani osculatori della 
curm ^iba di qmrt’orMne e seconda speck. 

La sviluppabile oscnlatrice ha inoltre I’importante proprieta d’essere circoscritta 
ad una si^rfid© di second’ ordine. Per dimostrmdo, convien premettere alcune ri- 
cerdie, che fonneranno Toggetto del seguente paragrafo. 
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§ 12 . 


Lemma. Quattro punti in linea retta, a, ft, c, d, danno luogo a tre rapporti anar- 
monici fondamentali: 

, , „ ac ad I ad , ab , „ . ah ac . 

[abcd) = -^ : ^ , {aedb) = ^ : 


dc ' be 


bd ' cd' 


gli altri tre rapporti anarmonici [abde) , {acbd) , {adeb) , clie si possono foniiare con 
que’ quattro punti, sono i reciproci de’ tre superiori. 

Quando due di quei tre rapporti anarmonici siano eguali, anche il terzo e eguale 
ai primi due. Cio riesce evidente, osservando che, se si pone 

(abed) — r , 

si ha ^ 

{aedb) = , (adbe) = . 


Ora suppongansi dati sopra una retta i tre punti a,b,c\ ed assunto ad arbitrio 
(nella retta) un punto m, si determini un punto w', per modo che il rapporto anar- 
monico {ahem) sia eguale a quest’ altro [aem'h] o, cio che e lo stesso, a [calm'). Ya- 
riando insieme questi punti generano due divisioni oraografiche, nelle quali 

ad a,h,G,m corrispondono ordinatamente G,a.,b,m. Se i e uno de’ due punti doppi 
di queste divisioni omografiche, il sistema de’ quattro punti a, ft, d avra i suoi tre 
rapporti anarmonici (fondamentali) eguali fra loro. 

Se i tre punti dati sono tutti reali, i due punti doppi sono immaginari. Ma questi 
sono reali, quando due de’ tre punti dati siano immaginari coniugati. Inoltre e ovvio 
che, se due de’ punti dati coincidono in un solo, in questo coincidono anche i due 
punti doppi. 

In conseguenza delle cose esposte nel § 2, quanto qui e detto per punti in linea 
retta, sussiste per punti della curva gobba K. 

Cio premesso, domandiamo di qual classe sia la superficie, inviluppo di un piano 
segante la curva E in quattro punti (due de’ quali immaginari), i cui tre rapporti 
anarmonici siano eguali *). Quanti di tali piani passano per una retta qualunque, per 
m* per una retta appoggiata alia curva gobba in tre punti a, b,c} Secondo il lemma 
preme^, i tre punti a^b.c determinano due punti, ciascuno de’ quali forma con a,b, c 

^ O^a: i cui rapporti anarmouM siano ie radici eubiclie immaginarie deE’t^ai^d c^n- 
biate # segno. PI : 
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uu sisteina avente i rapporti anarmonici eguali. Dunque, la richiesta superficie e di 
seconda classe, eppero anche di second’ ordine. E siccome, se dne de’ quattro pnnti 
(in cui ia curva K e segata da uno de’ piani che si considerano ) coincidono in nn solo, 
ivi cade anche uno degli altri due, cosi i piani osculatori della curva gobba sodisfanno 
alia condizione richiesta pei piani, di cui abbiamo cercato 1’ inviluppo. Cioe : 

L’inviluppo di un piano segante la curva gobba di quart’ordine e seconda specie, in 
qucdtro punti aventi i tre rapporti anarmonid eguali, e una superficie di secondo grado, 
inscritta nella sviluppnbile osculatrice della curva data. 

Quale e la classe della superficie, inviluppo di un piano che seghi ia curva K in 
quattro punti armoniciV Cerchiamo quanti di tali piani passino per una retta qua- 
lunque, per es. per una retta A appoggiata in tre punti a, b, c alia curva gobba. Sia d 
il punto della curva K eoniugato annonico di a, rispetto ai due b, c\ similmente sia e 
il eoniugato di b, rispetto ai due c, a, e sia f il eoniugato di c, rispetto ai due a, b. 
Evidentemente i soli piani che passino per la retta A e seghino armonicamente la 
curva data sono A {d, e, f). Dunque, 1’ inviluppo richiesto e della terza classe. 

Quando fra quattro punti armonici, due coniugati coincidono, ivi coincide anche 
uno degli altri due; dunque, fra i piani che segano armonicamente la curva gobba, 
sono da contarsi anche i suoi piani osculatori; ossia: 

L’inviluppo di un piano, che seghi la curva gobba di quart’ordine e seconda specie 
in quattro punti armonici, e una superficie di terna classe, inscritta nella sviluppabile 
osculairice della curva data. 

Per tal modo, la sviluppabile osculatrice della curva K ci si presenta, come invi- 
Inppo de’ piani tangenti comuni alia superficie di terza classe toccata dai piani che 
s^ano armonicamente la curva, ed alia superficie S di secondo grado inviluppata dai 
piani, ciascan de’ quali sega la curva in quattro punti aventi i tre rapporti anarmo- 
nid eguali. 

Per ogni generatrice rettilinea della superfide di secondo grado S, passano tre 
piani tangenti alia superficie di terza classe; qnesti tre piani, essendo^ tangenti ad 
eutrmmbe le superfide, sono OKulatori alia curva K. Reciprocamente, ogni retta, per 
la quale passino tre piani osculatori della curva K, dee giacere per intero sulla su- 
perfide S; dunque: 

La superfide di secondo grado, mviktppata dai piam che segano in quaUro punti a 
rapporti mtarmemd eguali la curm gobba di quarfordine e seconda specie, e il luogo 
ddde rotte, per dc^um deUe quaU passano tre pmmi osmAatori delta emva doAa. 

‘^mo segante la curva ^ba M quarfordine e seconda specie, m quattro punti 
a rapporti amarmomd egmM, eentlene dm rette, per dasoma deMe quedi passam tre 
f*an» motdatori ddla omm. 
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Od anche: 

Se per una, retta, che sia V intersezione di tre piani oscidaiori della curva gdbba di 
quart’ordine e seconda specie, si conduce im piano arhitrario, questo sega la curva in 
quattro punti, i tre rapporti anarmonici de’ quali sono eguali fra loro. 

Siano M , M' le due generatrici rettilinee della superficie S, poste ia un piano 
osculatore qualunque della curva K, e sia G la generatrice della sviluppabile V, posta 
nel piano medesimo. Siceome questo piano dee toccare in uno stesso punto le due 
superficie S e V, cosi il punto comune alle M,M' apparterra a G. Qiiesto punto ap- 
partiene anche alia curva di contatto fra le due superficie; e la tangente a questa 
curva in quel punto e, secondo il teorema di Dupin, coniugata a G, ossia e la coniu- 
gata armonica di G rispetto alle M, M'. 

La curva di contatto e, per la teorica di Poncelet, polare reciproca della svilup- 
pabile V, rispetto alia superficie di secondo grade S. Ne segue che la detta curva 
e del sesto ordine, che la sviluppabile fonnata dalle sue tangent! e pure del sesto 
ordine, ecc. 

§ 13 . 

Immaginiamo segata la sviluppabile V osculatrice della curva gobba K da un piano 
qualsivoglia P. Questo sega le generatrici ed i piani tangenti della sviluppabile in 
punti e rette, che sono i punti e le tangenti della curva d’ intersezione della svilup- 
pabile medesima col piano. Quindi, questa curva sara del sesto ordine e della sesta 
classe, appunto come la sviluppabile, ed avra quattro cuspidi ne’ punti in cui il piano 
P incontra la curva cuspidale K. Se adunque, nella prima formola di PLecKBE, si 
pone m=m'=& ed s=4, ne ricaviamo d=6. Gib signifiea che; 

Un piano arhitrario contiene sei punti, ciascun de’ quali e V intersezione di due rette 
tangenti alia curva gobba di quart’ ordine e seconda specie. 

Ossia : 

I punti, in cui si segano a due a due h tangenti non consecutive ddla curva goMut 
di ^uart’ ordine e seconda specie, formano suUa sviluppabile osculatrice una curva doppia 
0 nodale D dd s^’ ordine. 

Per }»=<Z=6, s=4, la terza formola di PlOceee da s' = 4, eioe la curva nel 
piano P ha quattro tangenti stazionarie. Una tangente stazionaria nella curva d’ in- 
tersezione h la traeda, sul piano P, d’un piano tangente stazionario della sviluppa- 
Mle, doe d’un paao che ha coila cnrva K un contatto di terz’ ordine ed oscula la 
sviluppabile Y lu^o tutta una generatrice (d’infleesione). Dunque; 

oerudMrice deda ourm gobba di quarf ordine e seconda specie ba ipMtMro 
d’^essime. 
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Ossia: 

La curva gohba di quart’ ordine e seconda specie ha quattro punti, ne’ qtiali i piani 
oscidatori rispettivi hanno eolla curva un contatto di ters’ ordine. 

Per «j = m'=6, s'=4, la seconda formola di PlOcker da d' = Q, cioe la curva 
d’intersezione nel piano P lia sei tangenti doppie. Una tangente doppia e: o la traccia 
di un piano clie toccM la sviluppabile lungo due generatrici diverse ; ovvero la inter- 
sezione di due piani tangenti distinti. Ora la nostra sviluppabile non puo ammettere 
un piano tangente doppio: un tal piano osculerebbe la curva cuspidale K in due punti, 
il che equivale a segarla in sei punti: cosa impossibile per una curva del quart’ordine. 
Dunque ; 

Un piano arhitrario contiene sei rette, ciascuna delle quali e V intersesione di due 
piani osculatori della curva goiba di quart’ ordine e seconda specie. 

Supponiamo ora che il piano segante P sia condotto ad arbitrio per una genera- 
trice G della sviluppabile osculatrice; la sezione sara composta di quella generatrice e 
di una curva di quint’ ordine e sesta classe. Questa curva avra due cuspidi, perche il 
piano P, essendo tangente alia curva K, la sega in due soli punti fuori della retta G. 

Quindi, facendo m = 5, m'==6, s=2, nelle formole di PlOcker, avremo d — i, 
s’ = 5, d'=5. Qui abbiamo un flesso di piu che nel caso generate : esso b il punto 
in cui la retta G tocca la curva di quint’ ordine (ed anche la curva gobba K). 

I sei punti, in cui la curva doppia D & segata dal piano P, sono i quattro punti 
doppi della curva piana di quint’ ordine, ed i due punti in cui questa e intersecata 
dalla sua tangente stazionaria G. Di qui deduciamo che: 

Ogni retta tangente deUa curm cuspidale K incontra due volte la curva doppia D. 

Ossia: 

Ogni tangente deUa curva gobba di quart’ordine e seconda specie incontra due odtre 
tangenti deUa stessa curva. 

Due tangenti della curva K, che s’ incontrino, detemainano un piano che e doppia- 
mente tangente alia curva med^ima. La sezione fatta da un tal piano, nella sviluppa- 
bOe Y, constera delle due tangenti suddette e di una curva del quart’ ordine e della 
sesta dasse. Qu^ta curva non pub avere cuspidi, perchb un piano tangente aUa curva K 
in due punti diversi, non pub incontrare questa curva in alcnn altro punto. Dalle formole 
di PnOcEBE deduciamo poi, che la cnrva d’intersezione ha sei fle^i, tre punti doppi 
e quateo tangenti doppie. 

CSoBsidenamo ora la sezione fatta nella sviluppabile osculatrice da un piano P che 
oscnli la curva K in an panto f e la segM in un punto g'y epperb tocehi la svilup- 
p^ile med»nia lungo ana retta G, tang^te a K in Nella sezione, la generatrice G 
eonteri due volte; quindi, il piano P seghem la sviluppabile secondo una curva di 
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quart’ ordine, avente un cuspide in g. Questa curva e della quinta classe, perche per 
ogni punto d’ un piano osculatore della curva K passano altri cinque piani osculatori. 

Facendo jm=4, m'=5, s= I , nelle formole di PlOcker, ne deduciamo d—2, 

s' = 4, d’=2. 

Dunque, il piano P sega la curva doppia D in due soli punti fuori della retta 6; 
e siccome la curva D e del sest’ ordine, cosl ne segue che quel piano tocca questa 
curva ne’ due punti, in cui e ineontrata dalla retta G; doe: 

Ogni piano osculatwe alia curva K tocca in due punti disfinti la curva doppia D. 

Ossia: 

La sviluppabile osculatriee della curva K e doppiamente tangente alia curva D. 

Dall’esser poi d' = 2, segue che in ogni piano osculatore della curva K sono due 
rette, ciascuna delle quali e I’intersezione di due altri piani osculatori. Queste rette sono 
generatrici della superficie di second’ ordine S, inscritta nella sviluppabile V (§ 12). 

§ 14 . 

Finalmente, suppongasi cbe il piano segante P sia uno de’ quattro piani stazionari. 
Siccome lungo la relativa generatrice G, il piano e osculatore alia superficie V, cosi 
la rimanente sezione e una curva del terz’ ordine; e questa e della quarta classe, 
perche un piano stazionario rappresenta due piani osculatori coincidenti. La curva 
medesiraa non puo aver regressi, giacche i quattro punti d’incontro della curva K 
col piano stazionario sono tutti riuniti in un solo. Vi saranno dunque tre flessi ed un 
punto doppio. 

£ notissimo che i tre flessi d’una curva piana di terz’ ordine e quarta classe sono 
in linea retta. Nel nostro case, i tre flessi sono i punti in cui il piano stazionario, che 
si considera, sega le generatrici d’inflessione poste negli altri tre piani stazionari. 
Dunque, le generatrici d’ inflessione sono incontrate tutte e quattro da quattro rette , 
lispettivamente situate nei quattro piani stazionari. Percio: 

Le qucdtro icmgerdi ddla curva goliba di quart’ ordine e seconda specie, situate ne’ smi 
picmi osctdaiori stazionari, giacdono sopra uno stesso iperbcdoide. 

Nel ea^ che consideriamo, la curva d’intersezione del piano P non ha tangenti 
doppie. Tuttavia questo piano, essendo tangente alia superfide S (§ 12), contiene due 
gencarataici della uaedesima. Ma, siccome de’ tre piani osculatori passanti per ciascuna 
di ^se, due coinddoDO nel piano stazionario, cod esse non sono tangenti doppie, ma 
tangeati <®dinarfe ddia carva d’intersezione. 

Q punto §, ove la curva K ha un contatto del terz’ ordine col piano stazionario 
P, h anche ua panto ddla mrim doppia D. Ed invero: nel pnnto g tre tangmiti sue- 
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cessive della eurva K sono sovrapposte; quindi il punto g, come intersezione della 
prima colla terza tangente, appartiene alia eurva doppia. 

La generatrice d’inflessione G, dopo aver toccata la eurva del terz’ordine, sezione 
fatta dal piano P nella sviluppabile V, va a segarla in un altro punto h ; e questo il 
secondo punto, ove la eurva D e incontrata dalla generatrice raedesima; in esso 
la eurva D sara osculata dal piano P; percbfe, siceome G conta come tre rette nella 
sezione completa, cosi il punto h contera come tre punti doppi della sezione completa 
medesima | . 

Nel caso generale d’un piano osculatore qualsivoglia (§ 13), questo sega la eurva 
D in due punti situati nella generatrice posta in quel piano. Ma quando il piano oscu- 
latore e lo stazionario P, uno di que’ due punti va a riunirsi eon g; ciofe il piano 
stazionario oscula la eurva doppia in h, la tocca semplicemente in g, e la sega inoltre 
in un terzo punto, fuori della retta G. E quest’ ultimo 1’ unico punto doppio, che ab- 
biamo superiormente trovato nella eurva di terz’ ordine, sezione della sviluppabile V. 

Dunque: 

I punti in ctd la eurva K e toeeata dai sttoi guattro piani osculatori stazionari sono 
andhe punti della eurva D. In essi, i piani staeionari della eurva K sono tangenti alia 
eurva D. [®®] 

E poi facilissimo persuaders! cbe i quattro punti anzidetti sono anche quelli, ove 
i piani stazionari toccano la superficie di secondo grado S e quella superficie di terza 
classe che ^ inviluppata dai piani seganti armonicamente la eurva K. 


§ 15. 


Oltre i punti di contatto de’ quattro piani stazionari, le curve K e D hanno in 
comune i quattro punti ove la prima eurva h segata dalle quattro tangenti T ge- 
imu^tiiei dell’ iperboloide I (§ 11). Anzi, quest! ultimi sono punti stazionari della eurva 
D. Matri: in f concorrono ri-e tangenti di K, eio^ la tangente in t', la tangente nel 
pnato suecessivo (infinitomente vicino) a f e la tangente (1^ in t. I punti, in cui le 
prime da© tangenti incontrano la terza ^partengono alia eurva D, in virth della de- 
fiaiatme di questa rnirva; dunque, i rappresenta due punti suecessivi deUa eurva D, 
mma on punto ^azionario' deOa medesima. 

La cairva D incoatra Fiperboloide I ne’ quattro punti di eontatte della airva E 
CM piam stazionari e nei qqattro punti Ciaseuno di quest! ultimi eonta come due 
lateis^iemi, peidh^ h an panto stazmoario deUa oirva dc^ypia; dunqne qn^li otto 
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punti equivalgono a dodici intersezioni. Essendo la curva D del sest’ ordine, non puo 
avere altri punti comuni coll’iperboloide, eppero le due curve E e D hanno in coinune 
solamente gli otto punti accennati. 

Dunque: 

Le due curve K e D si segano in otto punti; doe ne’ punti di contaito della curm 
K co’ suoi piani stazionari e ne’ punti in cui questa curva e segata dalle sue quattro 
tangenti, situate sulV iperboloide I. Gli ultinii quattro punti sono stazionari per la 
crurm D *). 

Un piano qualunque, condotto per uno de’ punti stazionari t\ sega la curva D 
soltanto in altri quattro punti: dunque il eono, che ha il vertice in quel punto e passa 
per la curva D, e del quart’ ordine. Per esso, le rette che uniscouo quel punto sta- 
zionario agli altri tre, sono generatrici stazionarie. Ora, un cono di quart’ ordine, 
dotato di tre generatrici stazionarie (cuspidali), non puo avere alcun’ altra generatrice 
multipla; dunque, la curva D non puo avere, oltre i smi qttattro punti stazionari, altri 
punti muUipli. 


16. 


Passiamo ora a considerate i coni prosp.ettivi alia data curva gobba K di quart’ordine 
e seconda specie. 

Un pnnto o, preso ad arbitrio nello spazio, sia il vertice di un cono passante per 
la curva K. Questo cono e del quart’ordine, perche ogni piano condotto per o, in- 
contrando la curva K in quattro punti, sega il cono lungo le quattro rette che con- 
giungono o a que’ quattro punti. 

Il cono e della sesta elasse: infatti, ogni retta passante per o giace in sei piani 
tangenti alia curva K, eppero tangenti al eono medesimo (§ 11). 

H cono ha sei piani stazionari, tali essendo i sei piani osculatori, che da o si 
possono eondurre alia curva data (§ 11). 

Quindi, faeendo nelle formole di PlOcker (le quali sussistono pei coni come per 
le linee plane) «=4, m'==Q, se ne ricava <i=3, s==0, d'— 4. Che dovesse essere 
s=0, si poteva prevedere dalla mancanza di cuspidi nella curva K. 

Ball’ essere d=Z segue, che il nostro cono ha tre generatrici doppie; e siceome 
ie curva K non ha punti doppi, cosi: 

Per tm ptmto qualmque deUo spazio passano tre reMe, dascmta deUe q%udi incontra 
2» ewrea di quart’ orcUne e seconda specie in due punti. 


i*, te csitrr® K e D haaao comuni i piani oseulaloii. 



304 


INTORNO ALLA CTJRTA GOBBA DEL QUART’ ORDINE ECC. 


Essendo d'=4, il cono ha quattro piani tangenti doppi, ossia: 

Per un punto qmlimque dello spazio passano qmMro piani, ciascimo de’ quali con- 
tiene due retie tangenti deUa curva gohha di quart' ordine e seconda specie. 

Se il cono prospettivo vien segato da un piano qualunque non passante per o, si ha : 

Fosio Tocchio in un punto qualunque dello spazvo, la prospettiva della curva K e 
una linea piana del quart’ ordine e della sesta classe con tre punti doppi, quattro tan- 
genti doppie e sei flessi. 

Dalla teoria delle curve piane di quart’ ordine dotate di tre punti doppi *) e noto : 
che le sei tangenti ne’ tre punti doppi toecano una stessa conica; che le sei rette, 
passanti pei punti doppi e toccanti altrove la curva sono tangenti di una seconda 
conica; che gli otto punti di contatto delle quattro tangenti doppie sono in una terza 
conica ; e che i tre punti doppi sono le intersezioni delle coppie di lati opposti d’ un 
quadrangolo complete, circoscritto al quadrilatero complete formate dalle tangenti 
doppie. Dunque: 

Per un punto arbitrariamente date nello spazio, passano tre rette, ciascuna ap- 
poggiata in due punti alia curva K. I piani tangenti alia curva ne’ sei punti d’appoggio, 
condeMi dal punto dato, toccam urn stesso cono di secondo grado. Qli altri sei piani 
tangenti della curva, che passano per quelle tre rette medesime, due per ciascuna, toecano 
un aliro cono di secondo grado. 

Per un punto dato ad arbitrio nello spazio, passano quattro piani, ciascuno de’ quali 
toeca ia curva K in due punti distinti. Le rette, che congiungono il punto dato agli otto 
pmti di contatto, giaceiono sopra uno stesso cono di second’ ordine. 

Le tre rette, che dal punto dato ponno condursi ad incontrar due volte la cwrva K, 
sono le intersezioni delle coppie di facce opposte di un angolo quadrispigolo complete, 
eireoscriito all’angolo t^aedro compUto formato dai quattro piani tangenti doppi. 


§ 17 . 


Se il punto o e preso soll’iperboloide I, le tre rette che ineonteano due volte la 
carva gohha K ridoconsi ad una sola, cioe alia generatrice dell’iperboloide appog- 
giafea alia curva in punti. Quindi, se si pone I’occhio in quel punto, la prospettiva 
ddlla otrva E h ana linea piana del quaft’ ordine dotata di on punto triple. 

B p«nte & sia preso sopra una retta G, tai^ente ala curva E in un punto g. 


*) CAvijas’, GoMbrii^ and Dub. Math. Jhrumal, vol. V, pag. 150. — Joumed de M. Liou- 
vOte, t. X¥, pag. — S&AaiOH, 'B^hee plaae curves, DaMin 1^2, p»g. 201, 2fB. 
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Questa retta tien luogo di una delle tre, incoatranti due volte la curva gobba ; dunque, 
il cono prospettivo avra due generatrici doppie ed una cuspidate. II eono e ancora 
del quart’ ordine, ma della quinta classe, perche una retta, condotta ad arbitrio per o, 
incontra, oltre G, soltanto cinque tangent! deUa curva K. 

Le formole di PlUcker danno poi a' =4 e (7 = 2; cioe, per o passano quattro piani 
osculatori e due piani doppiamente tangenti, oltre quelli cbe passano per la retta G. 

Se il punto o e 1’ intersezione di due tangenti deUa curva K, il cono prospettivo 
avra due generatrici cuspidal! ed una doppia, eppero un piano tangente doppio e due 
piani stazionari. E, segandolo con un piano arbitrario, la prospettiva della curva K 
Sara una linea di quart’ ordine e quarta classe, avente un punto doppio, due cuspidi, 
una tangente doppia e due flessi. Ora e noto*) cbe, in una tal curva, la retta cbe 
unisee i due flessi, quella cbe passa pei due cuspidi e la tangente doppia concorrono 
in uno stesso punto. E, pel principio di dualita, il punto d’incontro delle tangenti 
ne’ cuspidi, quello comune alle due tangenti stazionarie ed il punto doppio sono in 
linea retta. Dunque: 

Per un punto, die sia I’ineoniro di due tangenti deUa curva K passano: una retta 
appoggiata alia curva in due punti, dm piani osculatori (oltre i due passanti per le 
tangenti date) ed un piano contenente due cdtre tangenti. Quest' ultimo piano, quddo 
delle due tangenti date ed U piano determinato dot punto data e dai punti di contatto 
de' due piani osculatori, passano per una medesima retta. La retta appoggiata cdla curva 
in dm punti, la retta ird&'seeione de' dm piani osculatori che passano per le tangenti 
date e la retta comune agli cdtri dm osculatori giacciono in uno stesso piano. 

n punto 0 sia ora nella stessa curva E ; il cono prospettivo sara del terz’ ordine, 
percbe ogni piano, condotto pel punto o della curva, la sega in altri tre punti, eppero 
Sega il c»no lungo tre generatrici. La generatrice dell’ iperboloide I passante per o 
ed appoggiata in altri due punti alia curva gobba, e una generatrice doppia del cono ; 
questo e dunque della quarta classe. Cioe: 

La prospettiva della ewrva K, quando Vocdno sia cdlocato svMa curva stessa, e, in 
genercde, tma linea dd terz' ordine e deUa quarta dasse. 

Una linea piana del terz’ ordine dotata di punto doppio ba, com’ e notissimo, tre 
flessi in linea retta, e questa retta e la polare annonica del punto doppio, rispetto 
al triangolo fonaato dalle tangenti stazionarie. Dunque: 

La im data punto quadmtque ddla ewrva gobba d& qua/rf ordme e seconda specie si 
pmom eondwrre tre piam che la osmdim in cdtri punti. I tre punti di eordatto ed il 
punto data som in uno desso piam, U qucde e, rispdto al triedro formato dai piam 


SAUECm, pdctm omrves, fag. 2(®. 
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oscidatori, il pdare armonieo della retta che passa pel punto date e sega in altri due 
pufdi la curva gdbha. 

Se I’occhio si pone in uno de’ quattro punti t' (§ 11), il cono prospettivo avra una 
generatrice cuspidale T, in luogo della generatrice doppia, eppero sar^ della terza 
classe. Dnnqne: 

Per la curva goUba di quart'ordine e seemda specie passano quattro coni di terz'ordine 
e terza classe. 


§ 18. 


Prima d’abbandonare I’argomento de’ coni prospettivi alia curva K, ricerchiamo di 
quali linee si componga la completa intersezione di due coni, passanti per la curva 
ed aventi i vertiei in due punti qualunque o , o' della medesima. I due coni sono del 
terz’ordine, eppero la loro completa intersezione dev’essere del nono ordine. Essi 
hanno in comune la curva gobba K e la retta od; dunque si segheranno lungo un’altra 
curva del quart’ordine. pur questa una curva di seconda specie, owero e dessa 
r intersezione di due superficie di seeondo grade? 

Per risolvere il quesito, immagino la retta A, che passa per o e s’appoggia in 
altri due punti alia curva data, e per questa retta conduce un piano qualunque P, 
il quale incontrera 1’ intersezione completa de’ due coni in nove punti. La sezione fatta 
dal piano P, nel cono di vertice o', e una linea del terz’ ordine passante per o; mentre 
1’ altro cono h segato lungo la sua generatrice doppia A, e lungo un’altra retta uscente 
da 0 . Dunque, le sezioni de’ due coni hanno, all’ infuori della retta A, due soli punti 
comuni, uno de’ quali sara il quarto punto di segamento della curva K col piano P. 

Da do segue che la seconda curva di quart’ ordine, comune ai due coni, e incon- 
trata da qualunque piano, passante per A, in un solo punto estemo a questa retta, 
cio^ questa retta ha colla curva tre punti comuni. Dunque: 

Dm com di terz' ordine, passemti per una curva gobba di quart' ordine e seconda 
speetCy ed ewen^ i vertid su essa, hatmo in comune un' <ittra curva di quart'ordine 
e seamda specie, poda sopra un iperbdmde, che passa per le dm generatrici doppie 
dez com. 

Thltavia, se i vertid o,d de’ due eoni fossero situati sopra una retta A, incon- 
tranle la curva E in ua terzo punto o", i coni avrebbero questa retta per generatrice 
doppia oomoae, il ehe equivale ad avere in comune una Hnea del quart’ordine. Inoltre, 
i due coai soao toceali loago A da uno stem piano, pamnte per la tangente in o" 
dlla curva E; daaftm, ia qpesto case i doe coni non possono avere aleun punto co- 
amae idl’iafiKm ddk esrva E e de& retta A. 
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§ 19. 

II piano osculatore in un punto qualunque m della curva K sega questa curva in 
un altro punto mi. E nel punto mi concorrono, oltre il piano osculatore in m, i piani 
osculatori in altri due punti (§ 17). Dunque, ad ogni punto mi corrispondono tre punti 
m. Variando simultaneamente i punti m,mi sulla curva gobba, essi genereranno due 
serie projettive: Tuna formata di teme in involuzione, I’altra semplice. 

Vi saranno dunque quattro punti m, ciascun de’ quali coincidera col corrispon- 
dente mi. Sono essi i quattro punti di contatto de’ quattro piani stazionari (§ 13). 

Vi saranno inoltre quattro punti mi, a ciascun de’ quali corrispondera un gruppo 
contenente due punti m coincidenti. I quattro punti doppi m dell’ involuzione cubica 
sono i contatti t delle tangenti T generatrici dell’ iperboloide I. I corrispondenti punti 
jwi sono i quattro punti ove le dette tangenti segano la curva K. 

Di qual grado e la superficie, luogo della retta mmi? Per questa superficie, la 
curva K e quadrupla, percbe dal punto m della curva, oltre mmi, partono altre tre 
generatrici della superficie; esse sono mm', mm", mm"', ove m', m", m'" siano i punti 
di contatto de’ tre piani osculatori, seganti la curva in m. 

Sia A una retta qualunque, appoggiata alia curva E in tre punti; ogni piano, 
condotto per A, sega la nostra curva in un solo punto estemo a questa retta, quindi 
non puo contenere alcuna generatrice della superficie, di cui si tratta, che non in- 
contri A in uno de’ suoi tre punti d’appoggio. Ciofe, questi sono i soli punti in cui 
la superficie possa essere incontrata dalla retta A, e, siccome ciascuno d’ essi e qua- 
druple, cosi la superficie riehiesta e del dodicesimo grado. Essa contiene evidentemente 
le quattro tangenti T e le quattro tangenti situate ne’ piani stazionari. 

Analogamente si dimostra cbe la superficie, luogo delle rette m”m'", m’"m', m'm", 
h del sesto grado e che, per essa, la curva K e doppia. 

Abbiamo veduto altrove (§ 17) che i quattro punti m, m', m", m"' sono in uno 
stesso piano. Quale e la classe della superficie, inviluppo di un tal piano? 

Questa superficie non passa per la curva E, perche i piani tangenti di quella non 
sono tangenti alia curva. Laonde, per conoscere la classe della superficie, bastera 
sapere quanti phuii tangenti le si possono condurre da un punto qualunque m della 
CTrva E. Evidentemente dm. Infatti, 1.® da m si possono condurre tre piani ad osai- 
lare la corm E in m', m", e questi tre punti detenninano un piano, passante per 
m, cte k tangente all’ inviluppo ridbiesto; 2.® il piano osculatore in m sega la curva 
in si poiaio condwre altri due piani osculatori, i punti di contatto de’ qaali 

CCA ed : in rim pkno tangente aO’ invfinppo ii coi ri tratta. Da 
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TO non si possono condurre altri piani tangenti ; dunque 1’ inviluppo richiesto e della 
seconda classe, cioe; 

Ba un punto qualunque della ciirva K si possono condurre tre piani ad oseularla 
in ttUri punti. Ipunti di contatto determinano un piano., V inviluppo del quale e un cono 
di secondo grado. 


§ 20 . 

Per un punto qualunque dello spa 2 io passano quattro piani doppiamente tangenti 
alia curva K (§ 16); dunque, i piani doppiamente tangenti di questa curva formano 
una sviluppabile W di quarta classe. 

Siccome la curva K e situata nella sviluppabile W, cosi la generatrice di questa 
sviluppabile, posta in un suo piano tangente, dee passare pei punti in cui questo piano 
tocca la curva. Dunque, se m e un punto qualunque di K e se la tangente in m in- 
contra ie tangenti ne’ punti to', to" della stessa curva (§ 13), le rette mm! , mnd sono 
generatrid della sviluppabile W. E siccome, di tali generatrici, ne passano due per 
ogni punto della curva K, cosi questa e doppia per la sviluppabile anzidetta. Dunque. 

La retla congiungente due punti della cwrva K, ove questa sia toccata da due tan- 
genii situate in uno stesso piano, ha per luogo geometrico una sviluppoibile W di qua/rta 
dasse. Qu^a srMvppcd>Ue e doppiamente drcoscritta atla curva K; e viceversa questa e 
la eurva doppia deUa sviluppabile W. 

Le quattro tangenti T della curva K sono evidentemente generatrici della svilup- 
pabile W, eppmro rette comuni a questa superficie e all’ iperboloide I. Cosi i piani 
dof^iamente tangenti alia curva K (in i e t') e passanti per le rette medesime, sono 
piani tangenti comuni alle superfide W ed I. Queste superficie, essendo T una della 
dasse e I’aitra della seconda, devono avere otto piani tangenti comuni; ed 
infatti, daraino dei quattro sumdicati coata per due, percbe in esso le due superficie 
banno una generaliice eomune. 

Siceome le generatrid ddla superficie W son© rette ineontranti due volte la eurva 
K, cod BOB po«)no inoontrare 1’ iperboloide I, fuori di questa eurva. Dunque, la 
eomfdeta iat©isezi(»e ddle due superficie W ed I oonsta delle quattro generatrici 
T e defla eurva K, la qoale da cnntarsi doe volte, penAe 6 doppia sulla sviluppa- 
fefle W. Ne s^ne Ae ia completa intersezioae deille due miperfide e del dodicesimo 
oidiaev eiA: 

La smlmppaUk W, dkp^mmite dremiriMa aSa emm K, e del sesto ordme. 

Ta^iando la nrilnppabde W eon nn piano iyrMtrario, la sezione sara una lipea 
dd sest’nrdine e della quanta daosm, eon qua^o ^^tl dpppL Dunqnn> por le formole 
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di PlUckeb, avra sei cuspidi, nessun flesso, e tre‘ tangenti doppie. Ossia, la ciirva 
cuspidale H della sviluppaUk W e del sest’ordine; questa sviluppabile non ha gene- 
ratrici d’inflessione; ed un piano qualunque contiene tre rette, ciascuna delle quali 
e r intersezione di due piani doppiamente tangenti alia cnrva K*). 

Se la superficie W vien segata da un suo piano tangente, la sezione e una linea 
di quart’ ordine e terza classe, dotata di una tangente doppia. Questa retta e dunque 
r intersezione di tre piani tangenti. Cioe, vi sono infinite rette, per ciascuna delle 
quali passano tre piani tangenti di W, cioe tre piani doppiamente tangenti a K. Cio 
basta per conchiudere (§ 3) che la sviluppabile di quarta classe 'W e di seconda specie, 
cioe che la sviluppabile W e circoscritta ad un unico iperboloide, avente per generatrici 
di un medesimo sistema le rette, per le quali passano tre piani doppiamente tangenti 
alia curva K. 

Da cio consegue che le propriety della sviluppabile W si possono, in virtu del 
principio di dualita, concludere immediatamente da quelle della curva K. 

Per esempio : come la sviluppabile V, osculatrice della curva K, e circoscritta ad 
una superficie di secondo grado, per ogni generatrice della quale passano tre piani 
tangenti di quella, cost la curva H, cuspidale della superficie W, swd situata sopra 
wna superficie di second’ ordine, ogni generatrice della quale (d’entrambi i sistemi) in- 
contrerd la curva in tre punti. 

La sviluppabOe V ha quattro piani tangenti stazionari; dunque la curva H ha 
guattro punti stazionari. 

D piano, che sega la curva K in un suo punto qualunque »» ed in altri tre punti, 
i cui piani osculatori concorrano in m, inviloppa un eono di secondo grado (§ 19); 
dunque : 

Ogni piano doppiamente tangente cdla curva K, epperb osculatore cdla curva H, sega 
quest' ultima in tre punti. 1 piani osadatori ad H, in questi punti, concorrono in un punto 
del prime piano. H luogo di quest' ultimo punto e una cmva di secondo grado. 

Ecc. ecc. 

§ 21 . 

In punto della curva D(§ 13) concorrono due rette tangenti della enrva E, 
epperd andie due piani che ivi toecano la sviluppabiie V. La tangente in quel punto, 
sdla carra D, deve trovarsi in entrambi i piani, epperb e la loro intersezione; dunque: 


*) La svilappaMIe W non pno MMoettere an piano tangente doppio, eiofe an piano ehe 
la too^ iango dae ^eneratiiei dWdnte; infatM, aa tai piano toccherebbe ia earva E in fare 
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fife ID, m' sono dus puftfi della cuTva K, ove guesta sia toccata da due fette situate 
in uno stesso piano, la retta comune iniarsesione del piani osculatori alia delta cuTva 
in m , m' e tangente cdla curva D, nel punto ove s’ incontrano le due tangenti di K. 

Per conoscere I’ordine e la classe della sviluppabile, formata dalle tangent! della 
curva D, ricordiaino cbe (juesta e del sest’ ordine, ba guattro punt! stazionari e nessun 
punto doppio (§ 15) ed e doppiaraente toccata dal piani osculatori della curva K. Dunque, 
un COHO prospettivo alia curva D, preso il vertlce arbitrariamente nello spazio, sara 
del sest’ ordine ed avra quattro generatrici cuspidal! e sei piani tangenti doppi. Onde, 
fatto nelle formole di PlUckee m=d'=6, s=4, ricaviamo m'=d=6, s'=4. Cioe: 

La svUuppcd)Ue osculafrice ddla curva D e ddXa quarta classe e del sesf ordine. 

Questa sviluppabile non puo avere un piano doppiamente tangente. Se ne avesse 
uno, esso sarebbe anebe un piano tangente alia sviluppabile V, cioe osculerebbe D 
in due punti e E in un punto: e quest! tre punti sarebbero situati sopra una stessa 
retta, tangente a K. Quindi, quel piano segberebbe la sviluppabile V lungo una linea 
del quart’ ordine, cbe avrebbe due punti multipli ed un punto ordinario sopra una 
stessa retta tangente nel punto ordinario; il cbe e manifestamente assurdo. 

Cio premesso, se noi tagliamo la sviluppabile osculatrice della curva D con un suo 
piano tangente, la sezione sara una curva di quart’ ordine e terza classe con tre cu- 
spidi; epperb vi sara una tangente doppia. Questa, non potendo conispondere ad un 
piano doppiaraente tangente, sara 1’ intersezione di altri due piani tangenti, oltre quello 
cbe si considera. Vi sono pertanto infinite rette, ciascuna delle quali e 1’ intersezione 
di tre piani osculatori della curva D ; o^ia, la sviluppaMle osculatrice di questa curva e 
di quarta classe e seconda specie, epperb circoscritta ad un solo iperboloide, sul quale sono 
situate le rette per le quali passano tre piani osculatori di D. 

Perdb, anche la D e situaia sopra una superficie di second’ ordine, ciascuna 
genwatrice della qusde (in entrambi i sistemi) ineontra la curva tre volte. 

Appare co^ manifesto cbe la curva D h affatto analoga alia curva H. 

lo QOTi protrarrd oltre queste ricercbe, cai sara agevole alio studioso lettore conti- 
anare quanto gM piaccia. H quale avra certamente notato le inthne e seambievoli rela- 
ZMii ciie esmtono e si riprodaeono fra rairve di quarto e sesto ordine e svHuppabili 
di quarta e sesta da^, i tipi delle quali sono K, D, W, Y. Ciascuna di queste curve 
srqaa una sola saperfide di secondo grade; e cod pure ciascuna di quelle svi- 
luppaluM b droosmtta ad una sola srqierfiele deQo st^so grado. X^e alk% curve e svi- 
luppaMi die si ri^vano da quelle quattro ridneonsi agli ste^ tipi. Infatti: la curva 
cwpidaie di W b analoga a D; la sviluppabile (^adatrice di I> e analoga a W, e per 
eqasegueiiEa ba ana doppia auabiga a E; eee; 

Aszi, quei sKmo dii%in;il»|i a cbe sob E e B; ^acdib W e ¥ eprrispon- 
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dono a quelli, pel principio di dualita ossia di derivazione polare. Abbiamo gia veduto 
qual sia la definizioae della curva K. la quanto a D, siccome questa curva esiste sopra 
una superficie di second’ ordine ed ha quattro punti stazionari, cosi potra definirsi: 
la curva dHnterserzione di una superficie di second^ ordine e di una superficie del terso^ 
aventi fra loro un contatto stazionario in quattro punti *). 


*) Quando due superficie si toccano in un punto, questo ^ doppio per la curva d’ interse- 
zione delle due superficie. Se le due tangenti alia curva nel punto doppio coincidono, eio6, 
se questo diviene un cuspide, il contatto delle due superficie dicesi stozioruiTio (CcLTrib. and 
Dublin Math. Journal^ vol. V, pag. 30-31). 
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INTRODUZIONE 

AD UNA TEORIA GEOMETRICA DELLE CURVE PIANE. ["«] 


4 Pent done qui voudra, dans T^tat actnel de la science, 
g^^n^raliser et cr^er en geom^trie: le g^nie n’est plus 
indispensable pour ajouter nne pierre 1’ Edifice »> 
(Ghasles, Aper^ historique, p. 269). 


H desiderio di trovare, coi metodi della pura geometria, le dimostrazioni degli 
importantissimi teoremi enunciati dall’iUustre Steiner nella sua breve Memoria “ Allge- 
meine Eigenschaften der algehraischen Curven „ (Cbelle, t. 47), mi ha condotto ad 
intraprendere alcune ricerche delle quali offro qui un saggio benche incompleto. Da 
poche proprieta di un sistema di punti in linea retta ho dedotto la teoria delle curve 
polari relative ad una data curva d’ordine qualsivoglia, la qual teoria mi si h affacciata 
cosi spontanea e feconda di conseguenze, che ho dovuto persuadermi, risiedere vera- 
mente in essa il metodo pin naturale per lo studio delle linee plane. II lettore intel- 
ligente giudichera se io mi sia apposto al vero. 

La parte che ora pubblieo delle mie ricerche, e divisa in tre Sezioni. La prima 
delle quali non presenta per se molta novita, ma ho ereduto che, oltre alle dottrine 
fondamentali costituenti in sostanza il metodo di cni mi servo in seguito, fosse oppor- 
tune raccogliervi le piu essenziali proprieta relative all’ intersezione ed alia descrizione 
deUe curve, afidnehe il giovane lettore trovasse qui tutto cio,che h necessario alia intel- 
ligenza del mio lavoro. 

La teoria delle curve polari costituisce la seconds Sezione, nella quale svolgo e 
dimostro con metodo geometrico, semplice ed uniforme, non solo i teoremi di Steiner, 
fb’ A gli aveva enunciati senza prove, ma moltissimi altri ancora, in parte nnovi ed in 
ptrte gia ott^uti dai celrfiri geometri PlCckbe, Catlet, Hesse, Clebsch, Samok, . . . . 
^ sppcorsb delTanalisi algebrica. 
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Da ultimo applico la teoria generale alle curve del terz’ordine. 

Oltre alle opere de’ geometri ora citati, mi hanno assai giovato quelle di Maclattein, 
Caenot, Poncelet, Chasles, Bobillieb, MOBitrs, JoNQDitiEES, Bischopp ece., alio studio 
delle quali e da attribuirsi quanto v’ha di buono nel mio lavoro. lo saro lietissimo 
se questo potra contribuire a diffondere in Italia I’amore per le speculazioni di geo- 
metria razionale. 



Sezioste I. 

PRmCIPn FONDAMENTALI 


Art. I. 

Del rapporto anarmonico. 

1. In una retta siano dati quattro punti a, b, c, d; i punti a, h determinano col 

Q/C 

punto c due segmenti, il cui rapporto e ^ , e col punto d due altri segment!, 11 
rapporto de’ quail e II quozlente del due rapporti, 

G/O 0/d 

cb ' dh 

dices! rapporto anarmonico*) de’ quattro punti a, b,c,de si indica col simbolo (abed)**]. 
Mutando 1’ ordine, nel quale 1 punti dati sono presi in considerazione, si hanno venti- 
quoMro rapporti anannonici, quante sono le permutazioni di quattro cose. Ma siccome : 

ac ad M be d) db da 

d) ' dd) da ' ea ad ' hd be ' ac ’ 

ossia: 

{abed) — (bade) — {edab) = {dd>a) , 

cosi que’ yentiquattro rapporti anannonici sono a quattro a quattro eguali fra loro. 

*) CuASuas, Apesr^ Mstorigtie stir Porigine et le ditodoppe/m&tt des mCtbodes en g6om&rie 
d I’Acaitoie de BmiEdles en janvier 18S0). Bruxelles 18S7, pag, 34. 

A*) Z)er Oedetd, Leijaag 1^7, pag. 244 e seg. — Witzschel, Grund- 

db* pag.,21 e s^. 
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Ossia, fra essi, sei soli sono essenzialmente diversi : tali sono i seguenti : 


1 ) 


Si ha poi: 


ossia; 

ed analogamente : 


iabcA), {acS), {adbc), 
{aide), {acid), {add). 

/ac ad\ lad _ ac\ 

■ 'dj ’ 

{alcd) {aide) = 1 , 

{aedb) {add) — 1 , 

{adbc) {add) = 1 , 


ossia i sei rapporti auarmonici l) sono a due a due reciproci. Chiamati fondamentali 
i tre rapporti 

{abed), {aedb), {adbc), 


gli altri tre sono i valori reciproci de’ precedenti. 

Fra quattro punti a, b, c, d in linea retta ha luogo, com’e noto, la relazione : 

be . ad-\-ca . id-\-ab . cd = 0 , 

dalla quale si ricava: 

ca id .ab cd ^ 

be ad be ' ad 

ossia; 

{abed) -j- {add) — 1 , 

e cosi pure; 

{aedb) + {adeb) = 1 , 

{adbc) + {abdc) = 1 ; 


doe i sei rapporti anarmonid 1), presi a due a due, danno una somma eguale all’MWi^a 
(rapporti anarmonid complementari). 

Dalle precedenti relazioni segue che, dato uno de’ sei rapporti anarmonici 1), 
gli altri cinque sono determinati. Infatti, posto {abed) = X , 11 rapporto redproeo e 

{edde) == 1 rapporti complementari di questi due sono {add) = 1 — X , {aMc) = 


Ed i 


rapporti reciprod degli ultimi due sono {aedb) = r , {adeb) ■■ 

1 A 


X — 1 
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2. Congiungansi i dati punti a, b, c, d ad un arbitrario punto o situate fuori della 
retta ah (fig. 1.^), cioe formisi un fascio o{a, b, c, d) di quattro rette clie passino rispet- 
tivamente per a, b,c,de tutte concorrano nel centre o. I triangoli aoc, cob danno : 


ac ^ ao sen aoc 

cb ‘ bo sen cob ' 



a ^ ^ ^ 


Similmente dai triangoli aod, dob si ricava: 


epperb : 


ad ao sen aod 

db * bo sen dob ’ 

ac ad sen aoc ^ sen aod 

cb ' db sen cob ' sen dob ’ 


ovvero, indicando con A, B, G, D le quattro direzioni o[a, b, c, d) e con AC, CB, ... 
gli angoli da esse compresi: 

ac ^ sen AC sen AD 

cb ' db sen CB ' sen DB ’ 

eguaglianza che scriveremo simbolicamente cosi: 

{abed) = sen (ABCD). 

AU’espressione del secondo membro di quest’ equazione si da il nome ddrapj^orto 
anarmonico delle quattro rette A, B, C, D. Dunque: il rapporto anarmmico di quattro 
rette A, B, C, D concorrenti in un centre o e equate at rapporto anarnionico dd quattro 
punti a, b, c, d in cui esse sono incordrate da una trasversale. Per conseguenza, se le 
quattro rette A, B, G, D sono segate da un’altra trasversale in a\ b\ c\ d\ il rapporto 
anarmonico di questi nuovi punti sara eguale a quello de’ primi a, 6, c, d. E cosi pure se 
i punti a, 5, c, d vengono uniti ad un altro eentro d mediante quattro rette A,' B', G', D', 
il rapporto anarmonico di queste sara eguale a quello delle quattro A, B, C, D. 

3. Dati quattro punti a, 6, c, d in linea retta e tre altri punti a\ b\ c' in un’altra 


Cremona^ tomo I. 


21 
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retta, esiste in questa un solo e determinato punto d', tale die sia; 

{a'h'dcX) = {ahed). 

Cio riesce evidente, osservando che il segmento alV dev’esser diviso dal punto 
d' in modo die si abbia: 

a'd' lad ^ ac\ a' 6 

' 7 ^' 

Donde segue die, se i punti ao' coinddono (fig. 2.®), le rette hV, cc', dd' concorre- 
ranno in uno stesso punto o. 



Analogamente : dati due fasci di quattro rette ABCD, A'B'C'D', i centri de’ quali 
siano o, o\ ed i rapporti anarmonici 

sen (ABCD), sen (A'B'C'D') 

siano eguali, se i raggi A A' coincidono in una retta unica (passante per o e per o'), 
i tre punti BB', CC', DD', sono in linea retta. 

Dati quattro punti a, b, c, d in una retta ed altri quattro punti a', V, o', d' in una 
seconda retta (fig. 3.®), se i rapporti anarmonici [abed), {a'b'c'd’) sono eguali, anche i 



due fasci di quattro rette a{a'Ve’dt), a'(a6od) avranno eguali rapporti anarmonici (2). 
Ma in questi due fasci i raggi corrispondenti aa', a'a coincidono ; dunque i tre punti 
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{aV , a'h), {ac', a'c), {ad', a'd) sono in linea retta. Questa proprieta offre una semplice 
regola per costruire il punto d', quando siano dati ahcd, a'b'c'. 

Ed in mode somigliante si risolve Tanalogo problema rispetto a due fasci di quattro 
rette. 

4. Quattro punti a, h, c, d in linea retta diconsi armonici quando sia: 

{abcct} = — 1 5 

eppero anche: 

{bade) = {edah) = {deba) = {dbdc) = (pacd) = {cdba) = {dcab) = — 1 . 

I punti a,b e cosi pure c, d diconsi coniiigati fra loro *). 

Se il punto d si allontana a distanza infinita, il rapporto ^ ha per limite — 1 ; 

ac 

quindi dalFequazione {abcd)= — 1 si ha -^ = 1, ossia c e il punto di mezzo del 
segmento a&. 

La relazione armonica {ahcd)= — 1, ossia 


ac 

cb 



mostra che uno de’ punti c, d, per esempio c, e situato fra a e S, mentre 1’ altro punto 
d e fuori del segmento finite cib. Laonde, se a coincide con b, anche c coincide con 
essi. E dalla stessa relazione segue che, se a coincide con c, anche d coincide con a. 

La relazione armonica individua uno de’ quattro punti, quando sian dati gli altri 
tre. Ma se questi sono coincidenti, il quarto riesce indeterminato. 

Analogamente: quattro rette A, B, G, D, concorrenti in un punto, diconsi armoniche 
quando si ahhia: 

sen (ABCD) = — 1 . 

cioe quando esse siano incontrate da una trasversale qualunque in quattro punti armonici. 
5. Sia date (fig. 4.^) un quadrilatero completo, ossia il sistema di quattro rette segan- 



*) n punto b dices! cowmgato armonica di a rispetto ai due c, d, ecc. 
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tisi a due a due in sei punti a, b, c, d, V, c'. Le tre diagonali ad, bV, cc' formano un 
triangolo Sia x il pxmto coniugato armonico di p rispetto a c, c' e sia y il coniugato 
armonico di 7 rispetto a b, V. La retta coniugata armonica di ad rispetto alle acV, ac'b 
ed anehe la retta coniugata armonica di da rispetto alle dbc, db'd dovranno passare 
per X e per y, Dunque quest! punti coincidono insieme con a, punto comune alle bV, cc'. 
Donde segue che ciascuna diagonale e divisa armonicamente dalle altre due. 

Di qui una semplice regola per costruire uno de’ quattro punti armonici a, 7, b, V, 
quando siano dati gli altri tre. 

Una somigliante proprieta appartiene al quadrangolo complete (sistema di quattro 
punti situati a due a due in sei rette) e da luogo alia costruzione di un fascio armo- 
nico di quattro rette. 

6. Quattro punti mi, m^, nh, m^, in linea retta, riferiti ad un punto 0 della retta 
medesima, siano rappresentati dall’equazione di quarto grado: 

2 ) A. - 1 - 4 B. ow® -j- 6C. om* 4 D. om -|- E = 0 , 

eioe siano omi, onh, om^, om^ le radici dell’ equazione medesima. 

Se il rapporto anarmonico (mimimzm^) e eguale a — 1, si avra: 

W1JM3 . -1- miinz . == 0 , 

owero, sostituendo ai segment! iWiWs,... le differenze om^ — omi,... ed avendo riguardo 
alle note relazioni fra i coefficient! e le radici di un’equazione: 

A (ot»i . orrh + onh • om^ — 20 = 0. 

Analogamente : le equazioni (f»i»W3TO4»tj) = — 1, = — 1 danno: 

A {o 7 ni . ontz + 0W4 . om^ — 20 = 0, 

A (of»i , ojn^ omz . omd) — 20 = 0. 

Moltiplicando fra loro queste tre equazioni si otterra la condizione necessaria e 
suffieiente, affinchfe uno de’ tre sistemi {mimitnzm^, {mimzm^m^, sia armo- 

nico. D risultato e simmetrico rispetto ai segment! omi, onk, oifh, om^, eppero si potra 
esprimere coi soli coefficient! dell’ equazione 2). Si ottiene cosi: 

ACE -f 2 BCD — AD® — EB® — 0 ® = 0 

come condizione perche i punti rappresentati dalla data equazione 2), presi in alcuno 
degli ordini possibili, formino un sistema armonico *). 


*) Salmon, Lessons inirodtudory to the modem higher dlgdbra, Dublin 1859, p. 100. 
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Art. II. 

Projettivitii delle punteggiate e delle stelle. 


7. Chiameremo punteggiata la serie de’ punti situati in nna stessa retta, e fascio 
di refte o Stella la serie delle rette (situate in un piano) passanti per uno stesso 
punto (centre della Stella)*). Le punteggiate e le stelle si designeranno col nome 
comune di forme geometriche. Per elementi di una forma geometrica intendansi i punti 
0 le rette costituenti la punteggiata o la stella che si considera. 

Due forme geometriehe si diranno proietiive quando fra i loro elementi esista tale 
relasione, che a ciasoun demento della prima corrisponda un solo e determinato elemento 
della seconda ed a ciascun elemento di questa corrisponda un solo e determinato demento 
della prima**). [**] 

Per esempio; se una stella vien segata da una trasversale arbitraria, i punti d’inter- 
sezione formano una punteggiata projettiva alia stella. 

Dalla precedente definizione segue evidentemente che due forme projettive ad una 
terza sono projettive fra loro. 

8. Consideriamo due rette punteggiate. Se i e un punto fisso della prima retta, un 
punto qualunque m della medesima sara individuato dal segmento im; ed analogamente, 
un punto qualunque m' della seconda retta sara individuato dal segmento /to', ove 
/ sia un punto fisso deUa stessa retta. Se le due punteggiate sono projettive e se 
TO, to' sono punti eorrispondenfi, fra i segmenti im, j'm' avra luogo una relazione, la 
quale, in virtu della definizione della projettivita, non pud essere che della forma 
seguente: 

1) V.. im. j'm' 4" ^ • im-\-^.fm'-{-v = Q, 

ove 7t, X, p., V sono coefficienti costanti. Quest’equazione puo essere semplificata, deter- 
minando convenientemente le origini i, /. Sia i quel punto della prima punteggiata, 
il cui eorrispondente e all’ infinite nella seconda retta: ad im=Q dovra corrispondere 
j'm'— CO, quindi {j,=0. Cos! se supponiamo che j' sia quel punto della seconda pun- 
teggiata, a cui corrisponde il punto all’ infinite della prima, sara X=0. Percio I’equa- 


*) Bellavitis, Geomeiria descrittiva, Padova 1851, p. 75. 

**) Chaslbs, Principe de correspondanee entre deux dbjets variables etc. (Comptes randus 
de I’Aead. de Prance, 24 decembre 1855). — Battaglini, Sulla dipendenza scamMewle deUe 
figure (Memorie della R. Aeeademia delle seienze, vol. 2, Napoli 1857, p. XXI e p. 188). 
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zione 1) assume la forma: 

2) im.j'm'—h, 


ove h una costante. 

Siano a, b, c, d quattro punti della prima retta ; a', h', o', d' i loro corrispondenti 
nella seconda. DaUa 2) abbiamo: 


quindi : 


■r / ^ -r r b: 

ja —— , jc = — 
la zc 


f / 

ac 


k.ac 
ia. ic ' 


Analoghe espressioni si ottengono per cV, a' d'b', e per conseguenza: 

a'e' _ a'^ ac ad 

' W~'cb ' S’ 

cioe: 

[a'b'cd') — (abed). 

Abbiansi ora una stella ed una punteggiata, projettive. Segando la Stella con una 
trasversale arbitraria si ha una nuova punteggiata, che e projettiva alia stella, e quindi 
projettiva anche alia punteggiata data (7). Siano a, b, c, d quattro punti della punteg- 
giata data, A , B , C , D i corrispondenti raggi della stella ed a, V, c', d' i punti in cui 
questi raggi sono incontrati dalla trasversale. Avremo: 

(a'b'c'ct) = {abed). 

Ma si ha anche (2): 

{a'b’e'drj=sen (ABCD), 

dunque: 

{(Sed) = sen (ABCD). 

Da ultimo, siano date due stelle proiettive : segandole con due trasversali (o anche 
con una sola) si avranno due punteggiate, rispettivamente projettive alle stelle, eppero 
projettive fra loro. Siano A, B, C, D quattro raggi deUa prima stella; A', B', C', D' i 
quattro corrispondenti raggi della seconda ; a, b, c, d ed a', V, c', d' i quattro punti in 
cui questi raggi sono incontrati dalle rispettive trasversali. A cagione delle due pun- 
teggiate abbiamo: 

(a'b'c'if) = (cd>Gd). 

Ma si ha inoltre (2): 

(aVe’d!) == sen (A'B'C'D') , {abed) = sen (ABCD) , 
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dunque : 

sen (A'B'C'D') = sen (ABCD) . 

Concludiamo che : date due forme projettive, il rapporto anarmonico di quattro ele- 
menti quali si vogliano dell’una e uguale al rapporto anarmonico de’ quattro corrispon- 
denti elementi dell’ ultra. 

Da do consegue che, nello stahilire la projettivita fra due forme geometriche, si 
ponno assumere ad arbitrio tre coppie d’ elementi corrispondenti, per es. aa‘, lb', cc. 
Allora, per ogni altro elemento m dell’una forma, il corrispondente elemento m' del- 
I’altra sara individuato dalla condizione dell’ egiiaglianza de’ rapporti anarmonici 
{a'b'c'm'), (ahem). 

9. Supponiamo che due rette punteggiate projettive vengano sovrapposte I’una 
all’altra; ossia imaginiamo due punteggiate projettive sopra una medesima retta, quali 
a cagion d’ esempio si ottengono segando con una sola trasversale due stelle projet- 
tive. La projettivita delle due punteggiate e rappresentata dall’equazione 2): 

im . jm' = k . 

Per mezzo di essa cerchiamo se vi sia alcun punto m che coincida col suo corrispon- 
dente m' . 

Se le due punteggiate s’iraaginano generate dal movimento simultaneo de’ punti 
corrispondenti m, m' , h evidente che questi due punti si moveranno nello stesso senso 
0 in sensi opposti, secondo che la costante /c sia negativa o positiva. 

Sia lcf>0 . In questo caso e manifesto che si puo prendere sul prolungamento del 
segmento j'i . . . un punto e tale che si abbia = E se si prendera sul pro- 
lungamento di if. . . un punto f, che sia distante da / quanto e da i, sard if .jf—h 
Cioe i punti e , f, considerati come apparteneuti ad una delle due punteggiate, coin- 
cidono coi rispettivi corrispondenti. 

Ora sia — ¥. I punti m, m! non potranno, in questo caso, eoincidere che entro 

il segmento if . Si tratta adunque di dividere questo segmento in due parti im , mf , 
il rettangolo delle quali sia A®. Quindi, se 2h<iif, vi saranno due punti e,f sodi- 
sfacenti alia questione : essi sono i piedi delle ordinate perpendicolari ad if ed eguali 
ad Ji , del semicircolo che ha per diametro if. Se 2A = if, non vi sara che il punto 
medio di if che coincida col proprio corrispondente. Da ultimo, se 2hf>if, la qui- 
stione non ammette soluzione reale. 

Concludiamo che due punteggiate projettive sovrapposte hanno due punti comuni *) 
[reali, imaginari o coincidenti), equidistanii dal punto medio del segmento if. 


*) j 0 punti uniti, j 
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Che i j^mti comuni dovessero essere al piu due si poteva prevedere anche da cio 
che, se due punteggiate projettive hanno tre punti coincidenti coi rispettivi corrispon- 
denti, esse sono identiche. Infatti, se [abcm) = {cibcni'), il puuto m' coincide con m . 

Se e, f sono i Tpunti comuni di due punteggiate projettive sovrapposte, nelle quali 
aa' , W siano due coppie di punti corrispondenti, si avra I’eguaglianza de’ rapporti 
anarmonici : 

(abef) = {a’Vef ) , 

che si puo scrivere cosi: 

{aa'ef) = (bi'ef) , 

donde si ricava che il rapporto anarmonico [aalef) e costante, qualunqm sia la coppia aa!. 

10. Siano date due stelle projettive, aventi lo stesso centre. Segandole con una 
trasversale, otterremo in questa due punteggiate projettive: due punti corrispondenti 
m , m' sono le intersezioni della trasversale eon due raggi corrispondenti M , M' delle 
due stelle. Siano e, f i punti comuni delle due punteggiate. Siccome i punti e, f della 
prima punteggiata coincidono coi loro corrispondenti e', f della seconda, cosi anche 
i raggi E, F della prima Stella coineideranno rispettivamente coi raggi E', F' che ad 
essi corrispondono nella seconda stella. Dunque, due stelle projettive concentriche hanno 
due raggi comuni (reali, imaginari o coincidenti), cioe due raggi, ciascun de’ quali e 
il corrispondente di se stesso. 


Art. m. 

Teoria de’ centri armonici. 


11. Sopra una retta siano dati n punti Oia 2 ...a„ ed un polo o. Sia poi m un 
punto della retta medesima, tale che la somma dei prodotti degli n rapporti , presi 

, il punto m sara 

determinato per mezzo della equazione: 


1 ) 



che per I’identita ma=o<i — om, puo anche scriversi: 


2) 
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ossia sviluppando : 
3) 


oni 


'n — 1 
r — I Worn 




2 

om 


V 


iil 




72 


ove il simbolo 


esprime il numero delle combinazioni di n cose prese ad r ad r. 


L’equazione 3), del grade r rispetto ad om, da r posizioni pel punto m: tali r 
punti mim 2 . . . si chiameranno *) centri armonici, del grado r, del date sistema 
di punti rispetto al polo o. 

Quando r=l , si ha un solo punto m, che e stato considerato da Poncelet sotto 
il nome di centra delle medie armoniehe **). 

Se inoltre e 7i = 2, il punto m diviene il coniugato armonico di o rispetto ai due 
a, a, (4) ***). 

12. Se r equazione 1) si moltiplica per ocii . oa ^ ... e si divide per mai . ma ^ ... man^ 
essa si muta evidentemente in quest’ altra: 


4) 



donde si raccoglie: 

Se m e un centra armonico, del grado r, del data sistema di jpimti rispetto al xjolo o, vi- 
ceversa o e un centra armonico, del grado n — r, del medesimo sistema rispetto al polo m, 
13. Essendo . . m,. gli r punti che sodisfanno all’ equazione 3), sia p. il loro 

centro armonico di primo grado rispetto al polo o; avremo F equazione: 




= 0 


analoga alia 2), ossia sviluppando: 


Ma, in virtu della 3), e: 



*) JoNQXJi^JKES, Memoire sur la theorie des pdles et polaires etc, (Journal de M. Liouvillb, 
aout 1857, p. 266). 

**) Memoire sur les centres des mogennes harmoniques (Giornale di Crelle, t. 3, Berlino 
1828, p. 229). 

***) jSe ossia se il dato sistema riducesi ad un punto unico, eon questo coincide il 

centro armonico di 1.® grado di qualsivoglia polo. } 
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dunque ; 


ossia: 



Cio significa che \>- e il centro arinonico, di prime grade, del date sistema di punti 
aia-z . . . a„ rispetto al pole o . 

Indieando ora con u- uno de’ due centri armonici, di secondo grade, del sistema 
rispetto al polo o, avremo I’equazione analoga alia 2 ): 


ossia, s\iluppando: 



r(r — 1) / 1 
2 \ 0 [)./ 



Ma, in virtu della 3 ), si ha; 


'y/ 1 




\om}i n “^\oaj^ ’ ^\omj^ n{n — l) ^\oa)2 
onde sostituendo ne verra; 


n{n—l)(lY 


— — (tt — 1) 


- :s(-) + 2(- 

o[j. ^ \oaii \oa 


= 0 , 


vale a dire: 




dunque «. e un centro armonico, di secondo grado, del sistema aia2...a„ rispetto al 
polo 0. 

Lo stesso risultato si ottiene continuando a rappresentare eon |j. un centro armo- 
nico, del terzo, quarto, . . . (r — grado, del sistema rispetto al polo o. 

Dunque : 

Se som i centri armonici, di grado r, del data sistema ri- 

spdto al polo 0, i emtri armonici, di grado s(s<Cr}, del sistema mimz...mr rispetto 
al polo 0 sono anche i centri armonici, del grado s, del sistema dato rispetto alio stesso 
polo 0. 
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14. Se ni e un centre armonico, del grade n — 1, del date sistema aiaj. . .a,, ri- 
spette al pele o, si avra I’equaziene 4) nella quale sia posto r=n — 1. Vi s’intre- 
duca un arbitrarie punte i (della retta data) mediante le note identita oa — oi-i-ia, 
nia = ia — im, onde si avra: 

^\m — m/j 

ossia, sviluppando : 

5) I « . oi 2 (^®)i I — | {n — 1) oi 2 2 ^ (^®) 2 1 

+ I (w — 2) oi 2 + 32 (*®)3 1 • • • + (—1)"“’ | oi 2 +» 2 | == 0 . 

Siano mim 2 ...mn~i i centri armonici, di grade n — 1, del date sistema rispetto 
al polo 0 , cioe i punti cbe sodisfanno alia 5); si avra: 

, (n—r) oi 2(w). + (r + 1) 2(ia),-+i 

n . 01 -j- 2u (*a)i 

Ora sia [i imo de’ centri armonici, del grade n — 2, del sistema rispetto 

ad un punte o' (della retta data); avremo analogamente alia 5): 

+’‘’”*1 — l)o'i-|- I — (w — 2)o'i2(*^)i + 2 2(*^)2 1 • • • 

+ (—l)’'~‘jo'i'^(im\,_2-i-(n — l)'^(im)n-i |=0. 

In questa equazione posto per 2(*^)>- valore antecedentemente scritto, si ottiene: 
oi . o' i I w (« — 1) — (n — l}(n — 2) 2(^®)i ^ | 

+ (oi + o'i) j(w — l)iiI’'-'2Hi — — 3)Ip"-" 2N3- | 

+ j 1 . 2 iil“- ' 2 (*4 — 2 . 3 2(*«)3 + 3.4 2 • • • { = 0 ; 

il qual risultato, essendo simmetrico rispetto ad o, o', sigmifica che; 

Se jWiWa . . . w„_i sono i centri armonici, di grade n — 1, del sistema Oia 2 ...a„ 
rispetto al polo o, e se jw'iWg . . . w'„_i sono i centri armonici, di grado n — 1, dello 
stesso sistema aia ^ . . . rispetto ad un altro polo o'; i centri armonici, del grado 
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n — 2, del sistema JWiwi* . . . w„_i rispetto al polo d coincidono coi centri armonici, 
del grado n — 2, del sistema rispetto al polo o. 

Questo teorema, ripetuto successivamente, pud essere esteso ai centri armonici di 
grado qualunque, e allora s’enuncia cosi: 

8e miitiz , . . m,- sono i centri armonici, di grado r , del sistema data aiOj , . . o„ ri- 
spetto al polo o, e se m\m!o . . . m'r< sono i centri armonici, di grado r' , dello stesso 
sistema date rispetto ad un altro polo d , i centri armonici, di grado r-\-r’ — n, del 
sistema minii.^m,. rispetto cil polo d coincidono coi centri armonici, di grado r-\-r' — n, 
del sistema m'lm'z. ..m',., rispetto at polo o. 

15. Se e [j. sono rispettivamente i centri armonici, di primo grado, dei sistemi 
ai« 2 -.*On ed a^...an, rispetto al polo o, si avra: 


n 

om 

= 1 + -! .. 
oa, oOi 

.+J- 

oa„ 

n — 1 


.. + J- 

oa„ 




Si supponga p. coincidente con Oii in tal caso le due equazioni precedenti, parago- 
nate fra loro, danno oni=^o\i. Dunque: 

Se Ui e il centra armonico, di primo grado, del sistema di punti a^a ^ . . . rispetto 
al polo 0 , il punto ai e andhe il centre armonico, di primo grado, del sistema aiO ^ . . cf„ 
rispetto alio stesso polo. 

16. Fin qui abbiamo tacitamente supposto che i dati punti aia ^ . . . a„ fossero di- 
stinti, ciascuno dai restanti. Suppongasi ora che r punti coincidano 

in un solo, che denoteremo eon at , . Allora, se nella equazione 5) si assume at, in luogo 
dell’origine arbitraria i, risulta evidentemente : 


2 (^)» 0 ) ■"* 

onde r equazione 5) riesce divisibile per at,m''~^ , cioe r — 1 centri armonici del grado 
« — 1 cadono in a^, e cio qualunque sia il polo o. Ne segue inoltre, avuto riguardo 
al teorema (13), che in Oo cadono r — 2 centri armonici di grado n — 2; r — 3 centri 
armonici di grado n — 3,... ed un centre armonico di grado n — r-f-1. 

17. L’equazione 3) moltiplicata per ^ e per (— l)’'oai.oaj,,.oa„ diviene: 


6) («--r+l) («— r+1) 




.r-f-2 • 


• ■ SH.=o. 
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Suppongo ora che il polo o coincida, iasieme coa ia un uaico 

puato. Allora si ha: 

2(oa)„==0 , ... 2 (oa)„_s+i = 0 ; 

quiadi 1’ equazioae che precede riesce divisibile per ojw.® , ossia il polo o tiea luogo di s 
ceatri armoaici di grado qualuaque. Gli altri r — s eeatri ariaoaici, di grado r, soao 
dati dair equazioae : 

+ l—r+^H^-r+l) - 2 _ 0 , 

ove le somme 2 (o«) conteagoao solameate i puati aiUg . . . a„_s . Dunque, gli altri r~s 

punti m, che iasieme ad o preso s volte costituiscoao i ceatri armoaici, di grado r, 
del sistema aia 2 ...a„ rispetto al polo o, soao i ceatri armoaici, di grado r — s, del 
sistema aiCh • . . ««-s rispetto alio stesso polo o *). 

Si aoti poi che, per s = r + 1 > 1’ ultima equazioae e sodisfatta identicamente, qua- 
luaque sia m. Cioe, se r+l puati a ed il polo o eoincidoao iasieme, i ceatri armo- 
aici del grado r riescoao iadetermiaati, onde potra assumersi come tale ua puato qua- 
luaque della retta UiOi . . . **). 

18. Ahbiasi, come sopra (11), ia uaa retta R (fig. 5.*') ua sistema di n puati aic ^ ... a„ 



ed ua polo o; sia inoltre m un centre armonico di grado r, onde fra i segmenti ma, 


*) {Viceversa, se $ centri armonici (di grado qualunqne) coincidono nel polo o, in questo 
eoincideranno s punti del sistema fondamentale. j 

**) jYiceversa, se i centri armonici di grado r rispetto ad un polo o sono indeterminati, 
i centri armonici di grado r + 1 sono tutti riuniti in o , e questo pun to in tal caso assorbe 
aneke r + 1 punti del sistema fondamentale. } 
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oa sussistera la relazione 1). Assunto un punto arbitrario c fuori di R e da esso ti- 
rate le rette ai punti o, a, m, segbinsi queste con una trasversale qualunque R' nei 
punti Allora si avra: 

ma _ mV sen cm a 

ca * ca! sen ema ’ 

ed analogamente: 

oa _ o' a' sen co'a' 

ca ' ca! sencoa ’ 

donde si ricava: 

ma ^ tnJa' sencmV ^ senma 

oa ' o'a' senco'a' ‘ sencoa 

II secondo membro di questa equazione non varia, mutando i punti a, a', quindi 
aYremo: 

_ mai _ ^ man m'a'i _ m'a'^ _ _ m'a'n 

oui ' oa^ ' ’ oVi ’ o'a's ’ ‘ o’a'n 

Siccome poi la relazione 1) e omogenea rispetto alle quantita — , cosi se ne de- 
durra: 



cioe: 

Se m e un centre armonico, di grado r, di un dato sistema di punti a-jii . ..an 
situati in linea retta, rispetto al polo o posto nella stessa retta, e se tutti quest! punti 
si projettano, mediante raggi coneorrenti in un- punto arbitrario, sopra una trasver- 
sale qualunque, il punto m' (projezione di m) sara un centre armonico, di grado r, 
del sistema di punti ...a'n (projezioni di (ZiUg . . . a„) rispetto al polo o' (pro- 
jezione di o). 

Questo teorema ci abilita a trasportare ad un sistema di rette coneorrenti in un 
punto le definizioni ed i teoremi superiormente stabiliti per un sistema di punti alli- 
neati sopra una retta. 

19. Sia dato un sistema di n rette AiAg ...An ed un’altra retta 0, tutte situate 
in uno stesso piano e passanti per un punto fisso c. Condotta una trasversale arbi- 
traria R cbe, senza passare per e, segM le rette date in aiOa. . ed o, si imagi- 
nino gli r centri armoniei jwiWJs ...Wr, di grado r, del sistema di punti OiCh ...a„ 
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rispetto al polo o. Le rette MiMj . . . M:. condotte da c ai punti . . . m, si cliia- 
meranno assi armonici, di grado r, del dato sistema di rette AiAj...A,i rispetto 
alia retta 0 . 

Considerando esclusimmente rette passanti per c, avranno luogo i seguenti teoremi, 
analoghi a quelli gia dimostrati per Tin sistema di puati in linea retta. 

Se M e un asse annonico, di grado r , del dato sistema di rette A1A2 . . . A« rispetto 
alia retta 0 , viceversa 0 ^ un asse armonico di grado n — r, del medesimo sistema, 
rispetto alia retta M. 

Se M1M2...M,, sono gli assi armonici, di grado r, del dato sistema AiA2...A,„ 
rispetto alia retta 0 , gli assi armonici, di grado s(s<Cr), del sistema M1M2...M,., 
rispetto ad 0 , sono anclie gli assi armonici, del grado s , del sistema dato, rispetto 
alia stessa retta 0 . 

Se M1M2 . . . M,. sono gli assi armonici, di grado r , del sistema dato AiA2 . . . A„ 
rispetto alia retta 0 e se M'iM'2 . . . M',. sono gli assi armonici, di grado r , dello stesso 
sistema dato, rispetto ad un’altra retta O'; gli assi armonici, di grado r+r' — w, del 
sistema rispetto alia retta O', coincidono cogli assi armonici, di grado 

r-\-r' — n, del sistema M'lM'a . . . M',.- , rispetto alia retta 0 . 

Qualunque sia la retta 0 , se r fra le rette date A1A2 . . . A„ coincidono in una 
sola, questa tien luogo di r — 1 assi armonici di grado n — 1 , di r — 2 assi armonici 
di grado w— 2 ,... di un asse armonico di grado n — r+ 1 . 

Se s rette A«,A„_i . . . A„_5+i coincidono fra loro e colla retta 0 , questa tien luogo 
di s assi armonici di qualunque grado, e gli altri r — s assi armonici, di grado r, sono 
gli assi armonici, di grado r — s, del sistema AiA2...A„-s rispetto ad 0 . 

20 . Se al n.° 18 la trasversale E' vien condotta pel punto 0, ossia se la retta R 
si fa girare intorno ad 0, il teorema ivi dimostrato puo essere enunciate cos!.- 

Siano date n rette A1A2 • . . A„ concorrenti in un punto c . Se per un polo fisso 0 
si conduce una trasversale arbitraria R cbe seghi quelle n rette ne’ punti , 

i centri armonici di grado r, del sistema aiflg •••««, rispetto al polo 0, generano, 
ruotando R intorno ad 0, r rette MiMa-.-M,. concorrenti in c. 

E dagli ultimi due teoremi ( 19 ) segue; 

Se s rette A„A„_i . . . A„_5+i fra le date coincidono in una sola Ao, questa tien 
luogo di s — (« — r) delle rette M1M2 . . . M,.. Se inoltre Ao passa pel polo 0, essa tien 
luogo di s delle rette M1M2 . . . M,.. Le rimanenti r — s, fra queste rette, sono il luogo 
de’ centri armonici di grado r—s (rispetto al polo 0) de’ punti, in cui R sega le 
rette AiA2 . . . A„_s . 
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Art. IY. 

Teoria dell’ involuzione. 


21. Data una retta, sia o un punto fisso in essa, a un punto variabile; inoltre siano 
ki , k-i . . .hi ,}i!i . . . quantita costanti ed to una quantita variabile. Ora abbiasi un’ equa- 
zione della forma: 

1 ) k„ oa" kf^_l oct^ ^ kfi -j— to | hn oct” — h^—i o®” ^ • -J- h^ | — 0 - 

Ogni valore di to da w valori di oa, doe da un gruppo di n punti a. Invece, se 
e dato uno di quest! punti, sostituendo nella 1) il date yalore di oa , se ne dedurr^ 
il corrispondente valore di to, e quindi, per mezzo dell’ equazione medesima, si otter- 
ranno gli altri n — 1 valori di oa. Dunque, per ogni valore di to, I’equazione 1) rap- 
presenta un gruppo di n punti cosi legati fra loro, che uno qualunque di essi determina 
tutti gli altri. 11 sistema degli infiniti gruppi di n punti, corrispondenti agli infiniti 
valori di to, dices! involuzione del grado n*). 

Una punteggiata puo considerarsi come un’ involuzione di primo grado (7). 

Un’ involuzione e determinata da due gruppi. Infatti, se le equazioni: 

kn oa”’ hn-i oa”’~^ • • • = 0 , h^ oa”' + ^n-i oa”~^ • • • = 0 

rappresentano i due gruppi dati, ogni altro gruppo dell’ involuzione sar^ rappresentato 
dalla : 

k^oa” -j- • •• + to(ii„oa” lin~iOa”~^ • ••) = 0, 


ove to sia una quantita arbitraria. 

22. Ogni qualvolta due punti a d’ uno stesso gruppo coincidano in un solo, diremo 
che questo 6 un punto doppio dell’ involuzione. Quanti punti doppi ha 1’ involuzione 
rappresentata dall’ equazione l)? La condizione che quest’ equazione abbia due radiei 
eguali si esprime eguagliando a zero il discriminante della medesima. Questo discrimi- 
nante e una funzione, del grado 2(» — l), de’ coefficienti dell’equazione; dunque, egua- 


♦) JoKQUiisEB®, Generalisation de la iheorie de V involution (Aitnali di Matematiea, tomo 2.®, 
Eoma 1^9, pag. 86). 
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gliandolo a zero, si avra un’ equazione del grade 2(^^ — 1) in oj. Cio significa esservi 
2(w — 1) gruppi, ciascuno de’ quali contiene due punti coincidenti, ossia: 

Un' involuzione del grado n ha — l) punti doppi^). 

23 . Siano aicto •** gli punti costituenti un dato gruppo. II centro armonico m, 
di primo grado, di questi punti, rispetto ad un polo o preso ad arbitrio sulla retta 
data, e determinate dal! equazione : 

om ^ \oaj^ ' 


donde, avuto riguardo alia 1), si trae: 


om = — n 


^0 " 4 “ 

""j — (^hi 


Quindi, il segmento compreso fra due punti m,m\ centri armonici di due gruppi 
diversi, si potra esprimere cosi: 


mm' = om' — om 


n (hoki — hjco) (a> — co') 
(Jci — |— (k^ — |— CO 


Siano ora mi , , m4 i centri armonici (di primo grado e relativi al polo o) di 

quattro gruppi, corrispondenti a quattro valori c^h , cog , (03 , CO4 di co; avremo: 


(mi 


(Oi <03 

(O2 


(Oi CO4 

(O3 0>4 ’ 


questo risultato non si altera, se invece di 0 si assuma un altro punto ; cioe il rap- 
porto anarmonico del quattro centri e indipendente dal polo o, Ne segue che la serie 
de’ centri armonici (di primo grado) di tutt’ i gruppi, rispetto ad un polo 0, e la serie 
de’ centri armonici (dello stesso grado) de’ gruppi medesimi, rispetto ad un altro polo o', 
sono due punteggiate projettive. 

Per rapporto anarmonico di quattro gruppi di unHnvoluzione^ intenderemo il rap- 
porto anarmonico de’ loro centri armonici di primo grado, relativi ad un polo arbi- 
trario. 


*) [Altra dimostrazione, ricorrendo ai n.^ 23, 24] j I centri armonici di grado n — 1 dei gruppi 
delP involnzione, rispetto a due poli 0 , 0 ', formano due nuove involuzioni di grado n 1, 
projettire alia data, epper6 projettive fra loro. Queste due nuove involuzioni hanno 2(w — 1) 
punti comuni, che sono i punti doppi della data ( . 


Cremona, tomo I. 


22 
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Sia m uno de’ centri armoiiici, di grade r (rispetto ad un polo o), di un date gruppo 
deirinvoluzione l). L’equazione 6) del n. 17, avuto riguardo alia 1) del n. 21, ci dara: 


2) 


om^ {kf -j- 4" 1) ^ • • ■ 


n{n — 1) ... (n — r -j- 1) 
1 . 2 ... r 


(ka -f' — 0 ! 


dunque: i centri armonici, di grade r, de’ gruppi dell’involuzione 1) formano una nuova 
involuzione del grado r. Ogni valore di w da un gruppo dell’ involuzione 1) ed un 
gruppo deirinvoluzione 2), cioe i gruppi delle due involuzioni si corrispondono tra loro 
ad uno ad uno. E siccome ii rapporto anannonico di quattro gruppi dipende esclu- 
sivamente dai quattro corrispondenti valori di to, cosi il rapporto anannonico di quattro 
gruppi deirinvoluzione 2) e eguale al rapporto anarmonico de’ quattro corrispondenti 
gruppi deirinvoluzione l). La qual cosa risulta anche da cio, clie due gruppi corri- 
spondenti delle due involuzioni hanno, rispetto al polo o, lo stesso centre armonico 
di prime grado (13)*). 

24. Due involuzioni date sopra una stessa retta o sopra due rette diverse si di- 
ranno projettive, quando i centri armonici, di primo grado, de’ gruppi dell’una, rispetto 
ad un polo qualunque, ed i centri armonici, di primo grado, de’ gruppi dell’altra, 
rispetto ad un altro polo qualunque, formino due punteggiate projettive. Da questa 
definizione e da quella del rapporto anarmonico di quattro gruppi di un’ involuzione 
si raccoglie che: 

Bate dice involuzimi projettive, il rapporto anarmonico di quattro gruppi dell’una e 
eguale al rapporto anarmonico de’ quaMro corrispondenti gruppi dell’altra. 

Cioe il teorema enunciato alia fine del n. 8 comprende anche le involuzioni, purche 
queste si risguardino quali forme geometriche, i cui elementi sono gruppi di punti. 

(a) Cerehiamo come si esprima la projettivita di due involuzioni. 

La prima di esse si rappresenti eoll’equazione 1) e la seconds eon quest’ ultra: 


3) K^.OA"-! !-Ko-f0|H«..OA’“H 


*} 1 1 eentri armonici di grado n~l di xin dato gmppo di n punti in linea retta, rispetto 
ai vari punti di questa retta presi successivamente come poli, eostituiseono gruppi in involu- 
zione. (Per esempio, se i punM dati sono u&c, i centri armonici di 2^ grado, rispetto ai poli 
a, 5, c, sono aa, ove (z, p, ^ siano i coniugati armonici dl a, 5, c rispetto alle coppie be, 

ca, <i>. Dunque le coppie m, b% cq sono in involuzione). 

In generale i punla doppi di quella involimone eostituiseono VEessiano del sistema dato.j 



INTRODUZIONE AD UNA TEORIA GEOMETRICA BELLE CURVE PIANE. 


339 


ove A e uu punto qualuaque della retta, nella quale e data la secoada involuzione ; 

0 e 1 origine de’ segmeuti iu questa retta; ... sono coefficient! costanti. 

Supponiamo, com’e evidentemeiite lecito, che ai gruppi w = 0, w— cc, o)=i 
della prima involuzione corrispondano nella seconda i gruppi 6=0, 6 =oo, 6 = 1 . 
Allora, affinche le equazioni l) e 3) rappreseutino due gruppi corrispondenti, e neces- 
sario e sufficiente clie il rapporto anarmonico dei quattro gruppi oj = (0 ,oo , 1 , w) della 
prima involuzione sia eguale a quello de’ gruppi 6 = (o , co , 1 , 6 ) della seconda, cio^ 
dev’essere 0 ^= 6 . Dunque la seconda involuzione, a cagione della sua projettivita colla 
prima, si potra rappresentare cosi; 

4) K«. OA™ H h Ko + <« |H„.. 0A“ + . . . -f Hoi = 0. 

Le equazioni 1 ) e 4), per uno stesso valore di w, danno due gruppi corrispondenti 
delle due involuzioni projettive. Ed eliminando w fra le equazioni medesime si avra 
la relazione che esprime il legame o la corrispondenza dei punti a, A. 

(b) Se le due involuzioni sono in una stessa retta, i punti a , A si possono riferire 

ad una sola e medesima origine: ciob al punto 0 pub sostituirsi o. In questo caso, 

si puo anche domandare quante volte il punto a coineida con uno de’ corrispondenti 
punti A. Eliminato m dalle 1 ), 4) e posto oa in luogo di OA, si ha la : 

5) hHo) 

- {K. H [- h,) (K,„. oa"™ ^ f- Ko) = 0 , 

equazione del grado n-\-m rispetto ad oa. Dunque: 

In una retta, nella quale sian date due involuzioni projettive, Vuna di grado n , 
Valtra di grado m, esistono generalmente n + m punti, ciaseun de’ qucdi considerato 
come appartenente alia prima involuzione, coincide con uno de’ punti corrispondenti ndla 
seconda. 

Quest! si chiameranno i punti comuni alle due involuzioni. 

(c) Se I’equazione 1 ) contenesse nel suo primo membro il fattore essa rap- 
presenterebbe un’ involuzione del grade n, i cui gruppi avrebbero r punti comuni, 
tutti riuniti in o; ossia rappresenterebbe sostanzialmente un’ involuzione del grado 
n—r,& ciaseun gruppo della quale e aggiunto r volte il punto o. In tal caso e ma- 
nifesto che anche il primo membro dell’equazione 5) sara divisibile per m ’’ ; cioe 
gli n-\-m punti comuni alle due involuzioni proposte saranno costituiti dal punto o 
preso r volte e dagli m-\-n — r punti comuni alia seconda involuzione (di grado ni) 
ed a quella di grado n — r, alia quale si riduce la prima, spogliandone i gruppi del 
punto 0 . 
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Se inoltre i gruppi della seconda involuzione contenessero s volte il punto o, questo 
figurerebbe r-{-s volte fra i punti comuni alle due involuzioni. 

(d) Se un gruppo della prima involuzione (per es. quello cbe si ha ponendo m—Q) 

contiene r volte uno stesso punto o, e se il corrispondente gruppo della seconda invo- 
luzione eontiene s volte lo stesso punto o, ove sia e evidente che Tequazione 5) 

conterra nel primo membro il fattore oa’’ , cioe il punto o terra il posto di r punti 
comuni alle due involuzioni. 

(e) E superfiuo accennare che, per le rette concorrenti in uno stesso punto, si pub 
stabilire una teoria dell’ involuzione affatto analoga a quella suesposta pei punti di 
una retta. 

25. Merita speciale studio 1’ involuzione di secoudo grado o quadratica, per la quale, 
fatto «— 2 nella 1), si ha un’equazione della forma; 

6) . OQT ki , 00 / ~|~ k^ —j— (li Qi-x . oo' —j” hi • oo — j— h^ — 0 . 

Qui ciascun gruppo e composto di due soli punti, i quali diconsi coniugati; e chia- 
masi punto centraJe quello, il cui coniugato e a distanza infinita *). Posta I’origine o 
de’ segment! nel punto centrals ed inoltre assunto il gxuppo, al quale esso appartiene, 
come corrispondente ad co= oo, dovra essere Jh—K—0. Pertanto, se a, a' sono due 
punti coniugati qualunque, I’equazione 6) da: 

oa . oa' = ^ — cost. 

/t2 

Confrontando questa equazione con quella che esprime la projettivita di due punteg- 
giate (9): 

ia . fa' — cost. 

si vede che P involuzione quadratica nasce da due punteggiate projettive, le quali ven- 
gano sovrapposte in modo da far coincidere i punti i,j' corrispondenti ai punti al- 
1’ infinite. Altrimenti possiam dire che due punteggiate projettive sovrapposte formano 
un’ involuzione (quadratica), quando un punto a, considerate come appartenente all’una 
0 all’altra punteggiata, ha per corrispondente un solo e medesimo punto a'. 

Da tale proprieta si conclude che nelP involuzione quadratica, il rapporto anarmo- 
nieo di quattro punti e eguede a quello de’ loro coniugati. 

(a) Siano e,f i due punti doppi (22) dell’ involuzione, determinati daU’eguaglianza 

*) i L’involuaione {act,W) ha i punti doppi reali o no, secondo che il rapporto anarmo- 
nieo (adW) 6 positivo o negative. | 
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oe^ = of = cost: avremo: 

{efaa) = [efaa ) , 

cioe il rapporto anarmoiiico {efaa) e eguale al suo reciprocOj eppero e = — 1, non 
potendo mai il rapporto anarmonico di quattro punti distinii essere eguale alFunita 
positiva. Dunque: nelV involusione qiiadratica, i due punti doppi e due punti coiiiugoti 
qiialunque formano un sistema armonico. 

Ne segue che un’ involuzione di secondo grado si puo considerare come la serie 
delle infinite coppie di punti aa' che dividono armonicamente un dato segmento ef. 

(b) Due involuzioni quadratiche situate in una stessa retta hanno un gruppo comune, 
cioe vi sono due punti a , a tali, che il segmento aa e diviso armonicamente si dai 
punti doppi e,f della prima, che dai punti doppi g, li della seconda involuzione. Infatti: 
sia preso un punto qualunque m nella retta data; siano m' ed i coniugati di m 
nelle due involuzioni. Variando m, i punti generano due punteggiate projet- 

tive, i punti comuni delle quali costituiscono evidentemente il gruppo comune alie due 
involuzioni proposte. 

E pure evidente che due involuzioni di grado eguale, ma superiore al secondo, 
situate in una stessa retta, non avranno in generale alcun gruppo comune. 

26. La teoria dell’ involuzione quadratica ci servira nel risolvere il prohlema che 
segue. 

Se ahcd sono quattro punti in linea retta, abbiamo denominati fondamentali (1) 
i tre rapporti anarmonici: 

[abed] — X , {aedh) — - - - , {adbc) = . 

Se i primi due rapporti sono eguali fra loro, vale a dire, se: 

7) ^'•“Yzry — x-l-i=o> 

si ha anche: 



cioe tutti e tre i rapporti anarmonici fondamentali sono eguali fra loro. 

Dati i punti aic in una retta, cerchiamo di deter minare in questa un punto d, 
tale che sodisfaccia aireguaglianza: 


ossia: 


{ahcd) = (aedb ) , 
{abed) — {cabd ) . 
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Assunto ad arbitrio nella retta data «n pimto m, si determini nn punto m per 
mode cbe sia 


(ciicm) — {cabin'). 


Variando simultaneamente m , m generano due punteggiate proiettive, nelle quali 
ai punti a,h,c, m corrispondono ordinatamente c,a,b,ni. Se chiamansi cl,e i punti 
comuni di queste punteggiate, si avra: 


(abed) = (cabd ) , (abee) = (cabe) , 


cioe il proposto problema e risoluto da ciascuno de’ punti d , e. 

Ora siano a,3,Y i tre punti della retta data, che rendono armonici i tre sistemi 
(b,c,a,a), (c,a,6,|i), i due sistemi {a,b,c,~i), (a,c,6,p) saranno projet- 

tivi, e siccome al punto b, considerate come appartenente all’ uno o all’altro sistema, 
corrisponde sempre c, cosi le tre coppie aa,bc, ^7 sono in involuzione, cioe a e un 
punto doppio dell’ involuzione quadratica determinata dalle coppie bc,^-;. L’altro punto 
doppio della stessa involuzione e a, poiche il segmento be e diviso armonicamente dai 
punti a, a. Dunque a, s dividono armonicamente non solo be, ma anche Py* Si ha 
percio : 

(&caa) — (p-iacc) — — 1 , 

ossia i sistemi {b,c,a,a), (g,Y,*,a) sono projettivi: la qual cosa toma a dire che 
le coppie aa.,b^,e-[ sono in involuzione*). [^®] 

Da un punto 0 preso ad arbitrio fuori della retta data imagininsi condotti i raggi 
o(a, a, 6, p, c, y) e o{d,e), i quali tutti si seghino con una trasversale parallela ad oc 
nei punti a, a, V, p', 00 , 6£, e. Avremo : 

\ = {aGdb) — {accdfb')~^^ , 

(Z 0 

onde la 7) diverra: 

8) . a'b' + ^'* == 0 . 

Essendo {abcr()~ — 1, si ha {a'b' — 1, cioe y' e il punto medio del segmento 
a'b'. Quindi, per le identita: a'tT = a' , — 2 yV, la 8) diviene: 

9 ) = 


*) S'rAUBT, GmrmiTie der Kiimberg 1847, p. 121. 
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donde si ricava che ■/' e il piinto medio del segmento d'e, cioe si ha cof) — — 1, 
eppero {dec-i)= — 1. Similmente si dimostra essere (deh^) — — 1, {deaa.) = — 1; 
vale a dire d,e sono i punti doppi dell’ involuzione *). 

II rapporto anarmonico >. e date dall’ equazione 7), ossia e una radice cubica ima- 
ginaria di — 1. Per conseguenza, i quattro punti abed od abce non possono essere 
tutti reali. L’equazione 9) ha il secondo membro negative o positive, seeondo che a'b' 
siano punti reali o imaginari coniugati. Dunque, se i tre punti dati a,,b,c sono tutti 
reali, i punti d,e sono imaginari coniugati; ma se due de’ tre punti dati sono imaginari 
coniugati, i punti d,e sono reali. 

L’equazione 8) poi mostra che, se a'b'—O, anche a'd'—a'e'=0-, cioe, se due 
de’ punti dati coincidono in un solo, in questo cadono riuniti anche i punti d , e. 

27. Chiameremo equianarmonico un sistema di quattro punti, i cui rapporti anar- 
monici fondamentali siano eguali, ossia un sistema di quattro punti aventi per rapporti 
anarmonici le radici cubiche imaginarie di — 1. 

Quattro punti minhm^mi in linea retta siano rappresentati (6) dall’ equazione: 

10) A . om*‘ 4B . ow® +60. om^ + 4D . om + E = 0. 

Se il sistema di questi quattro punti e equianarmonico, si avra: 

{mi m 2 m3 = (mi m3 m^ , 

ovvero, sostituendo ai segmenti mi m 2 ,... le differenze om, — omi,...: 

ipmi — omi) {oMi — omi) {oMi — omi) [om^ — omi) + {omz — om^^(pmi — omif—0. 
Sviluppando le operazioni indicate, quest’ equazione si manifesta simmetrica ri- 
spetto ai quattro segmenti om, onde si potra esprimerla per mezzo dei soli coefficienti 
della 10). Ed invero, coll’aiuto delle note relazioni fra i coefficienti e le radici di 
un’ equazione, si trova senza difficolta: 

AE — 4BD + 3C® = 0, 

come condizione necessaria e sufficiente affinche i quattro punti rappresentati dalla 10) 
formino un sistema equianarmonico**). 


*) Staudt, BeitrUffe zur Geometrie dear Lage, Nurnberg 1856-57-60, p. 178. 

+ Painvin, 'Aquation des rapports anharmoniques etc. (NouveUes Annales de MathSma- 
tiques, t. 19. Paris 1860, p. 412). 
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Art. V. 

DelinMoni relative alle lin.ee piane. 

28. Una linea piana puo considerarsi generata dal movimento | continue | di un 
panto 0 dal movimento di una retta: nel primo caso, essa e il luogo di tutte le posizioni 
del punto mobile; nel secondo, essa e 1’ inviliippo delle posizioni della retta mobile *). 

Una retta, considerata come luogo de’ punti situati in essa, e il pin semplice 
esempio della linea-luogo. 

Un panto, risguardato come invilappo di tutte le rette incroeiantisi in esso, e il 
caso pin semplice della Unea-invihippo. 

Un luogo dicesi dell’ordine n, se una retta qualunque lo incontra in n punti (reali, 
imaginari, distinti o coincident!). Il luogo di primo ordine e la retta. Un sistema di n 
rette e un luogo dell’ ordine n. Due luoghi, i cui ordini siano rispettivamente n,n' 
formano insieme un luogo dell’ ordine 

Un luogo deir ordine n non puo, in virtu della sua definizione, essere incontrato 
da una retta in piu di n punti. Dunque, se un tal luogo avesse con una retta piu di n 
punti comuni, questa sarebbe parte di queUo, cioe tutt’ i punti della retta apparter- 
rebbero al luogo. 

Una linea curva di dato ordine si dira semplice, quando non sia composta di linee 
d’ ordine inferiore. 

Un invilappo dicesi ddla classe n, se per un punto qualunque passano n posizioni 
della retta inviluppante, ossia n retie tangenti (reali, imaginarie, distinte o coincidenti). 
L’inviiuppo di prima classe e il punto. Un sistema di n punti e un inviluppo della 
classe m. Due inviluppi, le cui class! siano w,w', costituiscono, presi insieme, un invi- 
luppo della classe n-{-n\ 

Se ad un inviluppo della classe n arrivano piu di n tangenti da uno stesso punto, 
questo appartiene necessariamente a queU’ inviluppo, eioe tutte le rette condotte pel 
punto sono tangenti dell’ inviluppo medesimo. 

Una curva-inviluppo di data classe si dira semplice, quando non sia composta di 
inviluppi di classe minore. 

29. Consideriamo una curva-luogo dell’ordine n. S>e a h una posizione del punto 
generatere, ossia un punto della curva, la retta A che passa per a e per la successiva 
posizione del punto mobile e la tangents alia curva in quel punto. Cioe, la curva luogo 


*) PlCckee, Tkeorie der aJgeimiischen Curven, Bonn 1839, p. 200, 
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delle posizioni di un punto mobile e anche I’inviliippo delle rette congiungenti fra loro 
le successive posizioni del punto medesimo. 

Nel punto di contatto a la curva ha colla tangente A due punti comuni (contatto 
bipunto); quindi le due linee avranno, in generale, altri n — 2 punti d’intersecazione. 
Se due di questi n — 2 punti coincidono in un solo b, la retta A sara tangente alia 
curva anche in b. In tal case, la retta A dices! tangente clopjpia; a eb sono i due punti 
di contatto *). 

Invece, se una delle n —2 intersezioni s’ avvicina infinitamente ad a, la retta A 
avra ivi un contatto tripimto colla curva. In tal caso, la retta A dices! tangente sta- 
sionaria, perche, se indichiamo con a , a', d' i tre punti infinitamente vicini che costi- 
tuiscono il contatto, essa rappresenta due tangent! successive aa',dd'; e puo anche 
dirsi ch’ essa sia una tangente doppia, i cui punti di contatto a , d sono infinitamente 
vicini. Ovvero: se la curva si suppone generata dal movimento di una retta, quando 
questa arriva nella posizione A cessa di ruotare in un senso, si arresta e poi comincia 
a ruotare nel senso opposto. II punto di contatto a della curva colla tangente sta- 
zionaria chiamasi fiesso, perche ivi la retta A tocca e sega la curva, onde questa passa 
dall’una all’altra banda della retta medesima. 

30. Consideriamo ora una curva-inviluppo della classe m. Se A e una posizione 
della retta generatrice, cioe una tangente della curva, il punto a ove A e incontrata 
dalla tangente successiva, e il punto in cui la retta A tocca la curva. Quindi la curva 
inviluppo di una retta mobile e anche il luogo del punto comune a due successive 
posizioni della retta stessa. 

Per un punto qualunque si possono condurre, in generale, m tangent! alia curva. 
Ma se si considera un punto a della curva, due di quelle m tangent! sono successive, 
cioe coincidono nella tangente A. Quindi per a passeranno, inoltre, m — 2 rette tan- 
genti alia curva in altri punti. 

Se due di queste m — 2 tangent! coincidono in una sola retta B, la curva ha in a 
due tangent! A, B, cioe passa due volte per a, formando ivi un nodo ; le rette A e B 
toccano in a i due rami di curva che ivi s’incrociano. In questo caso, il punto a dices! 
punto doppio **). 

Invece, se una delle m — 2 tangent! coincide con A, questa retta rappresenta tre 


*) I due punti di contatto possono essere imaginari senza che la retta A eessi d’essere 
reale e di possedere tutte le propriety di una tangenre doppia. 

**) Le due tangent! A , B ponno essere imaginarie, eppero imaginari anche i due rami 
della curva, rimanendo reale il punto d’incroeiamento a. Questo h, in tal caso, xm punto iso- 
laio, e pud considerarsi come un’ ovale infinitesima o evanescente. 
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tangent! successive A, A', A", ed il punto a piio considerarsi come un punto doppio, 
le cui tangent! A , A' coincidano (c!oe, il cui nodo s!a ridotto ad un punto). Nel caso 
che si considera, il punto a dices! ciispide o vegresso o punto stazionurio, perclie esso 
rappresenta Fintersezione della tangente A con A' e di A con A ; ossia perche, se 
s’ imagina la curva generata da un punto mobile, quando questo arriva in a si arresta, 
rovescia la direzione del suo moto e quindi passa dalla parte opposta della tangente A 
(tangente cuspidale). 

Dalle formole di PliJcker, che saranno dimostrate in seguito (XVI), si raceoglie 
che una curva-luogo di dato ordine non ha in generale punti doppi ne cuspidi, bensi 
tangent! doppie e flessi: e che una cum-inviluppo di data classe e in generale priva 
di tangent! singolari, ma possiede invece punti doppi e punti stazionari. 

Pero, se la curva e di natura speciale, vi potranno anche essere punti o tangent! 
singolari di piu elevata moltiplicita. Una tangente si dira inultipla secondo il numero r, 
ossia (r)^^" , quando tocchi la curva in r punti, i quali possono essere tutti distinti, o 
in parte o tutti coincident!. Un punto si dira quando per esso la curva passi r 

volte, eppero ammetta ivi r tangent! tutte distinte, ovvero in parte o tutte sovrap- 
poste. 

31. Se una curva ha un punto a, ogni retta condotta per a sega ivi r volte 
la curva, onde il punto a equivale ad r intersezioni della retta colla curva. Ma se la retta 
tocca uno de’ rami della curva, passanti per a, essa avra in comune con questa anche 
quel punto di esso ramo che e successive ad a ; cioe questo pimto conta come | almeno j 
r + 1 intersezioni della curva colla tangente. Dunque, fra tutte le rette condotte per a 
ve ne sono al piu r (le tangent! agli r rami) che segano ivi la curva in r + l punti 
coincident!; eppero, se vi fossero r-j-l rette dotate di tale proprieta, questa com- 
peterebbe ad ogni altra retta condotta per a, eioe a sarebbe un punto multiplo secondo 
il numero 

Analogamente: se una curva ha una tangente A multipla secondo r, questa conta 
per r tangenti condotte da un punto preso ad arbitrio in essa, ma conta per | almeno | 
r+1 tangenti rispetto a ciascuno de’ punti di contatto della curva con A. Cioe da 
ogni punto di A partono r tangenti coincident! eon A; e vi sono al piu r punti in 
questa retta, da ciascun de’ quali partono r-f- 1 tangenti coincident! colla retta stessa. 
Onde, se vi fosse un punto di piu, dotato di tale proprieta, questa spetterebbe a tutt’ i 
punti di A, e per conseguenza questa retta sarebbe una tangente multipla secondo r+1. 

Da queste poche premesse segue che: 

Se una iinea dell’ ordine n ha uu punto {riy^ a, essa non e altro che il sistema 
di n rette concorrenti in a. Infatti, la retta che unisce a ad un altro punto qualunque 
del luogo ha, con questo, » -f- 1 punti comuni, eppero fa parte del luogo medesimo. 
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Cosi, se un inviluppo della classe ni ha uaa tangente , esso e il sistema di m 
punti situati sopra questa retta. 

Una curva semplice dell’ordine n non puo avere, oltre ad un punto (?^ — anche 
un punto doppio, perche la retta che unisce quest! due punti avrebbe n-\-l inter- 
sezioni comuni colla curva. Analogamente, una curva semplice della classe m non puo 
avere una tangente (m — ed inoltre un’altra tangente doppia, perche esse rap- 
presenterebbero m-\-l tangent! concorrenti nel punto comune alle medesime. 


Art. VI. 

Punti e tangeuti coinuni a due curve. 

32. In quanti punti si segano due curve, gli ordini delle quali siano n,n‘> [*®] 
Ammetto, come principio evidente, che il numero delle intersezioni dipenda unicamente 
dai numeri n , n, talche rimanga invariato, sostituendo alle curve date altri luoghi dello 
stesso ordine. Se alia curva d’ ordine w' si sostituiscono n' rette, queste incontrano la 
curva d’ ordine n in nri punti; dunque: due curve, i cui ordini siano n,n', si segano in 
nn' punti {reali, imaginari, distinti o coincidenti). 

Si dira che due curve hanno un contatto Hpunto, tripunto, gmdripunto, cinquipunto, 
sipunto,... quando esse abbiano due, tre, quattro, cinque, sei, ... punti consecutivi 
comuni, e per conseguenza anche due, tre, quattro, cinque, sei, ... tangenti consecu- 
tive comuni. 

Se per un punto a passano r rami di una curva ed r’ di un’ altra, quel punto dee 
considerarsi come intersezione di ciascun ramo della prima curva con ciascun ramo 
della seconda, eppero equivale ad rr intersezioni sovrapposte. Se, inoltre, un ramo 
della prima curva ed un ramo della seconda hanno in a la tangente comune, essi 
avranno ivi due punti comuni, onde a equivarra ad rr' -(- 1 intersezioni. In generate, 
se in a le due curve hanno s tangenti comuni, a equivale ad rr-{-s punti comuni 
aUe due curve. 

Come case specials, quando le r tangenti della prima curva e le r' dell’altra, nel 
punto comune a, coincidono tutte insieme in una sola retta T, questa, supposto r'<r, 
rappresenta r' tangenti comuni, onde il numero delle intersezioni riunite in a sar^ 
r (r-|- 1). Ma questo numero puo divenir piu grande ogniqualvolta la retta T abbia 
un contatto piu intimo con alcuna delle linee proposte, doe la ineontri in pid di r -j- 1 
od r'4-1 punti riuniti in a. Per esempio, se in a la retta T avesse 2r punti comuni 
coUa prima curva ed r'-j- 1 colla seconda, il punto a equivarrebbe ad r(r'+ 1) inter- 
sezioni delle due curve. Del che e facile persuaders!, assumendo un sistema di r curve K 
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di second' ordine aventi un punto comune a ed ivi toccate da ima stessa retta T ; ed 
inoltre un’ altra curva qualunque C dotata di r' rami passanti per a ed ivi aventi la 
comune tangente T. In tal casn il punto a rappresenta r'+l intersezioni di C con 
ciascima delle curve K: eppero equivale ad ^(r'+l) punti comuni a C ed al sistema 
complete delle curve K. 

Analogamente si dimostra che due curve, le cui classi siano ni , m', lianno mm' tan- 
genfi comuni. Ecc. *). 


Art. YH. 

Numero delle eondizioni che deterrainano una curva 
di date ordiue o di data classe. 

33. Se una curva dee passare per un date punto a, cio equivale manifestamente 
ad una condizime. 

Per a condueasi una retta A; se la curva deve contenere anche il punto di A die 
e snccessivo ad a, cioe se la curva deve non solo passare per a, ma anche toccare ivi 
la retta A, cio equivale a due eondizioni. 

Per a condueasi una seconds retta Ai ; se oltre ai due punti consecutivi di A, la 
curva dovesse contenere anche quel punto di Ai che e successive ad a, cio equivar- 
rebbe a tre eondizioni. Ma in tal caso, due rette condotte per a segherebbero ivi due 
volte la curva, cioe a sarebbe un punto doppio per quests. Dunque, se la curva dee 
avere un punto doppio in o, cio equivale a tre eondizioni. 

Se la curva deve avere in a un punto doppio (tre eondizioni), una retta qualunque A 
condotta per a conterra due punti di quella, coincidenti in a. Se la curva deve passare 
per un terzo punto successive di A, cioe se questa retta dovri avere in a tre punti 
comuni colla curva, cio equivarra ad una nuova condizione. Se lo stesso si esige per 
una seconds retta Ai e per una terza As (passanti per a), si avranno in tutto sei 
eondizioni. Ma quando per a passino tre rette, ciascuua delle quali seghi ivi tre volte 
la curva, quello e un punto triplo (31); dunque, se la curva dee avere in a un punto 
triplo, cio equivale a sei eondizioni. 

In -generale: sia il numero delle eondizioni, perche la curva abbia in a un 
punto (r 1)^^. Ogni retta A condotta per a, avra ivi r — 1 punti comuni colla curva. 


*) Le proprieta delle curve di data classe si deducono dalle propriety delle curve di date 
ordine, e reciprocamente, mediante il principio di dualita, che noi consideriamo come primi- 
iim ed ossofoto, dols indipendente da qualsivoglia teorfa speciale di trasformazione di figure. 
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Se questa dee contenere un altro punto successive di A, cioe se la retta A deve in a 
avere r punti comuni colla curva, eio equivale ad una miova condizione. Se la stessa 
cosa si esige per altre r — 1 rette passanti per a, si avranno in tutto con- 

dizioni. Ora, quando per a passano r rette, eiascuna avente ivi r punti comuni colla 
curva, a e un punto multiplo secondo r (31); dunque, se la curva deve avere in 
a un punto cio equivale ad un numero x,.=cc,._i-\-r di eondizioni; ossia 

_y(r + l) 

X,. — 2 . 

34. Da quante eondizioni e determinata una curva d’ordine «? Se la curva debba 

avere un dato punto a multiplo secondo w, cio equivale (38) ad ^ eondizioni. 

Ma una linea d’ordine n, dotata di un punto (w)^’^® a, e il sistema di n rette concor- 
renti in a (31); e, affinche queste siano pienamente individuate, basta che sia dato 
un altro punto per eiascuna di esse. Dunque: 

H numero delle eondizioni che deierniinano una curva d’ordine n e 

2 2 


Se sono date solamente 


w (w + 3) 
2 


1 eondizioni, vi saranno infinite curve d’or- 


dine n che le potranno sodisfare, e fra esse ve ne saranno alcune (siane N il numero) 
che passeranno per un punto qualunque dato. L’ intero sistema di quelle curve, in nu- 
mero infinito, chiamasi serie d’ordine n e d’ indice N*) **). 

Per esempio, le tangent! di una curva della classe m formano una serie d’ordine 1 
e d’ indice m. 

In generale esiste sempre una linea che inviluppa una serie data | d’ indice N | , 
cioe che in ciascun de’ suoi punti tocca una curva della serie. | Essa e il luogo dei 
punti, pei quali due delle N curve della serie coincidono j . Tutta la serie si puo con- 
cepire generata dal movimento continue di una curva, che vada cambiando di forma e 
di posizione, in modo pero da sodisfare alle eondizioni proposte. I punti, in cui una 
curva della serie sega quella che le succede immediatamente, sono anche i punti di 
contatto fra la prima di queste curve e la linea inviluppo della serie. [^®] 

35. Il teorema or ora dimostrato (34) ci mette in grado di stabilire quest’ altro : 


*) Cosi, una curva della classe m 6 determinata da eondizioni. 

**) JoNQUiiiRBS, TMorbmes g&)i6raux concemant Us courbes gSometriques planes d’un ordre 
qudeonque (Journal de M. Lioitvillb, [2« s6rie, t. 6] avril 1861, p. 113). 
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f<^2, 2) (72 - 2) 

che una curva semplice deU’ordine n non puo avere pin di — — punti doppi 

ji 

(comprese le cuspidi). Infatti: se ne avesse uno di pin, per questi ^ ^ -j - 1 

fyi 2) (n 2 4- 3) 

e per altri n — 3 punti della stessa curva, in tutto punti, si po- 

u 

trebbe far passare una curva deU’ordine n — 2, la quale avrebbe in comune colla linea 

data 2p ^ + w — 3=w(w — 2)-|-l intersezioni: il che e impossi- 

bile, se la curva data non e composta di linee d’ordine minore*). 

Art. YUI. 

Porismi di Chasles e teorema di Carnot. 

36. Sia dato (fig. 6.») un triangolo ABC. Un punto qualunque a di BC e individuate 
dG 

dal rapporto — ; e parimenti, un punto qualunque 6 di CA e individuato dal rap- 
hC 

porto y-. Tirate le rette Aa, B&, queste s’incontrino in un punto m, che h, per con- 



seguenza, detenninato dai due rapporti ^ i quali chiameremo coordinate del 
punto «*. La retta Cm seghi AB in c: cosi si ottiene un terzo rapporto — . Fra i 

CxX 

Ixe rapporti ha loogo una semplice relazione, poiche, in yirth del noto teorema di 


PnOcKm, iam p. 21$, 
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Ceva,*) si ha: 


'bk ' oQ ck‘ 


Quando il punto ni e sopra uaa delle due rette CA , CB , una delle due coordinate 
e nulla. Se m e sopra AB, le due coordinate sono entrambe infinite, ma e finite il 

loro rapporto, che e espresso da — ^ . 

Supponiamo che m si muova sopra una retta data: i punti a e b genereranno sopra 
CB e CA due punteggiate projettive, cioe ad ogni posizione del punto a corrispondera 

una sola posizione di 6 e reciprocamente. Dunque, fra i rapporti ^ che de- 


terminano i due punti a, b, avra luogo una equazione di prime grado rispetto a ciascun 
d’ essi. Siccome poi, nel punto in cui la retta data incontra AB, entrambi i rapporti 
cbG 50 

^ ’ bk infiniti, cosi quell’ equazione non puo essere che della forma: 


1 ) 


. aC , iC , 


Questa relazione fra le coordinate di un punto qualunque m di una retta data e cio 
che si chiaraa eqmsione della retta. 

Di quale forma sara la relazione fra le cordinate di m, se questo punto si muove 
percorrendo una curva d’ordine w? Una retta qualunque, la cui equazione sia la 1), 
incontra la curva in n punti; quindi la relazione richiesta e 1’ equazione 1) dovranno 

essere simultaneamente sodisfatte da n coppie di valori delle coordinate ^ 

qual cosa esige necessariamente che la richiesta relazione sia del grado n rispetto alle 
coordinate del punto variabile, considerate insieme. 

Dunque, se il punto m percorre una curva d’ordine n, fra le coordinate variabili di 
m avrd luogo una relasione costante della forma: 


2 ) 








aB 


^ IbGY 

+ --- + W^ +P=0, 


la quale pud dirsi I’ equazione della curva luogo del punto mobile. 

Reciprocamente : se il punto m varia per modo che fra le sue coordinate abbia luogo 
una relazione costante della forma 2), il luogo del punto m e una curva d’ordine n. 


^ Dato da Ceva nel 1678. [Einleitung] 



352 


IN'TRODtZIONE AD OTA TEOEIA GEOMETEICA BELLE CURVE PIANE. 


37. Consideriamo di nuovo (fig. 7^) un triangolo ABC ; un punto a in BC, deter- 
minate dal rapporto ^ ed un punto h in CA, determinato dal rapporto ^ , indiyi- 

, • . 1 • 1 . aB 6A 

duano una retta ah la quale e, per conseguenza, determinata dai due rapporti ^ ^ • 


J 



Quest! due rapporti si chiameranno cocyrdinafe della retta. La quale poi incontra AB in 

cB 

un terzo punto c, e cosi da luogo ad un terzo rapporto —r. In virtu del noto teo- 

cA 

rema di Menelao*), i tre rapporti sono connessi fra loro dalla relazione semplicissima; 

aB bA cB 


Quando la retta ah passa per I’uno o per I’altro de’ punti A, B, una delle due coor- 
dinate h zero. Se poi la retta passa per C, entrambe le coordinate sono infinite, ma 

cB ’ 

e finite il loro rapporto ^ . 

Supponiamo che la retta ah varii girando intorno ad un punto dato. Allora i punti 
a,b genereranno due punteggiate projettive, eppero fra le due coordinate di ab avra 
luogo una equazione di prime grado rispetto a ciascuna coordinata. E siccome, quando 
la retta mobile passa per C, entrambe le coordinate divengono infinite, cosi la forma 
deir equazione sarfi: 


1 )' 


. flsB bA 


Quests relazione fra le coordinate di una retta mobile intorno ad un punto dato puo 
chiamarsi Vequaeime del punto (considerate come inviiuppo della retta mobile). 


*) Mbnblacs, Sphaeriea, III, 1. lM.nkUung] 
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Suppongasi ora che la retta ab varii inviluppando una curva della classe m ; qua] 
relazione avra luogo fra le coordinate della retta variabile? Da un punto qualunque, 
r equazione del quale sia la 1)', partono m tangenti della curva; cioe m posizioni della 
retta mobile. Dunque la relazione ricbiesta e Tequazione 1)' dovranno essere sodi- 
sfatte simultaneamente da m sistemi di valori delle coordinate. Onde s’inferisee che 
la relazione richiesta sara del grado m rispetto alle coordinate considerate insieme. 

Dunque: se una retta si muove inviluppando una curva della classe m, fra le coordi- 
nate variabili della retta avrd luogo una relatione costante della forma: 


2 )' 



P + T 


IJ^ 

60 




+ p= 0 j 


la quale pub risguardarsi come V equasione della curva inviluppata dalla retta mobile. 

Viceversa; se una retta varia per modo cite le sue coordinate sodisfacdano costante- 
mente ad una relazione della forma 2)', V inviluppo della retta sara una curva delta 
classe m. 

I due importauti porismi dimostrati in questo numero e nel precedente sono dovuti 
al sig. Ghasles *). 

38. Eiprendiamo 1’ equazione 2). Pei punti a,a ' in cui la curva da essa rap- 


presentata sega la retta OB, la coordinata e nulla e I’altra coordinata si desu- 
mera dall’ equazione medesima, ove si faccia ^ =0. Si avra cosi: 

OA. 


oB ' a'B'" ’a 


Analogamente, pei punti 6,6',... in cui la curva sega OA si ottiene: 


W TO 
6A ■ 6'A 


= (-l) 


P 

71 ' 


faCV^ 

Divisa 1’ equazione 2) per (^1 e avuto riguardo al teorema di Ceta, si ha: 


, o aB 


,cB 

cA 


, cBV' faB' 

+ *1-3 +>’fco 


= 0, 


*) Apergu historique, p. 280. \ Chasles, Letfre a M, Quetblbt. Correspondanee math^ma- 
tique et physique, t. VI, pag. 81, Bruxelles 1830. } 


2S 


Cremona^ tomo I. 
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0 si avranno i punti e, c' coniuni alia curva ed alia retta AB ; 

cB c'B a 

cA c A * 

Dai tre risultati cosi ottenuti si ricava: 

aC ■ a'C ■ ■ ■ ^ 6A ■ 6'A ■ ■ ■ ^ cB ■ c'B ■ ■ ■ 

e si ha cosi il celebre teorema di Carnot*): 

Se una curva delVordine n incontra i lati di tin triangolo ABC ne’ punti aa' ... in 
BG,hb‘ ... in CA,cc' ... in AB, si ha la reladone 3). 

Questo teorema si applica anche ad un poligono qualsivoglia. 

39. Per n==l il teorema di Carnot rientra in quello di Menelao. Per m=2, si 
ha una propriety di sei punti d’una curva di second’ ordine. E siccome una curva 
siffatta e determinata da dnqiie punti (34), cosi avra luogo il teorema inverse: 

Se nei lati BC , CA , AB di un triangolo esistono sei punti aa', IV, cd tali che si 
abbia la relazione: 

«B . a'B . 6C . &’C . cA . c'A 

aC . a'C . bk . b'A . cB . c'B ~ ^ ’ 

i sei punti aa’bb'ce' so no in una curva di second’ ordine. 

Se i punti a'b'c' coincidono rispettivamente con abc, cioe se la curva tocca i lati 
del triangolo in a,b,c, la precedents relazione diviene: 

aB . bC . cA 

aC . &A . cB “ 

De’ due segni, nati dalP estrazione della radice quadrata, non puo prendersi il po- 
sitive, poiche in tal easo, pel teorema di Menelao, i tre punti abc sarebbero in una 
retta: il che e impossibile, non potendo una curva di second’ordine essere incontrata 
da una retta in piu che due punti. Preso adunque il segno negative, si conclude, in 
virtu del teorema di Ceva, che le rette Aa,Bb, Cc concorrono in uno stesso punto. 
Cioe: se una curva di second’ordine e inscritta in un triangolo, le rette che ne uni- 
scono i vertici ai punti di contatto de’ lati opposti passano per uno stesso punto. 


dove facendo ^ = 
aC 

dunque : 


*) &6omttrit de position, Paris 1803, p. 291 (n. 235; e p. 436, n. 378. j P] 
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(a) Per w=3, dal teorema di Carnot si ricava che, se i lati d’un. triangolo ABC 
segano uaa curva del terz’ordine (o piu brevemente cubka) in nove punti aa'a", Wb", cc'c" 
ba luogo la relazione segmentaria : 

.. aB . a'B . a!'B . bG . 6'C . b”G . cA . c'A . c''A 

aG . a'G . a"C . SA . b'A . b''k . cB . c'B . c''B “ ^ ‘ 

Se i sei punti aa' bb' cc' sono in una curva di second’ ordine, si avra anche la rela- 
zione 4), per la quale dividendo la 5) si ottiene: 

a'B . b"G . c"A 
a''C . 6"A . c"B~^ 


cioe i punti al'V'd' saranno in linea retta. E viceversa, se a"b''c" sono in linea retta, 
gli altri sei punti sono in una curva di second’ ordine. 

(b) Quando il luogo di second’ ordine aa'bb'cc' ridueasi al sistema di due rette coin- 
cidenti, si ba; 

Se ne’ punti in cui una cubica e segaia da una retta data si conducono le tangenti, 
gueste vanno ad incontrare la curva in tre altri punti che giacciono in una seconda retta * **) ). 

Se una retta tocca una cubica in un punto a e la sega semplicemente in a" , questo 
secondo punto dicesi tangensiale del primo. Onde possiamo dire cbe, se tre punti di 
una cubica sono in una retta R , i loro tangenziali giacciono in una seconda retta S . 

La retta S dicesi retta satellite di R (retta primaria) , ed il punto comune alle R , 
S si cbiama punto satellite di R. 

Se R e tangente alia cubica, il punto satellite coincide col tangenziale del punto 
di contatto, e la retta satellite e la tangente alia cubica nel punto satellite. 

(e) Supponendo cbe la retta a'W divenga una tangente stazionaria della cubica, 
si ba; 

Se da un flesso di una cubka si conducono tre trasversali arbitrarie, gueste la segano 
di nuovo in sei punti situati in una curva di second’ ordine. 

Dunque, se di questi sei punti, tre sono in linea retta, gli altri tre saranno in una 
seconda retta, eppero; 

Se da un flesso si conducono tre tangmti ad una cubica, i tre punti di contatto sono 
in linea reUa’’^). 


*) Vedi il trattato di Maolaurin sulle cxtrve del 3.® ordine, tradotto da Jonqui*ebs: Me- 
langes de geom&rie pure, Paris 1856, p. 223. 

**) Macuauein, 1 . c. p. 226. 
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(d) Siipposti i puriti d'Wd' ia linea retta, gli altri sei adWcd sono in una curva 
di second' ordine ; onde, se tre di questi, dUc , coincidono, si avra: 

Se tre trasversali condotte da un punto a di una cuhioa tagliano questa in tre punti 
d'li'c" sifiiati in linea retta ed in altri tre punti ahc, la ciibica avrd in a' tin contatto 
tripunto con una curva di second’ ordine passante per abc. 

Se dVc" coincidono in un flesso, dal teorema precedente si ricava: 

Ogni irasversale condotia per un flesso di una cubica sega questa in due punti, ne’ 
quali la curva data Ita due contatti tnpunti con ttna stessa curva di second’ ordine*). 
E per conseguenza: 

Se da un flesso di una ciibica si conduce una retta a toccarla in un altro punto, 
in questo la cubica ha un cmtatto sipunto eon una curva di second’ ordine **). 

40. Consideriamo una curva-inviluppo della classe m, rappresentata dalPequazione 2)'. 

&A 

Per ottenere le tangent! di questa curva, passanti per A, dobbiamo fare ivi ^==0; 

1’ equazione risultante dara i valori dell’ altra coordinata relativi ai punti a, a! .. . in 
cui il lato BC e incontrato dalle tangenti passanti per A , Avremo cosi : 

oC ■ a'C ■■■ ^ ^ a' 


Analogamente, pei punti b,b' . . .m cui il lato CA e incontrato dalle tangenti pas- 
santi per B, a\Temo: 


&C ■ 6'C 


:(_!)« a 


bK 


Diyidasi ora T equazione 2}' per (^1 ; avuto riguardo alia relazione 


si otterra; 




aB _ 6 A cB 

aC ' 60 ck 


'cB'i”’-' 60 , , , , /60\’" „ 

+ rb) +---+^+p(5j) =0- 


ck 


bk ^ ‘ \ckj 
60 


Se in questa eqnazione si fa ^==0, si avranno i punti c, c'. . . in cni AB e 


PoNCSiiBT, Analj/m des tmmmnales (Gioraale di Creole, t. 8, Berlino 1832, p, 129-135). 
**) Ud>er Ourvem dritter Ordnung und analyUscJm BeumsftlTirung (G-iornale di 

CemiaL®, t. 34j EerliBO 1847, p. 3^). 
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incontrata dalle tangent! che passano per C. Quindi. 


cB 

cA c'k 



a 


I tre risultati cosi ottenuti danno: 

aC ■ a'C ■ ■ ■ ^ &A ■ 6'A “ ■ ^ cB ■ c'B 


Si ha dunque il teorema*): 

Se dai vertid di tin friangolo ABC si conduemo le fangenti ad una airva della classe m, 
le quali incontrino i loti opposti nd punti ad ... ,1)1! ... ,cc' , fra i segmenti de- 
ierminati da questi punti sui lati si ha la relazime 3)'. 

Per m==l si ricade nel teorema di Ceta. Per m = 2 si ha una proprieta relativa 
a sei tangent! di una curva di seconda classe; e se ne deduce il teorema che, se una 
tal curva e circoscritta ad un triangolo, le tangent! nei vertici incontrano i lati opposti 
in tre punti situati sopra una stessa retta. Ecc. ecc. 

41. Si rappresentino con U=0 , U'=0 due equazioni analoghe alia 2), relative 
a due curve d’ ordine n . Indicando con \ una quantita arbitraria, Pequazione TJ + X U' = 0 
rappresentera evidentemente un’altra curva d’ ordine n. I valori delle coordinate 

^ ^ , che annullano U ed U', annullano anche U 4- XU'; dunque le vf intersezioni 

aH oA 


delle due curve rappresentate da U = 0 , U'=0 appartengono futte alia curva rap- 
presentata da U-|-XU'=0 **). Siccome poi quest’ ultima equazione rappresenta una 
curva deir ordine n per daseuno degli infiniti valori che si possono attribuire a X, 
cosi abbiamo il teorema: 

Per le rf intersestimi di due curve deW ordine n passano infinite alfre curve dello 
stesso ordine. 


Altrove (34) si e dimostrato che una curva d’ ordine n e determinata da 


n{n-\-?>) 

2 


condizioni. Dal teorema precedente segue che per 


2 


punti passa, in generate, 


una sola curva d’ ordine n: poiche, se per quei punti passassero due curve di que- 
st’ ordine, in virtu di quel teorema, se ne potrebbero tracciare infinite altre. 


*) Chasleis, QiomMrie supirieure, Paris 1852, p. 361. 

**) Lam^i, Eaxirnen des diffirenfes mShodes employees pour resoudre les problimes de geo- 
metrie, Paris 1818, p. 28. 
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Per 


n{n -^3) 


1 punti dati (34) passano infinite cun^e d’ ordine n , due delle quali 


si segheranno in altri w’^ 


'n{n-r- 3) 


(n — 1) {n — 2) 


punti; questi apparter- 


ranno dunque anche a tutte le altre curve descritte pei punti dati. Ossia: 

punti dati ad arbitrio passano infinite mirve d’ ordine n, le qualf [®^] 

oltre i dati, hanno in comiine altri ~ — ^ punti determinati *). 

Una qualunque di tali curve e individuata da un punto arbitrario, aggiunto ai dati 

dr A ) — 1; cioe fra le infinite curve passanti per — 1 punti dati, ve n’ha 

2 ^ 

una sola che passi per un altro punto preso ad arbitrio. segue che 1’ indice della 

serie formata da quelle infinite curve (34) e 1. Ad una serie siffatta si da il nome 

di fascio; ossia per fascio d’ ordine n s’intende il sistema delle infinite curve di que- 

n(« + 3) 


St’ ordine, che passano per 
(«-!)(» — 2) 


1 punti dati ad arbitrio e, per conseguenza, 


per altri 


punti individuati. Il complesso delle intersezioni comuni 


alle curve d’un fascio dicesi base del fascio. 

Analoghe proprieta hanno luogo per le curve di data classe. Le tangenti co- 
muni a due curve di classe m toccano infinite altre curve della stessa classe. Vi ha 

iwb ^ 3 / 

una sola curva di classe m che tocchi — — - rette date ad arbitrio. Tutte le curve 

JU 

di classe m tangenti ad — 1 rette arbitrarie hanno altre ^ 

2i 

tangenti comuni individuate. 


Ari. IX. 

Altri teoremi fondamentali sulle curve piaue. 


42. Fra gli 


. »(ra-J-3) 


punti, che determinano una curva semplice d’ ordine n, ve 


ne possono essere tutt’al pih np — ^ ^ situati in una curva d’ordinep<Cw. 
Infatti, se np — ^ -f- 1 punti giacessero in una curva d’ ordine p, i rima- 


*) PnOoKBB, Ancdytisch-ffeometrische Entvncklungm, 1. Bd, Essen 1828, p, 229. 
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X- X* -1 • , 3) 

nenti punti, il cm numero e — — — "- 


-np- 


{p — l)ip — 2) 


•1: 


(n — p)(n — 2^+3) 
' 2 


determinerebbero (34) una curva d’ordine n — p, la quale insieme colla data curva 
d’ordine p costituirebbe un luogo d’ordine n passante per tutt’i punti dati. Dunque 
il massmo numero di punti che si possono prendere ad arhitrio sopra ima curva 
d^ordine p, alV intento di descrivere per essi una curva sempUce d’ordine n^p, e 


np- 


(ff — 1) (y — 2) 


0- 


43. Siano date due curve, Tuna d’ordine p, I’altra d’ordine g, e sia p-r^ = n. 
Se nel luogo d’ordine n, formato da queste due curve, si prendono ad arbitrio 

— 1 punti, per essi passeranno infinite curve d’ordine n, le quali avranno 
in comune altre ^ intersezioni (41) [®^], distribuite sulle due curve date. 

Neir assumere ad arbitrio quegli ^ — 1 punti, se ne prendano nip — g sulla 

curva d’ordine p ed Mg — h sulla curva d’ordine g, ove g, h sono due numeri (interi 
e positivi) soggetti alia condizione: 

(m — 1) (w — 2) 


1 ) 


g-i-h-- 


Inoltre, affinche le due curve siano determinate dai punti presi in esse, dovr^ essere; 


W g(g + 3) 

> n y o » 


da cui: 


np—g: 


9^ ^^^ ^ - - +pg. 




Se in queste due relazioni poniamo per g e per h i valori dati dalla 1), abbiamo: 

,^(g— l)(g — 2) — 

2 > 9 > 2 


Cosi sono fissati i limiti entro i quali devono essere compresi g, Ji. Possiamo 
dire che g e compreso fra il limite minimo ed il limite massimo 


*) Jacobi, Be relationibuSj quce locum Tiabere debent inter pwncta iniersectionis dtiarum 
(mrvarum etc, (Giornale di Crblle, 1. 15, Berlino 1836, p. 292). 
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it — lIlP — ?)4_p(w — p) — l‘, Q cheh h dato, mediante g, dalia 1). Abbiamo cosi il 

2 

teorema *) : 

Tutte le curve dJ ordine w=j)-j-2 descritte per np — g punti dati di una curva 
d^ ordine p e per ng — h punti dati di una curva d' ordine q, segano la prima curva 
hi altri g punti fissi e la seconda curva in altri h punti fissi, 

(a) Da questo teorema segue immediatamente : 

Affiyiche p&r le rf intersenoni di due curve ordine n passi il sistema di due curve 
d^ordini p^n — p,e necessario e sufficiente che di queste intersedoni np — g apparten- 
gam alia curva d^ordine p^ ed n(n — p) — h appartengano alia curva d^ ordine n — p. 

(b) Quando il numero g ha il suo minimo Yalore, il teorema suenunciato pub espri- 
mersi cosi: 

Ogni curva d’ordine n, descritta per np — — —punti dati di una curva 

Ji 

d'ordim p<l«, incontra questa in altri — — — — punti fissi. 


Ovvero: 

Se delle n* intersesioni di due curve d’ordine n, np — 


(p — l)(y — 2) 


giacciono in 


una curva d^ordine questa ne conterrd altre — — e le rimanenfi 

Jj 

n{n — p) saranno in una curva d^ordine n — p. 

Del resto, questi teoremi sono compresi nel seguente piu generale. 

44. Date dm curve, Vuna C« d^ordine n, ValtraOm d’ordine m<in, se delle loro 

. . {m-\-p — n — l){m-{~P — ri — 2) , 

imersemrOni ve ne sono mp ■ — ^ — — situate sopra una curva 

2 


Gp d'ordine p<in, questa curva ne conterrd altre 


{m-\-p — n — 1) {m-{-p- 


-n- 


- 2 ). 


e le rimanenti in{n — p) saranno sopra una curva d'ordine n — p. [**] 

lafatti; fra le (w — m)p intersezioni delle curve Cj, C„ non eomuni a C„v, se ne 


prendano 


(» — m) (h — 


e per esse si descriva una curva C„_„ d’ordine n—m. 


Avremo cosi due luoghi d’ordine »: I’uno e C„, I’altro e C«4-C„_^. La curva C* 


contiene mp - 

2 ~ 2 


n- 


-w + S) 


-np- 


(p— l)(p— 2) 


intersezioni de’ due luogM, duuque (43, b) ne conterra altre 


PuPccBs, Theorit der oZ^. Cvro&t., p. H. 
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(y — 1) (p-2) . {mArV—n 

U — (n _ i 3] 

[n — m)p — ^ — - 


— 1 ) {m-\-2:>—n — 2 ) 
2 

comuni a C,,, 


comuni a C,,, G,n, e 
e tutte le rimanenti saranno in 


una curva d’ordine n — p. 

Da questo teorema segue die gli mp — 


('wz -^p — n — l) (m -\-p — n — 2) 


punti 


dati comuni alle curve Cn, C,,,, Op individuano altri 


, {m4-p — n — l) {m-]-p — n — 2) 


punti comuni alle curve medesime. Tutti quest! punti sono pienamente determinati 

dalle curve C„„ Op, indipendentemente da C„; dunque: 

7 j ‘J .1 {m-^p — n—l){m-]-p — n — 2) 

Qualunque curva d or dine n descntta per mp — ^ 


intersezioni di due curve d’ordini ni, p {m, p non maggiori di n) passa anclie per tutti 
gli altri punti comuni a quest e curve 

45. I teoremi or ora dimostrati sono della piu alta importanza, a cagione del loro 
frequente uso nella teoria delle curve. Qui mi limitero ad accennare qiialche esempio 
interessante. 

(a) Una curva d’ ordine n sia segata da una trasversale ne’ punti a , & , . . . e da 
una seconda trasversale ne’ punti a\h\ , . . Considerando il sistema delle n rette aa\ 
bb\ , come un luogo d’ ordine n, le rimanenti intersezioni di esse colla curva data 
saranno (43, b) in una curva d’ ordine n — 2. Supponiamo ora cbe a\b\ , . . coincidano 
rispettivamente con a,b , . . avremo il teorema: 

Se ne’ punti, in cui una curva d’ ordine n e segata da una retta, si conducono le 
tangenti alia airva, esse incontrano la curva medesima in altri n{n — 2) punti, situati 
sopra una curva d’ ordine n — 2"^*). 

(b) Analogamente si dimostra il teorema generale: 

Se ne’ punti, in cui una curva ordine n e segata da un’altra curva d’ ordine n’ , 
si conducono le tangenti alia prima curva, esse la segheranno in altri 7tn' {n — 2) punti, 
tutti situati in una curva delV ordine n {n — 2), 

Questo teorema e un’immediata conseguenza della proprieta dimostrata al prin- 
cipio del n. 44, purcbe si consideri il complesso delle nn' tangenti come un luogo del- 
I’ordine nn\ e la curva d’ordine n, ripetuta due volte, come un luogo deH’ordine 2n\ 

(c) Una curva del terz’ ordine passi pei vertici di un esagono e per due de’ tre 


Cayley [On the Intersection of Curves j (Cambridge Mathematical Journal, vol. 111,184:3, 
p. 211). 

**) Maclaurin, Z. c. p. 237. 
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punti d'incontro delle tre coppie di lati opposti: dico che anche il punto comune alia 
terza coppia giace nella cum. Infatti: il primo, il terzo ed il quinto lato delFesa- 
gono costituiscono im luogo di terz’ oi'dine ; inentre un altro luogo del medesimo ordine 
e formate dai tre lati di range pari. Le nove iutersezioni di questi due luoghi sono 
i sei vertici dell’esagono e i tre punti di concorso de’ lati opposti. Ma otto di questi 
punti giacciono per ipotesi nella curva data; dunque (41) questa conterra anche il 
none *) ; c. d. d. 

Se i sei vertici sono in una curva di second’ ordine, le altre tre intersezioni sa- 
ranno in una retta (43, b); si ha cos'i il celebre teorema di Pascal: 

I lati opposti di un esagono inscritto in una curva di second’ ordine si tagliano in 
tre punti situati in linea retta**). 

Dal quale, pel principio di dualita, si conclude il teorema di Brianchon ***) : 

Le rette congiungenti i vertici opposti di un esagono circoscritto ad una curva di 
seconda classe concorrono in uno stesso punto. 

(d) Tornando all’ esagono inscritto in una curva del terz’ ordine, siauo 12 3 45 6 i 
vertici ed a,l,c i punti ove s’incontrano le coppie di lati opposti [12, 45], [23,56], 
[34, 61]. Se i punti 12 sono infinitaraente vicini nella cum e cosi pure 45, i punti 
1, 3, 4, 6, i, c saranno i vertici di un quadrilatero complete ed a sara I’incontro delle 
tangent! alia curva ne’ punti 1 e 4; dunque; 

Se un quadrilatero complete e inscritto in una curva del terz’ ordine, le tangent! 
in due vertici opposti s’incontrano sulla curva t). 

Siano adunque, abca'b'c' i vertici di un quadrilatero completo inscritto in una curva 
del terz’ ordine; ahe siano in linea retta ed a’b'e' i vertici rispettivamente opposti. 
Le tangent! in aa’, hb', c6 incontreranno la curva in tre punti oc, p, y. Siccome pero, 
se tre punti dhc di una curva del terz’ ordine sono in una retta, anche i loro tangen- 
ziali otpY sono in un’ ultra retta (39, b), cosi ahbiamo il teorema: 

Se m quadrilatero completo e inscritto in una ourm del tere’ordine, le coppie di 
tangenti ne’ vertici opposti concorrono in tre punti della curva, situati in linea retta. 


*} PONCHLBT, Analyse des transversales, p. 132. 

**) Pascal, Essai pour les coniques in Oeuvres de Blaise Pascal, A La Haye. Chez 
Detune 1779, t. 4, p. 1-7. — Cfr. anche: Wbissbnborn, Die Projection in der Ebene, Berlin, 
Weidmannsche Bnchhandlung 1862. Varrede p. VIII-XVII. [Einleiiiiny] 

***) Brianchon, Journal de I’Ecole Poly technique, cah. 13, pag. 301, Paris 1806. \Einleitung\ 
t) Maclaubin, 1 . c. p. 237. 
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Art. X. 

Generazione (lelle linee piane. 


46. Abbiamo gia detto altrove (41) cbiamarsi fascia d’ordine n il sistema delle 
curve d’ordine n, in numero infinite, che passano per gli stessi punti: cioe un fascia 
e una forma geometrica, ogni elemento della quale e una curva d’ ordine n passante 


per — 1 punti dati, eppero anche per altri — — 

2i 2i 


punti fissi. 


Ogni curva del fascio e completamente individuata da un punto preso ad arbitrio, 
pel quale essa debba passare. Se questo punto si prende in una retta passante per 
un punto della lase ed infinitainente vicino a questo punto la curva sara individuata 
dalla sua tangente nel punto della base. Cioe, se per un punto della lase del fascio 
si conduce una retta ad arbitrio, vi e una curva del fascio (ed una sola) cbe tocca 
quella retta in quel punto. Od anche: se consideriamo la Stella formata da tutte le 
rette passanti pel punfo-lase, e assumiamo come corrispondenti una curva qualunque 
del fascio ed il raggio della stella che tocca la curva nel punto-base, potremo dire 
che ad ogni curva del fascio corrisponde un raggio della stella, e reciprocamente ad 
ogni raggio della stella corrisponde una curva del fascio: cioe la stella ed il fascio 
di curve sono due forme geometriche projettive. 

Considerando due punti-base e le stelle di cui essi sono i centri, e riguardando 
come corrispondenti il raggio dell’ una ed il raggio dell’ ultra stella, che toccano una 
stessa curva del fascio ne’ punti-base, e manifesto che le due stelle sono projettive. 
Dunque le steUe, i cui centri sono gli punti-base, sono tutte projettive fra loro ed 
al fascio di curve. 

Cio premesso, per rapporto anarmonico di quaUro curve d’un fascio intenderemo 
il rapporto anarmonico de’ quattro corrispondenti raggi di una stella projettiva al fascio. 

47. Se due punti-base sono infinitamente vicini, cioe se le curve del fascio si toc- 
cano fra loro in un punto « e sia A la tangente comune, tutte quelle curve avranno 
in a due punti consecutivi comuni colla retta A. Quindi, fra le curve medesime, se 
ne potra determinate una che passi per un terzo punto successive di A, cio6 che 
abbia in a un contatto tripunto con A. E condotta per a una retta B ad arbitrio, 
si potra anche determinate una curva del fascio che passi pel punto di B successivo 
ad a; la qual curva avra per conseguenza due punti coincidenti in a , in comune con 
qualunque altra retta passante per a (31). Dunque: fra tutte le curve di un fascio, 
che si tocchino in un punto a, ve n’ha una per la quale a e un flesso e ve n’ha 
un’ altra per la quale a e un punto doppio. 
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48. Puo accadere che iin punto-base a sia un punto doppio per tutte le curve del 
fascio ; nel qual caso, quel punto equivale a quattro intersezioni di due qualunque delle 
curve del fascio (32), eppero i rimanenti punti-base saranno — 4. Allora e mani- 
festo che le coppie di tangenti alle singole curve nel loro punto doppio coniune for- 
mano un’ involuzione quadratica: questa ha due raggi doppi, eppero vi sono due curve 
nel fascio, per le quali a e una cuspide. 

Se tutte le curve del fascio hanno, nel punto doppio a , una tangente comune, qua- 
lunque retta condotta per a e considerata come seconda tangente determina una curva 
del fascio. Dunque, in questo caso, vi sara una sola curva per la quale a sia una cuspi de. 

Se tutte le curve del fascio hanno, nel punto doppio a, entrambe le tangenti A, A' 
eomuni, potrerao determinare una di quelle curve per mode che una retta passante 
per a e diversa da A, A', abbia ivi colla curva tre punti comuni. Dunque (31), nel 
caso che si considera, vi e una curva nel fascio, per la quale a e un punto triple. 
Cio vale anche quando le rette A, A' coincidano, cioe tutte le curve del fascio abbiano 
in a una cuspide, colla tangente comune. 

Analogamente : se a e un punto (r)^'^'’ per tutte le curve del fascio, e se queste 
hanno ivi le r tangenti comuni, v’ ha una curva del fascio, per la quale a b un punto 
mnitipio secondo r-j-l- 

49. Se le curve d’ordine n, di un dato fascio, sono segate da una trasversale arbi- 
traria, le intersezioni di questa con ciascuna curva formano un gruppo di n punti ; e 
gli infiniti gruppi analoghi, detenninati dalle infinite curve del fascio, costituiscono 
un’ involuzione di grado n. *) Infatti, per un punto qualunque i della trasversale passa 
una sola curva del fascio, la quale incontra la trasversale medesima negli altri n — 1 
punti del gruppo a cui appartiene i. Ciascun gruppo e dunque determinate da uno 
qualunque de’ suoi punti; cio che costituisce preeisamente il earattere dell’ involu- 
zione (21). 

L’ involuzione di cui si tratta ha ‘2{n — 1) punti doppi (22); dunque: 

Fm le curse d’ordine n, d’un fascio, ve ne sono 2 (» — 1) che toceano una retta data. 

E evidente che un fascio d’ ordine n € 1’ involuzione di grado n , ch’ esso determina 
sopra una data retta, sono due forme geometriche projettive: cioe il rapporto anar- 
monico di quattro curve del fascio ed il rapporto anarmonieo de’ quattro gruppi di 
punti, in cui esse seuano la retta data, sono eguali. 


*) L’ importante taorema sull’ involuzione dei gruppi di punti in cui una trasversale in- 
contra pin curve d’ua fascio k stato enunciate in tutta la sua generality da Poncelet (Gomptes 
rendus, 8 mai 1843,- p. 953). Stokm aveva dimostrato quel teorema per le coniche: Mimoire 
sur Us lignes iu second ordre (Annales de Gbesonnb, 1. 17, Nismes 1826-27, p. 180). 
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Due fasci di curve si diranno projettivi quando siano rispettivamente projettivi a 
due stelle projettive fra loro; ossia quando le curve de’ due fasci si corrispondaao 
fra loro ad una ad una. Evidentemente i rapporti anarmonici di quattro curve dell’ un 
fascio e delle quattro corrispondenti curve dell’ altro sono eguali. E le involuzioni, che 
due fasci projettivi determinano su di una stessa trasversale o su di due trasversali 
distinte, sono projettive. 

50. Siano dati due fasci projettivi, I’uno d’ordine n, I’altro d’ordine n di qual 
ordine e il luogo delle intersezioni di due curve corrispondenti? Con una trasversale 
arbitraria sego entrambi i fasci: ottengo cosi due involuzioni projettive, Tuna di grade «, 
I’altra di grado n' . Queste involuzioni banno n-\~n' punti comuni (24, b); cioe, nella 
trasversale vi sono n-\-n' punti, per ciascuno de’ quali passano due curve corrispon- 
denti de’ due fasci, eppero n-\-n' punti del luogo ricbiesto. Questo luogo e dunque 
una curva C„ 4 .„r d’ordine w-j-w'*). Essa passa per tutt’i punti-base de’ due fasci, 
poicbe uno qualunque di questi punti giace su tutte le curve di un fascio e sopra una 
curva deir altro **). 

(a) La curva risultante dell’ ordine n-\-n' pub talvolta decomporsi in linee d’ ordine 
inferiore. Cio avviene, per esempio, quando le curve corrispondenti de’ due fasci dati 
si incontrano costantemente sopra una curva d’ordine r<in-\-n . Allora gli altri punti 
d’ intersezione sono situati in una seconda curva dell’ ordine n-\-n' — r, che insieme 
colla precedente costituisce il luogo completo d’ ordine n -j- w', generate dai due fasci. 

(b) Questa decomposizione awiene anche quando i due fasci projettivi, supposti 
dello stesso ordine w, abbiano una curva comune e questa corrisponda a se mede- 
sima. Allora ogni punto di questa curva puo risguardarsi come comune a due curve 
corrispondenti; quindi il luogo delle intersezioni delle curve corrispondenti ne’ due 
fasci Sara, in questo caso, una curva dell’ ordine n. 

A questa proprieta si puo dare anche il seguente enunciate, nel quale tutte le curve 
nominate s’intendano dell’ ordine m: 

Se una curva H passa pei punti comuni a due curve U , V e pei punti eomuni a 
due altre curve U', V', anche i punti comuni alle curve U, U', insieme coi punti co- 
muni alle V, V', giaceranno tutti in una stessa curva K. 


*) Per questo metodo di determinare 1’ ordine di un luogo geometrico veggasi: Ponohuht, 
Analyse des transver sales, p. 29. 

'**) jG-EASSMANN, Die Mhere ProjecUvitiit in der Ebene {C'R'EiijjB t. 42, 1851, p. 202).} 
Chaslbs, Construction de la courbe du 8. ordre etc. Comptes rendus, 30 mai 1853). — Sur 
les eourbes du 4. et du 8. ordre etc. (Comptes rendus, 16 aout 1853). 

JoNQUifisRBS, Essai sur la g6niratlon des eourbes etc. Paris 1858, p. 6. 
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51. Segando, come dianzi, i clue fasci dati con una trasversale R, si ottengono due 
involuzioni projettive, e gli n — punti comuni ad esse sono le intersezioni di R colla 
curva C„+„. generata dalle intersezioni delle curve corrispondenti ne’ due fasci. Sup- 
poniamo ora che nella retta R vi sia un tal punto o, nel quale coincidano r interse- 
zioni di tutte le curve del primo fascio ed >■' intersezioni di tutte quelle del secondo 
con R: ma una certa curva C,. del primo fascio abbia r-{-s punti comuni con R riu- 
niti in 0 , e questo punto rappresenti anche r'-f s' intersezioni di R colla curva C„. 
del secondo fascio, corrispondente a . In virtu di proposizioni gia esposte (24, c, d), 
in 0 coincideranno od r-j-r'-|-s' (secondo che od s>s'[*’]) punti 

comuni alia retta R ed alia curva C„+„.. 

Questo teorema generale da luogo a numerosi corollari; qui ci limitiamo ad esporre 
quelli, di eui avremo bisogno in seguito. 

(a) Sia 0 un punto-base del primo fascio; C„. la curva del secondo, che passa per o; 
C„ ia corrispondente curva del primo fascio, ed R la tangente a C„ in o. Applicando 
a questa retta il teorema generale, col porre r—1, r'=0, s=l, s'=l, troviamo 
che essa e anche la tangente a 0„+„. in o. 

(b) Le curve del primo fascio passino per o ed ivi abbiano una tangente comune ; 
allora fra esse ve n’ ha una C„ , che ha un punto doppio in o (47). Se la corrispon- 
dente curva On' del secondo fascio passa per o , il teorema generale applicato ad una 
retta (lualunque condotta per o(r=l , r'=0, s=l, s'=l) mostra ch’essa incontra 

in due punti riuniti in o; cioe questo punto e doppio per C„ 4 .„. . 

(c) Nella ipotesi (b), se C„. ha in o un punto multiple e si applica il teorema ge- 

nerale ad una delle due tangent! in o a C„(r=l , r'=0, s—2, s'> 1), troviamo che 
questa retta ha tre punti comuni con riuniti in o; dunque questa curva ha in 

comune con non solo il punto doppio o, ma anche le relative tangenti. 

(d) Fatta ancora 1’ ipotesi (b), se R, tangente comune alle curve del primo fascio 
in 0 , e anche una delle tangenti ai due rami di 0,»(r=2 , r'=0, s=l , s'— 1), essa 
Sara tangente ad uno de’ due rami di C„+„. . 

(e) E se, oltre a cio, la seconda tangente di 0„ in o toeca ivi anche G„., applicando 
a questa retta il teorema generale (r=I , r'=0, s==2, s’ = 2), troviamo ch’essa e 
la tangente del secondo ramo di G„+„.. Donde segue che, se G„ ha in o le due tan- 
genti coincident! colla retta R, tangente comune alle curve del primo fascio, e se 
questa retta tocca nel medesimo punto anche G^', la curva G,^^. avra in o una cuspide 
colla tangente R. 

(t) Due curve corrispondenti G« , G„. passino uno stesso numero i di volte per un 
punto 0 . Se R e una retta condotta ad arbitrio per o , si ricava dal teorema generale 
(r— r'=0, s=s'=*) che in o coincidono i intersezioni di G„+„. con R, cioe n e un 
punto multiplo secondo i per la curva G,^^. . 
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(g) Se C„ passa i volte e C„. un maggior numero i’ di volte per o, questo punto 
e ancora multiplo secondo i per laoltre, se si considera uaa delle tangenti di 

in 0 , il teorema generate {r—r' — O, s=i-j- 1 , da i + 1 intersezioni di questa 

retta con Cn+n' riunite in o . Dunque le tangenti agli i rami di On toccano anehe gli 
i rami di 

Nello stesso modo si potrebbe dimostrare anche quanto e esposto nel n." seguente. 

52. Supponiamo ora cbe le basi de’ due fasci abbiano un punto comune a , il quale 

sia multiplo secondo r per le curve del primo fascio e multiplo secondo r per le curve 
del secondo. Ogni curva del primo fascio ha in a un gruppo di r tangenti : gli ana- 
loghi gruppi corrispondenti alle varie curve del fascio medesimo formano un’involu- 
zione di grado r . Similmente avremo un’ involuzione di grado r formata dalle tangenti 
in a alle curve del secondo fascio. Le due involuzioni hanno r -j- »•' raggi comuni (24, b), 
ciascuno de’ quali toccando in a due curve corrispondenti de’ due fasci, tocca ivi anche 
la curva Laonde questa curva ha r-\-r' rami passanti per a, e le tangenti a 

questi rami sono i raggi comuni alle due involuzioni. 

(a) Da cio segue che, se tutte le curve d’ uno stesso fascio hanno alcuna tangente 
comune in a , questa e anche una tangente di C„+„. . Supposto che tutte le r tangenti 
in a siano comuni alle curve del primo fascio, eppero siano tangenti anche alia curva 
d’ordine w-j-w', le rimanenti r' tangenti di questa sono evidentemente le r' tangenti 
di quella curva C„. del secondo fascio, che corrisponde alia curva C„ del primo fascio, 
dotata di un punto multiplo secondo r -j- 1 in a (48) *). 

53. L’ importante teorema (50) conduce naturalmente a porre questa quistione : 

Dati quanti punti sono necessari per determinate una curva dell’ordine n-\-n, 

formare due fasci projettivi, I’uno dell’ordine n, I’altro dell’ordine n' , i quali, colle 
mutue intersezioni delle curve corrispondenti, generino la curva richiesta. 

Ove questo problema sia risoluto, ne conseguira immediatamente che ogni curva 
data d’ordine n-{-n pub essere generata dalle mutue intersezioni delle curve corrispon- 
denfi di due fasci projettivi degli ordini n ed ri. [®®] 

La soluzione di quel problema fondamentale dipende da alcuni teoremi dovuti ai 
signori Chasles e JoNQxnhRBS, che ora ci proponiamo di esporre. I quali teoremi pero 


*) 1 Se in entrambi i fasci le enrre (d’ uno stesso fascio) hanno le stesse tangenti in a , e 
se inoltre si corrispondono fra loro le due curve per le quali a risp. (r-f-l)'’'", , in 

tal caso a fe multiplo secondo r-j-r'-J-l per la curva Cn-i-n.'. Le tangenti di questa in a sono 
allora i raggi uniti di due involuzioni projettive, di gradi r+1 , r' + l, nelle quali si corri- 
spondono le tangenti alle due curve per le quali a h (r-f- 1)?’'“, (r’-j-l)'''’ , e si corrispondono 
pure i due gruppi di tangenti comuni ai quaH sia aggiunta una retta arbitraria, e questa poi 
venga tolta dai raggi uniti. j 
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risguardano soltanto le curve d'ordine n-j-n'^2, poiche, per quelle del second’ ordine, 
basta la proposizione dimostrata al n. 50, come si vedra fra poco (59). Ci sia dunque 
lecito supporre n-f-n' non minore di 3. 

54. Sopra una curva d’ordine n-{-n si suppongano presi n" punti formanti 
la base d’unfascio d’ordine h, e ritengasi in primo luogo n'^n\ Siano C^, due 
cuiTe di questo fascio. Siccome delle n[n~\-n) intersezioni delle curve 
ne sono situate in C'„, cos'i (44) le altre mi saranno sopra una curva C„- d’ordine n', 

la quale e determinata [®“], perche, essendo n'i>n , si ha 


3) 

2 


*). Analogamente; siccome delle n(w + ^') 


intersezioni di C„+„- , C'„ ve ne 


sono sopra Ca, cosi le altre mi saranno in una curva G'„' d’ordine n. 

I due luoghi d’ordine n-^n', Ca-fCV e C'„-{-C„. si segano in (n + nf punti, 
de’ quali n~-^ 2 n}i—n(n^' 2 n') sono situati in Ca+n'. Quindi, siccome w(w + 2 

Li^} ~r ^ , 3 ) — 2 **), cosi (41).anche le altre n'^ intersezioni di que’ due 

2i 


luoghi, ossia gli n '^ punti comuni a C„-,C'„., giacciono in e formano la base 
d’un fascio d’ordine Cosi abbiamo sopra Cn+a. due sistemi di punti: I’uno di m* 
punti, base d’un fascio d’ordine n; I’altro di m'* punti, base d’un secondo fascio 
d’ordine n'. Ogni curva G„ del primo fascio sega C„+a. in altri nn' punti, che determi- 
nano una curva On- del secondo fascio ; e viceversa, questa curva determina la prima. 
Dunque i due fasci sono projettivi e le intersezioni delle curve corrispondenti C„, Ca- 
sono tutte situate sopra C„+a'- 

(a) In secondo luogo, si supponga n^n'. Ogni curva C„, condotta per gli vi punti 
di 0„+a-, Sega questa curva in altri nn' punti, i quali, in questo caso, non sono in- 

dipendenti fra loro, perche ogni curva d’ordine n' condotta per mi — 

di questi punti passa anche per tutti gli altri (41, 42). Dunque, assumendo ad arbi- 


irio altri 


. id -f- 3) 


nn — 


{n — 1) {n — 2]\ (d — {d — n-]-2) 


quest! 


; «'(»' + 3) + (h — 1) (w— 2) 


punti, tutti 


punti giaceranno in una curva C„- d’ordine n'. Quei 


punti addizionali siano presi sulla curva data C„+... 


*) Per Jt=2, m'= 1, si ha «= — in ogni altro caso 6 n > — (f - . 

z 2 

**) Se » = 2, n’=l, si ha n{n + 2 n ) ^ <» + «' + 3) 

(w-f «y-l-w(w-Pw’) + w'(w— w')^ (»+n')S-{-3(7i-i-w')-2 

-r j g p. - . 
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Analogamente: un’altra curva C',^, del fascio d’ordine n, sega in nn 'pu.nti 


(oltre gli punti-base) e questi insieme agli 


{n' ' 


■ 1) (n' — n + 2) 


punti ad- 


dizionali suddetti determineranno una curva d’ordine 

I due luogM d'ordine n-\-n\ C«+C'„» e hanno in comune {n-]-ny punti, 

de quail rr-y2nn ^ sono in Ma questo numero e 

. (ny-n) (n-{-n' -\-3) ^ , {n-\-n){n-yn' ^-3) 

eguale a ^ — 1 -\-{n — 1) {n — 2) eppero > ^ ^ — - 


1 ; 


dunque (41) le rimanenti 


{n' — n-\-l)(n' — n-{-2) , 


intersezioni di C„' , C'n* sono 


anch’esse in ed insieme ai punti addizionali costituiscono la base d’un fascio 

d’ordine n\ Cosi, ancbe in questo case, abbiamo in due sistemi di punti, costi- 

tuenti le basi di due fasci, degli ordini n,n. I due fasci sono projettivi, percbe ogni 
curva dell’uno determina una curva dell’altro e reciprocamente. Inoltre le curve cor- 
rispondenti si segano costantemente in punti appartenenti alia data 

(b) Questo teorema mostra in qual modo, data una curva d’ordine n-\-n' ed in essa 
i punti-base d’un fascio d’ordine n, si possano determinare i punti-base d’un secondo 
fascio d’ordine n\ projettivo al primo, talmente che i due fasci, colie intersezioni delle 
curve corrispondenti, generino la curva data. Eimane a scoprire come si determinino, 
sopra una curva data d’ordine n-\-n\ gli punti-base d’un fascio di curve d’ordine n. 
55. In primo luogo osserviamo che dal teorema di Cayley (44) si ricava: 


Se una curva d’ordine n-yn' contiene n^- 


(n — n — 1) (n- 


-n 


■2) 


intersezioni 


di due curve d’ordine n, essa contiene anche tutte le altre. Ossia: 


Quando 


{n — n' — 1) {n~ 


-n 


-2) 


punti-base d’un fascio d’ordine giacciono 


in una curva d’ordine + questa contiene anche tutti gli altri. 

II qual teorema suppone manifestamente n — n — 2>0 ossia n'^n-\-2, Sia 
dunque n>w'+2 e supponiamo che sopra una data curva d’ordine si vogliano 

prendere punti costituenti la base d’un fascio d’ordine n, Affinche la curva data 


^2 — 1) — 2) 


Gioe 


contenga gli punti-base, basta che ne contenga 
devono essere sodisfatte altrettante condizioni. 

'yi (yi [ 3 ^ 

Ora, astraendo dalla curva data, gli punti-base sono determinati da ^ — 1 

2i 


*) Chasles, Deux iMorhmes g^n^aux sur les courbes ef les surfaces g€om€trtques de tons les 
ordres (Comptes rendus, 28 d^eembre 1857). 


CremoTia^ tomo I. 


24 
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fra essi. e siccome per detenninare im punto sono necessarie due condizioni, cosi per 
deterniinare tutta la base del fascio abbisognerebbero n{n-j-'S) — 2 condizioni. Ma 
volendo soltanto cbe i punti-base siano nella curva data, non si lianno da sodisfare 

- 1 . . ..t ” 2) quindi rimarranno n (n -f 3) — 2 — 4- 


ehe n~ 


(h - h'— 1) {n — — 2) _ (h — -f 3(m-!-w') — 2 


condizioni libere, cioe d’altret- 


tanti elemehti si puo disporre ad arbitrio. Siccome un punto cbe debba giacere sopra 
ima data curva e deterininato da una sola condizione, cosi potremo prendere, ad arbitrio, 


nella curva data 


w) ^ punti, per formare la base del fascio d’ordine w. 


Nell’altro caso poi, in cui sia n^w'H-2, perche gU punti-base siano nella 
curva data, occorrono condizioni; quindi, ragionando come dianzi, rimarranno 
« _j_ 3) _ 2 — w- = 3 K — 2 condizioni libere. Dunque : 

Qiiando in una curva data dd or dine w-fw' si vogliono deterniinare n- punti costi- 
tuenti la base cVim fascio d’ordine n, si possono prendere ad arbitrio nella curva 

omiero 3« — 2 punti, secmdo che sia n'^n' -{-2 , ovvero 

«^K'-f2*). [®i] 

Dai due teoremi ora dimostrati (54, 55) risulta che una curva qualunque d’ ordine m, 
puo essere generata, in infinite maniere diverse, raediante due fasci projettivi, i cui 
ordini n,n' diano una somma n-\-n=^m. 

56. Trovato cosi il numero de’ punti che si possono prendere ad arbitrio sopra una 
data curva d’ordine w, per costituire la base d’un fascio d’ordine n<Cm, rimane de- 
terminate anche il numero de’ punti che non sono arbitrari, ma che e d’uopo indivi- 
duare, per rendere complete le basi de’ due fasci generator!. Ed invero: se il numero 
m h diviso in due parti n,n', queste o saranno disuguali, o uguali. Siano dapprima 
disuguali, ed wla maggiore. 

r, j.* t.*i. » \ (n — nf 3 {n — [— w) — 2 _ , , 

Se -f-2, il numero de punti arbitrari e ’ — . Ma le 


basi de’ due fasci sono rispettivamente determinate da 




punti; dunque il numero de’ punti ineogniti e 

n (» -|- 3) [n -f- 3) „ (w — «')* Z{n-\~n') — 2 

_ - : 


■ nn — 1 . 


^ Chasles, Determination du nmrdyre de points qu^on peat prendre etc. (Comptes rendns, 
21 septembre 1857)* 
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Se w=w'-|-2, owero w=«'-j-l, il numero de’ punti arbitrari e 3 m — 2, quindi 

* i.* * ^ ”1~ ~i~ ^ n /rt ft 

1 punti incogniti saranno — ^ i — - — 2 — {3 m — 2) = mm — 1. 

Quando n ed n' siano uguali, il numero de’ punti arbitrari, che si possono prendere 

nel formare la base del prime fascio, e 3 m — 2; ma, determinata questa base, si puo 

ancora prendere un punto (addizionale) ad arbitrio nel formare la base del secondo 

fascio: come risulta dal n. 54, nel quale il numero de’ punti addizionali arbitrari 

(m' — M-|-1)(m' — M- j-2) ' • * in •! j 1 4.- 

per n—n diviene appunto = 1 . Dunque il numero de punti 

* 'j.' ' M (m — |~ 3) M (m -|“ 3) _ 1 t t 

incogniti e ^ ^ ^ — q — (3 m — 2) — 1 —nn — 1 . 

ji 

Alio stesso risultato si arriva anche partendo da quello de’ due numeri n,n', che 
si suppone minore. Sia m<Cm'. Allora, nel formare la base del fascio d’ordine n si 
ponno prendere 3 m — 2 punti arbitrari; fissata questa base, si possono ancora prendere 

^ ^ punti arbitrari nella base del secondo fascio; quindi i punti 
. z 

incogniti nelle due basi sono in numero 
n{n-\-d)-{-n'{n' -\-2) 

2 

Concludiamo adunque che, nel formare le basi de^ due fasci d’ordini n,nl , genera- 
tori d’una curva d’ordine n-\-n', v’ha sempre un numero nn! — 1 di punti che non 
sono arbiirari, ma che bisogna determinare mediante gli dementi che individuano la 
curva. 

j j.* M ) (w — (- M — (— 3) , . . T • If 

57. Siano dati ^ ^ — - punti, pei quali si vuol far passare una curva 

z 

d’ordine m + m': cioe si vogliano determinare due fasci d’ordini m,m', projettivi, in 
modo che il luogo delle intersezioni delle curve corrispondenti sia la curva d’ordine 
m+m' determinata dai punti dati. 

Siceome fra gli .i ) — 2 punti, che individuano le basi de’ due 

z 


z 


fasci, ve ne sono nn ' — 1 che non si ponno prendere ad arbitrio, cosi non si potranno 

far entrare nelle due basi che — — 2 — (mm — 1) punti, seelti ad 

arbitrio fra i dati. Di questi rimangono cosi 2mm’-|-1 liberi. Affinche la curva richiesta 
passi anche per essi, le curve del primo fascio condotte rispettivamente per quei 
2mm' +1 punti dovranno corrispondere projettivamente alle curve del secondo fascio 
condotte per gli stessi punti. E siccome nello stabilire la projettivit^ di due forme si 
possono assumere ad arbitrio tre coppie di elementi corrispondenti (8), dopo di che. 
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ad ogai quarto eiemento della prima forma corrisponde im quarto elemeuto della se- 
conda, determinate dall’ eguaglianza de’ rapporti anarmonici; cost la corrispondenza 
projettiva di quelle 2nw'-4-i eoppie di curve somministrera (2MK'-f-l) — 3=2(wre' — 1) 
condizioni: 11 qual numero e appunto necessario e sufficiente per determinare gli nri — 1 
punti incogniti*). 

5S. II problema suenunciato (53) ammette different! soluzioni, non solo a cagione 
della molteplice divisibilita del numero esprimente Tordine della curva domandata in 
due parti n, n', ma anche pei diversi modi con cui si potranno distribuire fra le basi 
de’ due fasci geueratori i punti che si assumono ad arbitrio (e quindi anche i punti 
incogniti). 

Da cib che si e detto al n. 56 risulta ehe; 

Qaando vogUmsi formare sopra tma cwva d’ordine le basi di due fasci gene- 

ratori d'ordini n, n\ se n , n' sono disuguali, si potranno attribuire al solo fascio d’ordine 
superiore futt’i punti che e lecito assimere ad arbitrio; e se n=n', si possono attribuire 
ad lino de' fasci, al piu, tutt’ i punti arbitrari meno uno **). 

Aht. XI. 

Costruzione delle curve di second’ ordine. 

59. Se nel teorema (50) si pone n=n'=l, si ha: 

Date due stelle projettive, i cui centri siano i punti o,o', il luogo del punto d’inter- 
sezione di due raggi corrispondenti e una curva di second’ ordine passante pei punti o,o' . 

Eeciprocaiaente: siano o,o' due punti fissati ad arbitrio sopra una curva di se- 
cond ordine; m un punto variabile della medesima. Movendosi m suUa curva, i raggi 
om,dm generano due stelle projettive. Quando m e infinitamente vicino ad o, il raggio 
om diviene tangente alia curva in o; dunque la tangente in o e quel raggio della prima 
Stella, che corrisponde alia retta o'o considerata come appartenente alia seconda stella. 

Da cio scende imraediata la costruzione della curva di second’ ordine, della quale 
siano dati cinque punti abcoo'. Si assumano due di essi, oo’, come centri di due stelle 
projettive, nelle quali (cja , o a), (ob , o'b ) , (pc , o'c) siano tre eoppie di raggi eorrispon- 
denti. Qualunque altro punto della curva sara I’intersezione di due raggi corrispondenti 
di queste stelle (3). Del resto, quests costruzione coincide con quella che si deduce dal 
teorema di PascaIj (45, c). La qual costruzione si applies, senza modificazioni, anche 


•j JoNQuiiiRBs, Essai s^^r la gendraiion des courbes etc. p. 13-14. 
***) Chasu^, DMerminaimn du nombre de points etc, c, s. 
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al caso in cui due de’ punti dati siano infinitamente vicini sopra iina retta data, ossia 
in altre parole, al caso in cui la curva richiesta debba passare per quattro punti dati 
ed in uno di questi toccare una retta data; ece. 

Se nelle due stelle projettive, i cui centri sono o,o', la retta oo' corrisponde a se 
medesima, ogni punto di essa e comune a due raggi corrispondenti (sovrapposti), eppero 
quella retta e parte del luogo di second’ ordine generate dalle due stelle projettive. 
Dunque questo luogo e composto della oo' e di un’altra retta, la quale conterra le 
intersezioni de’ raggi corrispondenti delle due stelle (50, b). 

60. Date due punteggiate projettive A, A', di qual classe e la curva inviluppata 
dalla retta cbe unisce due punti corrispondenti? ossia, quante di tali rette passano per 
un punto arbitrario o ? Consideriamo le due stelle cbe si ottengono unendo o ai punti 
della retta A ed ai corrispondenti punti di A': tali stelle sono projettive alle due pun- 
teggiate, eppero projettive tra loro. Ogni retta cbe unisca due punti corrispondenti 
di A , A' e passi per o, e evidentemente un raggio comune delle due stelle, cioe un 
raggio cbe coincide col proprio corrispondente. Ma due stelle projettive concentricbe 
banno due raggi comuni (10); dunque per o passano due rette, ciascuna delle quali e 
una tangente dell’ inviluppo di cui si tratta. Per conseguenza quest’ inviluppo e di se- 
conda classe. 

II punto comune alle due rette date si cbiami p o g , secondo cbe si consideri come 
appartenente alia prima o alia seconda punteggiata ; e siano p' ,g i punti corrispon- 
denti a g'. Le rette pp' (A.) e qq' (A) saranno tangenti alia curva di seconda classe; 
dunque questa e tangente alle rette date. 

Eeciprocam enter due tangenti fisse qualunque A, A' di una curva di seconda classe 
sono incontrate da una tangente variabile M della stessa curva in punti a , a' cbe for- 
mano due punteggiate projettive. Quando M e prossima a confondersi con A , a e il 
punto in cui A tocca la curva; dunque A tocca la curva nel punto q corrispondente 
al punto q' di A', ove questa retta e segata da A. 

Di qui si deduce la costruzione, per tangenti, della curva di seconda classe deter- 
minata da cinque tangenti. Due di queste sono incontrate dalle altre tre in tre coppie 
di punti, i quali, assunti come corrispondenti, individuano due punteggiate projettive. 
Qualunque altra tangente della curva richiesta sara determinata da due punti corri- 
spondenti di queste punteggiate. 

Se nelle due rette punteggiate projettive A, A', il punto di segamento delle due 
rette corrisponde a se medesimo, ogni retta condotta per esso unisce due punti corri- 
spondenti (coincidenti); laonde quel punto b parte dell’ inviluppo di seconda classe ge- 
nerate dalle due punteggiate. Gioe quest’ inviluppo sara composto del detto punto e 
di un secondo punto, pel quale passeranno tutte le rette congiungenti due punti cor- 
rispondenti delle punteggiate date (3). 
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61. Da un punto qualimque di una curva di seconda classe non pud condui-si alcuna 
retta a toccare altrove la curva (30), doe una retta che tocchi la curva in iin punto 
non pud incontrarla in alcun altro punto. Dunque una curva di seconda classe e anche 
di second’ ordine. 

Analogamente si dimostra che una curva di second’ordine e anche di seconda classe. 
V’ ha dunque identita fra le curve di second’ ordine e quelle di seconda classe : a patto 
pero che si considerino curve sentplid. Perche il sistema di due rette e bensi un luogo 
di second’ ordine, ma non gia una linea di seconda classe; e cosi pure, il sistema di 
due punti e un inviluppo di seconda classe, senz’ essere un luogo di second ordine. 

Le curve di second’ ordine e seconda classe si designano ordinariamente col nome 
di conkke, 

62. Dal teorema (59) risulta che, se abed sono quattro punti dati di una conica 
ed m un punto variabile della niedesima, il rapporto anarmonico de’ quattro raggi 
m{a,h,c,d) e costante, epperb egnale a quello delle rette a{a,b,G,d), ove aa 
esprime la retta che tocca la conica in a. 

Reciprocamente : dati quattro punti abed, il luogo di un punto m, tale che il rap- 
porto anarmonico delle rette m{a,b,c,d) abbia un valore dato I, e una conica pas- 
sante per abed, la quale si costruisce assai facilmente. Infatti: se s’indica con aa una 
retta condotta per a e tale che il rapporto anarmonico delle quattro rette a{a,b,c,d) 
sia eguale a X, la conica richiesta sara individuata dal dover passare per abed e toc- 
care in a la retta aa. 

Il luogo geometrico qui considerato conduce alia soluzione del seguente problema: 

Date cinque rette o' {a', V, 6, d', e) concorrenti in un punto o' e dati cinque punti 
obcfie, trovare un punto o tale che il fascio di cinque rette o(a,b,e,d,e) sia projet- 
tivo al fascio analogo o' (a', i', c', d', e). 

S’ imagini la conica luogo di un punto m tale che i due fasci m (a, b, c, d), o' {a', b', c', d) 
abbiano lo stesso rapporto anarmonico. E similmente si imagini la conica luogo di un 
punto « tale che i due fasci n{a,l,c,e), o'{a',b',c',e) abbiano lo stesso rapporto anar- 
monico. La prima conica passa pei punti abed; la seconda per obce; entrambe poi sono 
pienamente individuate. 

Ora, siecome il richiesto punto o dee possedere si la proprieta del punto m che 
quella del punto n, cosi esso sara situate in entrambe le coniche. Queste hanno tre 
punti comuai obc dati a priori; dunque la quanta loro intersezione sara il punto do- 
mandato. Questo panto si costruisce senza previamente deserivere le due curve; come 
si mostreiA qui appresso. 

63. Le coniche pa^anti per gli stessi quattro punti dbco formano un fascio di 
second’ ordine. Fra quelle coniche ve ne sono tre, ciascuna delle quali e il sistema di 
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due rette: esse sono le tre coppie de’ lati opposti {be, ao), [ca, ho ) , {ah, co) del quadran- 
golo completo a ciii sono drcoscritte tutte le coniclie proposte. 

Se per un vertice del quadrangolo, ex. gr. per a, si conduce un’ arbitraria trasver- 
sale A, essa sega ciascuna conica del fascio in un punto. Viceversa ogni punto della 
trasversale individua una conica del fascio, che viene ad essere determinata dal detto 
punto e dai quattro dati abco. Dunque il fascio di coniche e la punteggiata ch’esse 
segano sulla trasversale A sono due forme geometriche projettive: in altre parole, 
il rapporto anarmonico de’ quattro punti in cui quattro date coniche del fascio segano 
una trasversale condotta per un punto-base e costante, qualunque sia la direzione della 
trasversale e qualunque sia il punto-base; ed invero quel rapporto anarmonico e eguale 
a quello delle quattro coniche (46). 

Segue da cio, che due trasversali A, B condotte ad arbitrio per due punti-base a,h 
rispettivamente, incontreranno le coniche del fascio in punti formanti due punteggiate 
projettive: purche si assumano come corrispondenti que’ punti m,m' ove una stessa 
conica e incontrata dalle due trasversali. Si osservi inoltre che in queste due punteg- 
giate il punto d’ incontro delle due trasversali corrisponde a se stesso, perche la conica 
del fascio determinata da quel punto incontra ivi entrambe le trasversali. Per conse- 
guenza, ogni retta mm' che unisca due punti corrispondenti delle punteggiate passa 
per un punto fisso i (3 , 60). Ogni retta condotta per i seghera le due trasversali A, B 
in due punti situati in una stessa conica del fascio. Dunque: la retta co (che insieme 
ad ah costituisce una conica del fascio) passa per i ; il punto in cui A sega he ed il 
punto in cui B sega ao sono in linea retta con i ; e cosi pure, il punto in cui A sega bo 

ed il punto in cui B sega ac sono in una retta passante per i. 

64. Suppongasi ora che una conica sia individuata da cinque punti dati ahcdf\ ed 
una seconda conica sia individuata dai punti pur dati ahee'f- Lu due coniche hanno 
tre punti comuni a, h, c dati a ;priori; si vuol costruire il quarto punto comune o, senza 
descrivere attualmente le coniche. 

Si conducano le rette ad , he' e si chiamino rispettivamente A , B. La retta A in- 
contrera la seconda conica in un punto e che, in virtu del teorema di Pascal, si sa 
costruire senza delineare la curva. Cosi la retta B incontrera la prima conica in un 
punto d', Le rette dd' , ee' concorrano in un punto i. Sia m il punto comune alle rette A 

e be; ei m' quello ove si segano B ed im, Il punto o comune alle am! ed ic sara il 

richiesto. Questa costruzione e pienamente giustificata dalle cose esposte nel numero 
precedente *). 


*) Yeggasi anche: Schrotbr, Problematic geometrici ad superficiem secundi ordinis per 
data puncta constritendam spectantis solutio nova, Yratislavise 1862, p. 13. j Ed inoltre: Pon- 
CBLBT, Applicatiom d' analyse et de g^m^trie, tome 2, Paris 1864, p. 77. 5 
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A^r. XII. 

Costruzioae della curra di terz’ordine determiuata da nore punti. 

65. II teorema generale (50) per n — 2, n'—l, suona cosi: 

Data un fascia di coniehe, projettivo ad una siella data, il luogo de’ punti in cui i 
raggi della Stella segano le corrispondenti coniclie e una ciirm di ters’ordine (o culica) 
passante pei quattro punti comuni alle coniche e pel centra della stella. 

Se 0 e il centre della Stella, la tangente in o alia cnbica e il raggio corrispondente 
a quella conica (del fascio) che passa per o. 

Se a e uno de’ punti-base del fascio di coniche, la tangente in a alia cubica e la 
retta che nel punto medesimo tocca la conica corrispondente al raggio oa (51, a), 

I teoremi inversi del precedents si ricavano da quello del n.® 54: 

1. ® Fissati ad arbitrio in una cubica quattro punti ahed, ogni conica descritta per 
essi sega la cubica in due punti mm'; la retta mm' passa per un punto fisso o della 
cubica medesima. Le coniche per aied e le rette per o fonnano due fasci projettiyi. 
Il punto 0 dicesi opposto ai quattro punti dbed. 

2. ® Fissati ad arbitrio in una cubica tre punti ahe ed un altro punto o, ogni retta 
condotta per o sega la curva in due punti mm ' ; la conica descritta per dbemm’ passa 
per un altro punto fisso d della cubica. Le coniche per abed e le rette per o si cor- 
rispondono proiettivamente. 

66. Siano ora dati nove punti abedefghi e si voglia costruire la curva di terz’ordine 
da essi detenninata, mediants due fasci projettivi, I’uno di coniehe, I’altro di rette. 
Per formare le basi de’ due fasci sono necessari cinque punti: ma uno fra essi (57) 
non puo essere assunto ad arbitrio fra i punti dati, bensi solamente gli altri quattro. 

Secondo che il punto incognito si attribuisee al fascio di rette o al fascio di coniche* 
si hanno due diversi modi di costruire la curva di terz’ordine, i quali corrispondono 
ai due teoremi (65, 1.®, 2.®). Noi qui ci limitiamo al solo prime modo di costruzione, 
che h dovuto al sig. Chasles*). 


•) CmstmcHon. de la couri>e du 3. ordre d&ermin^ par neuf points (Comptes rendus, 30 

Boai 1B5S), 

Par alfara costmaioni dalle cubiche e della curve d’ordine superiora veggansi le eecellenti 
Memorie: JonquiIiri®, Esmi sur la g4n4ration des courbes g^omMriques etc. — HjErtenbeegbr, 
U^ber die Erssmgung geometriscJwr Ourmn (Giomale Grelle-Borchardt, t. 58, Berlino 1860, 
p. 54). — t Or. Grassmanh nel Giomale di Crelle, t. 31, 36, [42, 44], 52} [anni 1846, 1848, 1851, 
1852, 1856]. 
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Imaginiamo le cinque coniche circoscritte al quadrangolo abed e passanti rispetti- 
vamente per e, f, g, h, i. II sistema di queste cinque coniche si puo rappresentare co.1 
simbolo: 

{abed} {e,f,g,h,i). 

Si tratta dunque di trovare un punto o tale che il sistema di cinque rette 

o{e,f,g,k,i) 

sia projettivo al sistema delle cinque coniche. Siccome quest’ ultimo sistema e projet- 
tivo a quello delle tangent! alle coniche nel punto a (46), cosi 1’ attuale problema coin- 
cide con uno gia risoluto (62, 64). Determinato il punto o opposto ai quattro abed, sono 
determinati i fasci generator!; e con cio la quistione e risoluta. 

67. Suppongansi ora due cubiche individuate da due sistemi di nove punti, fra i 
quali ve ne siano quattro abed comuni alle due* curve. Queste si segheranno in altri 
cinque punti che individuano una conica. Questa conica puo essere costruita senza co- 
noscere quei cinque punti, cioe senza descrivere le due cubiche. 

Si consider! il fascio delle coniche circoscritte al quadrangolo abed\ una qualunque 
di esse sega la prima cubica in due punti m w e la seconda cubica in due altri punti m'n'. 
Le rette nrn , m'n incontrano nuovamente le cubiche in due punti fissi o , o' che sono 
gli opposti ai dati abed, rispetto alle due cubiche medesime. Variando la conica, le 
rette omn,o'm'n' generano due stelle projettive al fascio di coniche, eppero projettive 
fra loro. I raggi corrispondenti di queste stelle si segano in punti il cui luogo e una 
conica passante per o,o' ed anche pei cinque punti incogniti comuni alle due cubiche. 
Essa e dunque la conica domandata. 

(a) Di questa conica si conoscono gia due punti o , o' ; altri tre si possono dedurre 
dalle tre coppie di lati opposti del quadrangolo abed, considerate come coniche special! 
del fascio. Infatti; siano m,n \ punti in cui la prima cubica e incontrata nuovamente 
dalle rette be, ad', ed m' , n' quelli in cui queste medesime rette segano la seconda’ 
cubica. Le rette mn,mln' sono due raggi corrispondenti delle due stelle projettive, i 
cui centri sono o , o' ; dunque il loro punto comune appartiene alia conica richiesta. 
Analogamente dicasi delle altre due coppie di lati opposti {ea , bd) , {ab , ed). 

Di qui segue che, de’ nove punti comuni a due cubiche, cinque qualunque indivi- 
duano una conica la quale passa pel punto opposto agli altri quattro, rispetto a cia- 
scuna delle cubiche *). 

(b) Siano abed , a'b'e'd' otto punti comuni a due cubiche ; o , o' i punti opposti ai 
due sistemi abed , a'b'e'd' , rispetto alia prima cubica. La retta oo' sega questa cubica 
in un terzo punto x. Dalla definizione del punto opposto segue che le coniche indivi- 


*) PlUokee, Tkeorie der algeb. Curven, p. 56. 
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duate dai due sistemi abcdo ,a'h'c’d'o passano entrambe per x. Dunque a; e il nono 
punto comune alle due cubiche * **) ). 

(c) Se abed sono quattro punti di una cubica, il loro punto opposto o puo essere 
determinato cosi. Siano m,n i punti in cui la curva e incontrata dalle rette ab,cd; 
la retta mn seghera la curva medesima in o. Se i punti abed coincidono in un solo a, 
anche m , n coincidono nel punto ni in cui la cubica e segata dalla tangente in a ; ed 
0 diviene 1’ intersezione della curva colla tangente in ni. Dunque, se (39, b) m, si ebiama 
il iangemkde di « ed o il tangenziale di m ossia il secondo fangensiale di a, si avra: 

Se una eonica ha tin contatto quadripunfo con una cubica, la retta die unisce gli altri 
due punti di segamento passa pel secondo tangenziale del punto di contatto. 

Da cio segue immediatamente che: 

La conica avente un contatto cinquipunto con una cubica incontra questa sulla retta 
congiungente il punto di contatto al suo secondo tangenziale ). 

(d) Dai teoremi (&) e (c) si raccoglie cbe, se due cubiche hanno fra loro due contatti 
quadripunti ne’ punti a , a', il nono punto di intersezione « e in linea retta coi secondi 
tangenziali o,o' de’ punti di contatto a, a'. Se a, a' coincidono, anche o' coincide con 
0 ed j: e il suo tangenziale, cioe il terzo tangenziale di a; dunque: 

Tutte le cubiche aventi un contatto ottipunto con una data cubica in un medesimo 
punto, passano pel terzo tangenziale del punto di contatto***). 

(e) Il teorema (45, b) applicato ad una curva del terz’ ordine suona cosi: 

Se una cubica e segata da una curva dell’ordine n in 3m punti, i tangenziali di 
questi giacciono tutti in un’altra curva dell’ ordine n. 

Donde segue immediatamente (44): 

Le coniche aventi un contatto cinquipunto con una data cubica ne’ punti in cui 
questa e segata da una curva dell’ordine n, segano la cubica medesima in 3m punti 
situati in un’altra curva dell’ ordine w. 

Ed anche: 

Se una conica ha un contatto cinquipunto con una cubica in a e la sega in b, e se 
a' ,b' sono i tangenziali di a,b, un’altra conica avra colla cubica un contatto cinqui- 
punto in a' e la seghera in V. 

*) Hart, Construction by the ruler alone to determine the ninth point of intersection of two 
curves of the third degree (Cambridge and Dublin Mathematical Journal, vol. 6, Cambridge 
1851, p. 181). 

**) PoRCBUBT, Analyse des transversaJLes, p. 135. 

***) Salmon, On curves of the third order (Philosophical Transactions of the Eoyal Society, 
vol. 148, part 2, London 1859, p. 540). 
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TEORIA DELLE CURVE POLARI. 


Aet. XIIL 

Deflnizioiie e propriety fondamentali delle carve polari. 

68. Sia data una linea piana C„ deH’ordine n, e sia o un punto fissato ad arbitrio nel 
suo piano. Se intorno ad o si fa girare una trasversale cbe in una posizione qualunque 
segbi C„ in ra punti Uiao...®,,, il luogo de’ centri armonici, di grado r, del sistema 

a„ rispetto al polo o (11) sara una cum dell’ordine r, perche essa ha r punti 
sopra ogni trasversale condotta per o. Tale curva si dira polare (n — y)®**”*® del punto 
0 rispetto alia curva data (curva fondamentak) *). 

Cosi il punto o da origine ad n — 1 curve polari relative alia linea data. La prima 
pohre e una curva d’ordine n — 1 ; la seconda polare e deU’ordine n — 2 ; ecc. li ultima 
od (w — 1)“® polare, doe il luogo dei centri armonici di prime grado, e una retta **). 

69. I teoremi altrove dimostrati (Art. Ill), pei centri armonici di un sistema di n 
punti in linea retta, si traducono qui in altrettante proprieta delle curve polari relative 
alia curva data. 

(a) Il teorema (12) puo essere espresso cosi: semeun punto della polare (n — r)”*® 
di 0 , viceversa o e un punto della polare (r)™® di m ***). 

Ossia: 

U luogo di un polo, la eui polare (r)’”'" passi per un data punto o, e la polare (n—r)"'‘^ di o. 

Per esempio: la prima polare di o e il luogo de’ poll le rette polari de’ quali passano 
per o; la seconda polare di o e il luogo de’ poll le cui coniche polari passano per 
questo punto; ecc. 


*) Geassmann, Theorie der Gentralen (Giornale di Ceblle, t. 24, Berlino 1842, p. 262), 

**) n teorema relative ai centri armonici di primo grado 6 di Cotes; vedi Maclauein, 
1. c. p. 205. 

***) Bobillibe, ThAorimes sur Us polaires successives (Annales de Gbeoonnb, 1 . 19, Nismes 
1828-29, p. 305). 
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(b) Dal teorema (13) segue immediataraente che: 

Un polo qxicdsivoglid o hd let steBSd polctre d^ovdine s rispetto cctlcc dcttcc linea 
e rispetto ad ogni curva polare d^ordine piu alto, dello stesso punto o, considerata come 
curva fondamentale. 

Dunque: la seconda polare di o rispetto a e la prima polare di o relativa 
alia prima polare del punto stesso presa rispetto a 0^; la terza polare e la prima 
polare relativa alia seconda polare ed anche la seconda polare relativa alia prima po- 
lare; ecc, 

(c) II teorema (14) somministra il seguente: 

La polare (r)^" di un punto d rispetto alia polare (r)^^« di un aliro punto o {relativa 
a C„) coincide colla polare di o rispetto alia polare (/)^“ di o {relativa a C«) )» 

Questo teorema e, come apparira in seguito, fecondo di molte conseguenze. Ecco 
intanto una proprieta che emerge spontanea dal confrontarlo col teorema (69, a). 

(d) Supponiamo che la polare {rY^ di d rispetto alia polare (r)^^ di o passi per 
un punto m, ossia che la polare {rY^ di o rispetto alia polare {rj^^^ di d passi per w. 
Dal teorema (69, a) segue che la polare (^{n — rj — r ^ di m rispetto alia polare 

di passera per 0 , ossia chela polare {rY" di o' rispetto alia polare r) rj 
di m passa per o. Dunque: 

Se la polare (/)^« di d rispetto alia polare {r)^^ di o passa per m, la polare {rY"" 
di d rispetto alia polare in — f^rY^ di m passa per o, 

70. Tornando alia definizione (68), se il polo o e preso nella curva fondamentale, 
talche esso tenga luogo di uno degli n punti aia^..*ani il centre armonico di primo 
grado si confondera con o. Ma se la trasversale e tangente alia curva in o, due de punti 
aidz... ay, coincidono con o; onde, riuscendo indeterminate il centre armonico di primo 
grado, pub assumersi come tale un punto qualunque della trasversale (17). Questa e 
dunque, nel caso attuale, il luogo de’ centri armonici di primo grado; vale a dire: la 
retia polare di un punto della curva fondamentale e la tangente in guesfo punto. 

Quando il polo non giaccia nella curva fondamentale, ma la trasversale le sia tan- 
gente, due de’ punti . .. coincidono nel punto di contatto; eppero questo sara(16) 
un centre armonico di grado n — 1, ossia un punto della prima polare. Dunque: la prima 
poiare di un punto guedunque sega la curva fondamentale nd punti ove questa h toccata 
dalle rette tangenti che passano pel polo^ 

La prima polare e una curva deU’ordine n — 1, talche segher^ 0^ in n{n — 1) 


*) PlUcker, TJd}er ein Tieues Coordinaiensgstem (Giomale di Crejllb, t. 5, Berlino 1830, 
pag. 34). 
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punti. Donde s’inferisce che da un punto qualunque si possono condurre — 1) 
tangenti alia curva fondamentale *), ossia: 

Una curva dell’ or dine n e, in generale, della classe n(n — 1). 

71. Se il polo 0 e preso nella curva fondamentale, qualunque sia la trasversale 
condotta per o, una delle intersezioni aiOj ... a,» coincide con o medesimo; onde (17) o 
Sara un centre armonico, di ciascun grado, del sistema aia^.-.a^ rispetto al polo o. 
E cid torna a dire che tutte le polari di o dalla prima sino all’ {n — 1)““ passano per 
questo punto. 

Ma v’ ha di piu. Se la trasversale e tangente a C„ in o, in questo sono riuniti due 
punti a, quindi anche (17) due centri armonici di grado qualunque; cioe la curva fon- 
damentale e toccata in o da tutte le igolari di questo punto. 

Dallo stesso teoreiua (17) segue ancora che la prima polare di un punto o della 
curva fondamentale e il luogo de’ centri armonici di grado n — 2 , relativi al polo o, 
del sistema di w — 1 punti in cui C„ e incontrata da una trasversale variabile con- 
dotta per 0 . Gli n{n — l) — 2 punti in cui la prima polare di o sega C„ (oltre ad o, 
ove queste curve si toccano) sono i punti di contatto delle rette che da o si possono 
condurre a toccare altrove la curva data. 

72. Supponiamo che la curva C„ abbia un punto d multiplo secondo il numero r. 
Ogni retta condotta per d sega ivi la curva in r punti coincidenti, eppero (17) d sara 
un punto per ciascuna polare del punto stesso. 

Ciascuna delle tangenti agli r rami di C„ incontra questa curva in r + l punti 
coincidenti in d (31); onde considerando la tangente come una trasversale (68), in d 
coincidono »■ + 1 punti a, eppero anche r -|- 1 centri armonici di qualunque grado, ri- 
spetto al polo d (17). Dunque le r tangenti di C„ nel suo punto multiplo d toccano 
ivi anche gli r rami di qualunque curva polare di d. 

Ne segue che le polari in — 1)”*“ , (w — 2)™“, ... {n — r-|-l)"‘“ del punto d sono 
indeterminate, e la polare (« — }*)“•“ del punto stesso e il sistema delle r tangenti dianzi 
considerate (31)**). 

Quest’ultima proprieta si rende evidente anche osservando che, lisguardata la tan- 
gente in d ad un ramo di C„ come una trasversale condotta pel polo d (68), vi sono 
r-f-l punti a coincidenti insieme col polo, onde qualunque punto della trasversale potra 


*) PoNCBLET, Solution . . . suivie d’une theorie des polaires redproques etc. (Annales de 
Gbrgonot, t. 8, Nismes 1817-18, p. 214). 

**) jViceversa, se le polari (n — 1)““, (n — 2)®*“, ...(w — r+l)’®® di un punto d sono inde- 
terminate, la polare (n — r)“® sarA il sistema di r rette inerociate in d, e questo punto sarA 
multiplo secondo r per la curva fondamentale. j 
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essere assunto come centre armonico di grado r (17). Cioe il fascio delle tangenti agli r 
rami di G„ costituisce il luogo dei centri armonici di grado r, rispetto al polo d. 

73. Sia 0 un polo dato ad arbitrio nel piano della curva C„, dotata di un punto d 
multiplo secoudo r. Condotta la trasversale od,r punti a coincideranno in d', quindi (16) 
questo medesimo punto terra luogo di r — s centri armonici del grado n — s {sC^r). 

I Da cio segue che la polare (s)’"® di o passa per d. La polare [(m — s) — (r — s)]™“ 
di d rispetto alia polare (s)”*® di o coincide [69, c] colla polare (s)”'“ di o rispetto alia polare 
(m — r)"® di d; ma quest’ultima e il sistema di r rette incrociate in d; dunque [®®] 
la polare [(« — s) — {r — s)]™“ di d rispetto alia polare (.s)'"® di o consta di r — s rette 
per d. Cioe [cfr. nota al n.° preced.] c? ^ un punto (r — per la polare (s)™“ di o, e 
le tangenti a questa in d sono le j' — s rette formanti la polare (s)““ di o rispetto al 
fascio delle r tangenti di Cn in ij. Ossia: 

Un punto della curva fondamentale e multiplo seeondo r — s per la polare (s)™® 
di qucdsivoglia polo. [®®] 

(a) Applichiamo le cose premesse al caso che C* sia il sistema di n rette concor- 
renti in uno stesso punto d. Questo, essendo un punto pel luogo fondamentale, 
sara multiplo seeondo w~l per la prima polare di un punto qualunque o; la quale 
Sara per conseguenza composta di » — 1 rette incrociantisi in d. 

Condotta pel polo o una trasversale qualunque che seghi le n rette date in 
aiai...a„, se sono i centri armonici di grado n — 1, le rette W 2 ,...?w„_i) 

costituiranno la prima polare di o (20). Questa prima polare non cambia (18), quando 
il polo 0 varii mantenendosi sopra una retta passante per d. 

Se fra le n rette date ve ne sono s coincidenti in una sola da, nel punto a saranno 
riuniti (16) s — 1 centri armonici di grado n — 1 , eppero s — 1 rette dm coincideranno 
in da, qualunque sia o. 

(b) Come caso particolare, per n~2 si ha: 

Se la linea fondamentale e un pajo di rette d{ai, a^, la polare di un punto o & la 
retta coniugata armonica di do rispetto alle due date *). E se quests coincidono, con 
esse si confonde anche la polare, qualunque sia il polo. 

74. Ritomiamo ad una curva qualunque C„ dotata di un punto {r)P^° d. Assunto 
un polo arbitrario o, la prima polare di questo passer^ r — i volte per d (73); e le 
r rette tangenti a C„ in costituiranno !’(« — r)”“ polare del medesimo punto (72). 
Analogamente le r — 1 tangenti in d alia prima polare di o formano 1’ ((w— 1) — (r — 1) 
polare di d rispetto alia prima polare di o, ossia, cio che lo stesso (69, c), la prima 
polare di o rispetto air(» — r)”^ polare di d. Dunque (73, a): 


*) A questa. retta si ik il nome di polare del punto o rispetto all’angolo a^da^. 
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Se la curva fondamentale ha un punto d, le tangenti in d alia prima polar e 

di nn polo qnalungne o sono le r — 1 rette, il cid sistema e la prima polare di o ri- 
spetto al fascio delle r tangenti alia curva fondamentale in d. 

(a) Di qui s’inferisce, in virtu del teoreraa (73, a), che le prime polari di tutt’i 
punti di una retta passante per d hanno in questo punto le stesse rette tangenti. 

(b) Inoltre, se s tangenti di C,„ nel punto multiple cl coincidono in una sola retta, 
in questa si riuniranno auche s — 1 tangenti della prima polare di o (73, a); onde, 
in tal caso, d rappresenta r{r — l)-l-s — 1 intersezioni di C,,i colla medesima prima 
polare (32). II numero delle intersezioni rimanenti e w(» — 1) — r{r — 1) — (s — 1); 
percio questo numero esprirae quante tangenti (70) si possono condurre dal punto o 
alia curva fondamentale (supposto pero che questa non abbia altri punti multipli). In 
altre parole: 

Se la curva fondamentale ha im pnnfo muUiplo secondo r, eon s tangenti sovrapposte, 
la classe della curva e diminuita di r(r — l)-i"S — 1 unita. 

(c) Queste proprieta general!, nel caso r=2, s=l e nel caso r=2, s=2, 
danno (73, b): 

Se la curva fondamentale ha un punto doppio d, la prima polare di un polo qua- 
lunque o passa per d ed ivi e toccata dalla retta coniugata armonica di do rispetto 
alle due tangenti della curva fondamentale. 

Se la curva fondamentale ha una cuspide d, la prima polare di un polo qualunque 
passa per d ed ivi ha per tangente la stessa retta che tocca la curva data. 

Per conseguenza, la prima polare di o sega C« in altri n{n — 1) — 2 o n{n — 1) — 3 
punti (oltre d), secondo che d e un punto doppio ordinario o una cuspide. Cioe la 
classe di una curva s’abbassa di due unita per ogni punto doppio e di ire per ogni 
cuspide *). 

(d) Per r qualunque ed s=l si ha: 

Se C„ ha r rami passanti per uno stesso punto con tangenti tutte distinte, la classe 
e diminuita di rip — 1) unita; vale a dire, un punto ipf^^ con r tangenti distinte pro- 


duce lo stesso effetto, rispetto alia classe della curva, come 


rip — 1 ) 


punti doppi or- 


dinari. La qual cosa & di un’evidenza intuitiva; perche, se r rami s’incrociano in uno 

T (r — l) 

stesso punto, questo tien luogo degli — - punti doppi che nascono dalF intense- 

carsi di quei rami a due a due. 

Ma se s rami hanno la tangente comune, combinando ciascun d’essi col successive 


*) PlUckhr, Solution d’une question fondamentale eoncernant la tMorie g4n6rale des courbes 
(Giornale di Crbllb, 1. 12, Berlino 1834, p. 107). 
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si hanno s — 1 cuspidi, mentre ogni altra combinazione di due rami dara uu punto 
doppio ordinario. Ossia: wn, punto con s tangenti riunite produce, rispetto alia 

/y (f ][ j 

classe della curva, la stessa diminuziom che produrrebbero (s — 1) punti 

doppi ordinari ed s — 1 cuspidi. 

75. Da un polo o condotte due trasversali a segare la curva fondamentale C„ ri- 
spettivamente in ajOa ... a„, b^bi ... se a, p sono i centri armonici, di primo grado, 
di quest! due sistemi di n punti rispetto ad o, la retta polare di o sara ap. Donde 
segue che, se pei medesimi punti aiaj... &162 ... passa una seconda linea C'„ 
deU’ordine n , la retta ap sara la polare di 0 anche rispetto a C'» . Imaginando ora che 
le due trasversali oa,ob siano infinitamente vicine, arriviamo al teorema: 

Se due lime dell’ordine n si toccano in n punti situati in una stessa retta, un punto 
gualunque di questa ha la medesima retta polare rispetto ad entrambe le linee date * **) ). 

La seconda linea puo essere il sistema delle tangenti a C„ negli n punti 011% ... a„; 
dunque: 

Un polo, che sia in linea retta con n punti di una curva deU’ordine n, ha la stessa 
retta polare rispetto alia curva e rispetto alle tangenti di questa negli n punti. 

Cio toma a dire che, se una trasversale tirata ad arbitrio pel polo 0 incontra la 
curva in Ci<!2...c„ e le n tangenti in fiti...t,^, si avr^ (11): 

I ^ _ _j ^ j . . . _j 

oci 0C2 ' ocn oil o4 ' 

76. Sian date n rette AiAj... A„ situate comunque nel piano, ed un polo 0; sia 
P,. la retta polare di 0 rispetto al sistema delle n — 1 rette A1A2 ... A,._iA,.+i ... A„ 
considerate come luogo d’ or dine n — 1; e sia Ur il punto in cui incontra A,.. In 
virtu del teorema (15), a^ e anche il centro annonico di primo grado, rispetto al polo 0, 
del sistema di n punti in cui le n rette date sono tagliate dalla trasversale oa^; dunque: 

Date n rette ed un polo 0, U punto, in cui una qualunque delle rette date incontra la 
retta poiare di 0 rispetto alle altre n — 1 rette, giace nella retta polare di 0 rispetto alle 
n rette***). [®’] 

Da questo teorema, per n— 3, si ricava: 

Le rette polari di un punto dato rispetto agli angoli di un trilatero incontrano i 
lati rispettivamente opposti in tre punti situati in una stessa retta, che h la polare del 
punto dato rispetto al trilatero risguardato come luogo di terz’ordine. 

*) Salmon, A treatise on the higher plane curves, Dublin 1852, p. 54. 

**) Macladein, Z. c. p. 201. 

***) Catlet, Sur quelqnes thktrhmes de la giom&tvie de position (Giornale di Oebt.t.w, t. 34, 
Berlino 1847, p. 274). 
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E reciprocamente: se i lati hc^ca^ab di un trilatero abc sono incontrati da una 
trasversale m e se sono ordinatamente i coniugati armonici di d,h\c 

rispetto alle coppie hc,ca,db, le rette aai, 661 , cci concorrono in uno stesso punto (il 
polo della trasversale). 

77. Le prime polari di due punti qualunque (rispetto alia data curva 0,0 si 
segano in (n — 1 )“ punti, ciascun de’ quali, giacendo in entrambe le prime polari, avra 
la sua retta polare passante si per 0 che per d (69, a). Dunque: 

Una retta qualunque e polare di pimti diversi, i quali sono le interse^ioni 

delle prime polari di dm punti arbitrari della medesima. Ossia: 

Le prime polari di tuUH punti di una retta formano un fascia di curve passanti 
per gli sfessi {n — 1)® punti"^). 

(a) In virtu di tale proprieta, tutte le prime polari passanti per un punto 0 lianno 
in comune altri {n — 1)^ — 1 punti, cioe formano un fascio, la base del quale consta 
degli {n — 1 )^ poli della retta polare di 0 . Per due punti 0 , 0 ' passa una sola prima 
polare ed e quella il cui polo e P intersezione delle rette polari di 0 ed o\ 

Dunque tre prime polari bastano per individuare tutte le altre. Infatti: date tre 
prime polari O', C", O'", i cui poli non siano in linea retta, si domanda quella che passa 
per due punti dati 0 , Le curve O', 0" determinano un fascio, ed un altro fascio e 
determinate dalle O', O'". Le curve che appartengono rispettivamente a quest! due fasci 
e passano entrambe per 0 individuano un terzo fascio. Quella curva del terzo fascio 
che passa per d e evidentemente la richiesta. 

(b) Se tre prime polari, i cui poli non siano in linea retta, passano per uno stesso 
punto, questo sara comune a tutte le altre prime polari e sara doppio per la curva 
fondamentale (73); infatti la sua retta polare, potendo passare per qualunque punto 
del piano (69, a), riesce indeteiminata (72), 

78. Suppongasi che la polare (r)^® di un punto 0 abbia un punto doppio d, onde 
la prima polare di un punto arbitrario m rispetto alia polare (r)^“ di 0 (considerata 
questa come curva fondamentale) passera per d (73). A cagione del teorema (69, d), 
la prima polare dim rispetto alia {n — r — polare di d passera per 0 . Inoltre, 
siccome r(r + l)”^“ polare di 0 passa per d, cosi il punto 0 giace nell’(^ — r — 1 )^" 
polare di d (69, a). Dunque (77, b): 

Se la polare {rf^^ di 0 ha un punto doppio o\ viceversa V{n — r — polare di d 
ha un punto doppio in 0 **). 

*) Bobillier, Demonstrations de quelques tMorhmes sur les lignes etc, (Annales de Ger- 
GONNE, t. 18, Nismes 1827-28, p. 97). 

**) Steiner, Allgemeine Eigenschaften der algebraischen Curven (Giornale di Grellb, t. 47, 
Berlino 1853_, p. 4), 


Cremona , tomo I. 


35 
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Per esempio: se la prima polare di o ha un punto doppio o', la conica polare di o' 
Sara il sistema di due rette segantisi in a; e viceversa. 

(a) Se la data curva ha una cuspide d, la conica polare di questo punto si 
risolve in due rette coincidenti nella retta che tocca C,i in d (72). Ciascun punto m 
di questa retta puo risguardarsi come un punto doppio della conica polare di d; dunque 
d sara un punto doppio della prima polare di m, ossia: 

Se la cw'va fondamentale ha tma cuspide, la prima polare di un punto qiialunqiie 
della iangente cuspidale passa due volte per la cuspide. 

Queste prime polari aventi an punto doppio in d formano un fascio (77, a); eppero 
fra esse ve ne sono due, per le quali d e una cuspide (48). Una delle due prime polari 
cuspidate e quella che ha per polo lo stesso punto d (72). 

(b) L’(s)”'“ polare di un punto m rispetto air(r)’"“ polare di un altro punto o abbia 
un punto doppio o’; vale a dire (69, c), r(r)"*'“ polare di o rispetto air(s)”“ polare di 
m passi due volte per o'. Applicando all’ (s)™“ polare di m il teorema dimostrato per 
la curva C„ (78), troviamo che 1’ {ip — s) — r — 1^“ polare di o' rispetto all’ (s)’“ po- 
lare di m ha un punto doppio in o. Dunque: 

Se V (s)®*® polare di m rispetto all’ (r)’"“ polare di o ha un punto doppio o' , vice- 
versa I’ polare di m rispetto alVin — r — s — 1)”’® polare di o' avrd un punto 
doppio in 0 . 

79. L’()')”‘® polare di o abbia una cuspide o'; r(w — r — 1)”*® polare di o' passer^ 
due volte per o (78). Se poi si designa con m un punto qualunque della retta che tocca 
nella cuspide o' 1’ (r)”*“ polare di o, la prima polare di m rispetto alia stessa (r)’”® polare 
di 0 avra un punto doppio in o' (78, a); eppero (78, b) la prima polare dim rispetto 
air(K — r — 2)'"“ polare di o' avra un punto doppio in o. 

Da questa proprieta, fatto r — 1, discende: 

Se la prima polare di o ha una cuspide o', ciascun punto della iangente cuspidale 
ha per conica polare, relativamente alia cuhica polare di o' , un pajo di rette incrocian- 
tisi in 0. 

E evidente che ciascuna di queste rette determina I’altra, vale a dire, tutte le 
analoghe paja di rette costituiseono un’involuzione (di secondo grado); onde nella tan- 
gente cuspidale vi saranno due punti, ciascun de’ quali avra per conica polare (rispetto 
alia cubica polare di o') un pajo di rette riunite in una sola retta passante per o. 

Il punto 0 b doppio per la conica polare (relativa alia cubica polare di o') di ciascun 
punto m della tangente cuspidale; viceversa adunque (78) m e un punto doppio della 
conica polare di o (relativa alia cubica polare di o'). Ossia: la retta che tocca la prima 
polare di o nella cuspide o', considerata come il sistema di due rette coincidenti, e 
la conica polare di o rispetto alia cubica polare di o'. 
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Le rette doppie dell’ involuzione suaccennata incontrino la tangente cuspidale in 
Oi , 02 . Siccome Oi e un punto doppio si per la conica polare (sempre rispetto alia cubica 
polare di o') di 0 , che per la conica polare rappresentata dalla retta ooi, cosi (78) la 
conica polare di Oi avra un punto doppio in 0 ed un altro sopra OiOj, vale a dire, sara 
il sistema di due rette coincident!. Dunque le rette 00 *, ooi eostituiscono separatamente 
le conicbe polari de’ punti 01 , 02 ; ossia: 

Se la prima polare di 0 ha una cuspide o', nella tangente cuspidale esisfono due punti 
Oi , O 2 , i qiiali msieme con 0 formano un triangolo, tale che ciascm lato considerate come 
due rette coincidenfi e la conica polare del vertice opposto, relativaniente alia cubica po- 
lare del punto o'. 

80. Consideriamo ora una tangente stazionaria della data curva C„ ed il relative 
punto di contatto 0 fiesso i. Preso un polo 0 nella tangente stazionaria e considerata 
questa come trasversale (68), tre punti a sono riuniti nel flesso (29), eppero questo 
tien luogo di due centri armonici del grado n — 1 e di un centro armonico del grade 
n — 2 (16). Vale a dire, la prima polare di 0 passa per i ed ivi tocca C„; e per i 
passa anche la seconda polare di 0 *). 

Come adunque per i passa la seconda polare d’ ogni punto 0 della tangente stazio- 
naria, cosi (69, a) la conica polare di i conterra tutt’i punti della tangente medesima. 
Dunque la conica polare di un flesso si decompone in due rette, una deUe quali e la 
rispettiva tangente stazionaria. 

Se a e il punto comune alle due rette che formano la conica polare del fiesso i , 
la prima polare di i' avra (78) xm punto doppio in i. Ossia: un fiesso della curva data 
e un punto doppio di una prima polare, il cui polo giace nella tangente stazionaria. 

Se un punto p appartiene a C„ ed ha per conica polare il sistema di due rette, esso 
sarsl 0 un punto doppio 0 un fiesso della curva data. Infatti : 0 le due rette passano 
entrambe per p, e la retta polare di questo punto riesce indeterminata, cioe p e un 
punto doppio della curva. Owero, una sola delle due rette passa per p, ed e la tan- 
gente alia curva in questo punto (71); tutt’i punti di questa retta appartengono alle 
polari {n — 1)™“ ed {n — 2)’"“ di p, dunque la prima e la seconda polare di ciascun di 
que’ punti passa per p, il che non puo essere, se quella retta non ha in p un contatto 
tripunto colla curva data (16). 

81. Siccome ad ogni punto preso nel piano della curva fondamentale C„ corrisponde 
una retta polare, cosi domandiamo: se il polo percorre una data curva C„, d’ordine m, 
di qual classe e la curva inviluppata dalla retta polare? ossia, quante rette polari 


*) j Tutte le polari d’un flesso hauuo questo punto per flesso, colla medesima tangente 
stazionaria. } 
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passano per nn arbitrario punto o, eiascuna avente un polo in C„j? Se la retta polare 
passa per o, il polo e (69, a) nella prima polare di o, la quale sega in m{n — 1) 
pnnti. Questi sono i soli punti di C„,, le rette polari de’ quali passino per o; dunque; 
se il polo percorre una curva dell’ordine m, la retta polare inviluppa una curva della classe 
m{n — 1). 

(a) Per m — l si ha: se il polo percorre una retta R, la retta polare inviluppa 
una curva della classe n — 1 . 

(b) Se la curva fondamentale ha un punto d, la prima polare di o passa r — 1 
volte per (73); quindi, se anche R passa per quest’ultimo punto, la prima polare di 
0 seghera R in altri {n — 1) — (r — 1) punti; cioe la classe dell’ inviluppo richiesto 
sara n — r. 

(c) Se inoltre s[>l] rami di C,j hanno in ila tangente comune, questa tocca ivi 
$ — 1 rami della prima polare di o (74); onde, se R e questa tangente, le rimanenti 
sue intersezioni colla prima polare di o saranno in numero {n — 1) — {r — 1) — 1 ; 
dunque la classe dell’ inviluppo e in questo caso n — (r-j-l). 

82. Come la teoria de’ centri armonici di un sistema di punti in linea retta serve 
di base alia teoria delle curve polari relative ad una curva fondamentale di dato ordine, 
cosi le proprieta degli assi armonici di un fascio di rette divergenti da un punto (19, 20), 
conducono a stabilire un’ analoga teoria di inviluppi polari relativi ad una curva fon- 
damentale di data classe. 

Data una curva K della classe m ed una retta R nello stesso piano, da un punto 
qualunque p di R siano condo tte le m tangent! a K; gli assi armonici, di grado r, 
del sistema di queste m tangent! rispetto alia retta fissa R inviluppano, quando p 
muovasi in R, una linea della classe r. Cosi la retta R d^ luogo ad w — 1 inviluppi 
polari, le cui classi cominciano con m — 1 e finiscono con 1. L’ inviluppo polare di 
classe pin alta tocca le rette tangent! a K ne’ punti comuni a questa linea e ad R; 
onde segue che R incontra K in m{m — 1) punti, cioe una curva della classe m e gene- 
ralmmte delVordine m(m — 1). Ma questo e diminuito di due unita per ogni tangente 
doppia e di tre unita per ogni tangente stazionaria di cui sia dotata la curva fonda- 
mentale; ecc. ecc. 


Art. XIV. 

Teoreml relativi ai sistemi di curve. 

83. Due serie di curve (34) si diranno projettive, quando, in virtu di una qualsiasi 
legge data, a eiascuna curva della prima serie corrisponda una sola curva della seconda 
e reciprocamente. [®®] 



INTEODUZIONE AD UNA TEORIA SEOMETRICA DELLE CURTE PIANE. 


389 


Una serie d’indiee M e d’ordine m sia projettiva ad una serie d’ indice N e d’or- 
dine m; di quale ordine e la linea luogo delle intersezioni di due curve con'ispondenti? 
Ossia, in una retta trasversale arbitraria quanti punti esistono, per ciascun de’ quali 
passino due curve corrispondenti? Sia a un punto qualunque della trasversale, pel 
quale passano M curve della prinia serie; le M corrispondenti curve della seconda serie 
incontreranno la trasversale in Mw punti a. Se invece si assume ad arbitrio un punto 
a! nella trasversale e si considerano le N curve della seconda serie che passano per 
esso, le N corrispondenti curve della prima serie segano la trasversale in punti a. 
Dunque a ciascun punto a corrispondono M?i punti a' ed a ciascun punto a! corrispon- 
dono Nmi punti a. Cioe, se i punti a, a' si riferiscono ad una stessa origine o (fissata 
ad arbitrio nella trasversale), fra i segment! oa, oa avra luogo un’equazione di grado 
Mw rispetto ad oa' e di grado Nhi rispetto ad oa. Onde, se a' coincide con a, si avra 
un’equazione del grado Mw + Njm in oa, vale a dire, la trasversale contiene 
punti del luogo ricbiesto. Abbiamo cost il teorema generate *): 

Date dm serie projettive di curve, Vima d’indice M e d’ordine m, Valtra d’indice N 
e d’ordme n, il luogo de’ punti comuni a due curve corrispondetifi e ^ma linea deU’ordine 
Mw + Nm. [^°] 

(a) Per M==N=1, questo teorema da I’ordine della curva luogo delle intersezioni 
delle linee corrispondenti in due fasci projettivi (50). E nel caso di m=n — l si ha: 

Se le tangenti di una curva della classe M corrispondono projettivamente, ciascuna 
a ciascuna, cdle tangenti di un’altra curva della classe N, il luogo del punto comune a 
due tangenti omologlie e una linea dell’ordine M-f-N. 

(b) Analogamente si dimostra quest’altro teorema, che puo anche concMudersi da 
quello ora enunciate, in virtu del principio di dualita: 

Se a ciascun punto di una data curva d’ordine M corrisponde, in forsa di una certa 
legge, un solo punto di un’altra curva data dell’ordine N, e reciprocamente, se ad ogni 
punto di guesta corrisponde un sol punto di quella, la retta die unisce due punti oniologhi 
inviluppa una curva della classe M-j-N. 

84. Data una serie d’indice N e d’ordine n, cerchiamo di quale indice sia la serie 
delle polari (r)’”® d’un date punto o rispetto alle curve della serie proposta. Quante 
polari siffatte passano per un punto qualunque, ex. gr. per lo stesso punto dato o? Le 
sole polari passanti pel polo o sono quelle relative alle curve della data serie, che 
s’incrociano in o, e queste sono in numero N. Dunque: 

Le polari (r)”*® di un dato punto, rispetto aide curve d’ordine n d’una serie d’indice N, 
formano una serie d’indice N e d’ordine n — r . La nmva serie e projettiva alia prima. 


*) JoNQUifiiRBS, Theor ernes gineraux etc. p. 117. 
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(a) Per N— 1 si ha: le polari (r)™" di un dato punto rispetto alle curve di un fascio 
formano un nuovo fascio projettivo al primo*). [”] 

(b) Se r—n — 1, si ottiene il teorema: 

Le retie polari d’un punto dato rispetto alle curve d’una serie d' indice N imiluppano 
una linea della classe N. 

(c) Ed in partieolare, se N = l: le rette polari d’un punto dato o rispetto alle 
curve d’un fascio concorrono in uno stesso punto o' e formano una stella projettiva 
al fascio dato **}. 

85. Data nna serie d’ indice N e d’ordine n, ed un punto o, si consideri 1’ ultra 
serie formata dalle prime polari di o relative alle curve della serie data (84). I punti 
in cui una delle curve d’ordine n e segata dalla relativa prima polare sono anche (70) 
i punti ove la prima curva e toccata da rette uscenti da o. Siccome poi le due serie 
sono projettive, cosi applicando ad esse il teorema generate di Jokquieees (83), avremo: 

Se da un punto o si conducono le tangenfi a tutfe le curve d’ordine n d’una serie 
d’ indice N, i punti di contatto giacciono in una linea dell’ordine N(2w — I). 

Essendo il punto o situato in N curve della data serie, la curva luogo de’ contatti 
passera N volte pel punto medesimo ed ivi avra per tangent! le rette che toccano le N 
curve preaccennate. Ogni retta condotta per o incontrera quel luogo in altri 2N {n — l) 
punti, dunque: 

Fra le curve d’ordine n d’una serie d’ indice N ve ne sono 2N {n — 1) che toccano una 
retta gualsivoglia data. 

Se N=l, si ricade nel teorema (49). 

86. Data una serie d’ indice N e d’ordine n, di quale ordine e il luogo di un punto, 
del quale una retta data sia la polare rispetto ad alcuna delle curve della serie? Cer- 
chiamo quanti siano in una retta qualunque, ex. gr. nella stessa retta data, i punti 
dotati di quella proprieta. I soli punti giacenti nella propria retta polare sono quelli ove 
la retta medesima tocca curve della data serie. Onde, pel teorema precedente, avremo : 

Il luogo dei poll di una retta data, rispetto alle curve Sordine n d’una serie d’indice 
N, e una linea dell’ordine 2N [n — , 1). 

Quando N=l, in causa del teorema (84, e), un punto a apparterra al luogo di 
cui si tratta, se le sue rette polari relative alle curve date concorrano in un punto b 
della retta data. Ma, in tal case, le prime polari di h passano per a (69, a); dunque ***) : 


*) Bobillibk, Recherches sur les lois qui rCgissent les lignes etc. (Annales de Gbroonne, 
t. 18, Nismes 1827-28, p. 256). 

**) jSe o si muove in nna retta, o' descrive una curva d’ordine 2(n—l). ( 

***) Bobillier, ibidem. 
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Dato un fascio d’ordine w, le prime polari d’uno stesso punto rispetto alle curve 
del fascio formano un niiovo fascio. Se il polo percorre uua retta fisss, i punti-base 
del secondo fascio geuerano una linea deU’ordine 2{n — l), che e ancbe il luogo dei 
poll della retta data rispetto alle curve del fascio proposto. 

87. Quale e il luogo di un punto che abbia la stessa retta polare rispetto ad una 
data curva d’ordine n e ad alcuna delle curve C,„ d’una data serie d’ indice M? Per 
risolvere il problema, cerchiamo quanti punti del luogo richiesto siano contenuti in una 
trasversale assunta ad arbitrio. Sia a un punto qualunque della trasversale; A la retta 
polare di a rispetto a C„. Il luogo dei poll della retta A rispetto alle curve C„i e (86) 
una linea dell’ordine 2M(w — 1), che seghera la trasversale in 2M(w — 1) punti a'. 
Reciprocamente: assunto ad arbitrio un punto a! nella trasversale, le rette polari di a 
rispetto alle curve C,„ formano (84, b) una curva della classe M, la quale ha M(n — 1) 
tangent! comuni colla curva di classe n — 1 inviluppo delle rette polari de’ punti della 
trasversale relative a C„ (81, a). Queste M(w — 1) tangent! comuni sono polari, rispetto 
a C„, d’altrettanti punti a della trasversale. Cosi ad ogni punto a corrispondono 
2M (m — 1) punti a! ed a ciascun punto a corrispondono M(w — 1) punti a; dunque (83) 
vi saranno 2M(w — 1) + M(w — l) punti a, ciascuno de’ quali coincidera con uno 
de’ corrispondenti a'. Per conseguenza: 

H luogo di un punto avente la stessa retta polare, rispetto ad una data curva d’ordine n 
e ad alcuna delle curve d’una serie d’indiee M e d’ordine m, e una linea dell’ordine 
M(n-i-2»t — 3). 

(a) Se la data curva 0,^ ha un punto doppio d (ordinario o stazionario), la retta 
polare di questo punto rispetto a C„ e indetenninata (72), onde puo assumersi come 
tale la tangente a ciascuna delle M curve passanti per d. Dunque la curva d’ordine 

— 3), che indicheremo con K, passa M volte per ciascuno de’ punti doppi 
ordinari o stazionari della curva C„. 

(b) Sia d un punto stazionario di C,, e si applichi alia tangente cuspidale T il ra- 

gionamento dianzi fatto per un’arbitraria trasversale. Se si riflette che, nel case attuale, 
I’inviluppo delle rette polari de’ punti di T, rispetto a C„ e della classe n — 3 (81, c), 
talche ad ogni punto a' corrisponderanno M(w — 3) punti a, si vedra che la retta T, 
prescindendo dal punto d, incontra la curva K in — 5) punti, ossia il punto d 

equivale a 2M intersezioni di K e T. Per conseguenza (32) [''®] in d sono riuniti 3M 
punti comuni alle linee K e C„. 

(c) Di qui s’ inferisce che, se la data curva G„ ha S punti doppi e x cuspidi, essa 
Sara ineontrata dalla linea K in altri M(«(w + 2m — 3) — 2S — 3%) punti. Ma questi, 
in virtu della definizione della linea K, sono i punti ove C„ e toccata da curve della 
data serie; dunque: 
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In tma serie d’ indice M e d'ordine m vi sono — 3) — 23 — cune 

che ioccano una data linea d’ordine n, dotata di S punti doppi e x cuspidi *). 

(d) Per M=='m=l si ha: 

n nimero deTle reite tangenti che da un daio punto si possono condurre ad una curva 
d’ordine n, avente h punti doppi e % cuspidi, e n{n — 1) — 28 — 3k: risultato gia otte- 
Duto altrove (74, c). 

88. In un fascio d’ordine m quante sono le curve dotate di un punto doppio ? As- 
sunti ad arbitrio tre punti o, o', o" (non situati in linea retta), le loro prime polari 
relative alle curve del dato fascio formano (84, a) tre altri fasci projettivi d’ordine 
m — 1, ne’ quali si considerino come curve corrispondenti le polari di o, o', o" rispetto 
ad una stessa curva del fascio proposto. Se una delle curve date ha un punto doppio, 
in esso s’intersecano le tre corrispondenti prime polari di o, o', o" (73). Dunque i punti 
doppi delle curve del dato fascio sono que’ punti del piano pei quali passano tre curve 
corrispondenti de’ tre fasci projettivi di prime polari. 

Ora, il primo ed il secondo fascio, colle mutue intersezioni delle linee corrispon- 
denti, generano (50) una curva d’ordine 2{m — 1); ed un’altra curva dello stesso ordine 
e generata dal primo e terzo fascio. Quests due curve passano entrambe per gli (m — 1)^ 
punti-base del primo fascio di polari; eppero esse si segheranno in altri 3(jw — 1)® 
punti, i quali sono evidentemente i richiesti. Cioe: 

Le curve d’ordine m di un fascio hanno 3(m — 1)® punti doppi. 

(a) Le curve date si tocchino fra loro in un punto o, talche una di esse, C,,, abbia 
ivi un punto doppio (47). II punto o' sia preso nella tangente comune alle curve date, 
ed o" sia affatto arbitrario. Le prime polari di o relative alle curve del fascio proposto 
passano tutte per o, ivi toccando oo' (71); ed una di esse, quella che si riferisce a C„,, 
ha in o un punto doppio (72). Anche le polari di o' passano tutte per o (70); ma fra 
le polari di o" una sola passa per o, quella cioe che corrisponde a C„, (73). 

Le polari di o e quelle di o' generano una curva dell’ ordine 2{m — 1), per la quale o 
6 un punto doppio ed oo' una delle relative tangenti (52, a). E le polari di o con quelle 
di o" generano un’altra curva deUo stesso ordine, anch’essa passante due volte per o 
(51, b). Dunque il punto o, doppio per entrambe le curve d’ordine 2{m — 1), equivale 
a quattro intersezioni. In o le polari di questo punto si toccano, eppero gli altri punti- 
base del fascio da esse formato sono in numero {m — 1)® — 2. Oltre a questi punti e ad 
0 le due curve d’ordine 2(»t — 1) avranno 4(m — 1)® — 4 — |(m — 1)® — 2j=:3(w — 1)® — 2 
intersezioni comuni. 


*) Bisohoi^, Einige S&tze tiber dAe Tang&nten atgebrcdschesi' Ourven (Giornale Crbllb-Boe- 
CHABBT, t. 56, Berlino 1859, p. 172). — JoKQUifliEfflS, ThAorbrnes gCneraux etc. p. 120. 
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Diinque il punto o, ove si toccano le curve del date fascio, conta per dm fra i 
punti doppi del fascio medesimo. 

(b) Suppongasi ora che nel dato fascio si trovi una curva dotata di una cuspide o, 
Sia d un puuto preso nella tangente ciispidale, ed d' un altro punto qualsivoglia. Le 
prime polari di o rispetto alle curve date formano un fascio, nel quale v’ ha una curva 
(la polare relativa a G„0 avente una cuspide in o colla tangente od (72). Alla quale 
curva corrispondono, nel fascio delle polari di o', una curva passante due volte per o 
(78, a), e nel fascio delle polari di o", una curva passante per o ed ivi toccante oo' 
(74, c). Percio il primo ed il secondo fascio generano una curva d’ordine 2{m — 1), 
per la quale o e un punto doppio (51, f); mentre il primo ed il terzo fascio danno 
nascimento ad una curva di quello stesso ordine, passante semplicemente per o ed ivi 
toccante la retta od (51, g). Queste due curve hanno adunque due punti comuni riuniti 
in o; talche, astraendo dagli {m — 1)- punti-base del primo fascio, le rimanenti inter- 
sezioni saranno 3(m — 1)^—2. 

Ossia: se in un fascio v’ha una curva dotata di una cuspide, questa conta per dice 
fra i punti doppi del fascio. 

(c) Da ultimo supponiamo che tutte le curve del fascio proposto passino per o, 

cuspide di C«i . Sia ancora d un punto della tangente cuspidale di C,„ , e si prenda o" 
nella retta che tocca in o tutte le altre curve del fascio. Le polari di o passano per 
questo punto, toccando ivi od’ ed una fra esse, quella relativa a C,n, ha una cuspide 
in 0 colla tangente od (71, 72). Le polari di o" passano anch’esse per o (70); ma una 
sola, quella che si riferisce a tocca ivi od (74, c). E fra le polari di o', soltanto 
queJla che e relativa a passa per o, ed invero vi passa due volte (78, a). Donde 
segue che le polari di o ed o” generano una curva d’ordine 2{m — 1), per la quale o 
e un punto doppio colie tangenti od , oo” (52, a); e le polari di o ed d generano un’altra 
curva dello stesso ordine, cuspidata in o colla tangente od (51, c). Pertanto le due 
curve cosi ottenute hanno in o un punto doppio ed una tangente (od) comune, ossia 
hanno in o cinque intersezioni riunite (32). Messi da parte il punto o, nel quale tutte 
le polari del primo fascio si toccano, e gli altri (m — 1)^ — 2 punti-base del fascio me- 
desimo, il numero delle rimanenti intersezioni delle due curve d’ordine 2{m 1) sara 

3(m — 1)"— 3. 

Dunque il punto o comune a tutte le curve del fascio proposto, una delle quali e 
ivi cuspidata, conta per tre fra i punti doppi del fascio medesimo. — 

(d) Applicando il teorema generale (dimostrato al principio del presente n,®) al 
fascio delle prime polari de’ punti di una data retta (77), rispetto ad una curva 
d’ordine si ha: 

In una retta qualungue vi sono S{n — 2)^ punti, dascun de^ quali ha per prtma 
polare, rispetto ad una data Unea deW ordine n, una curva dotata di un punto doppio. 
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0 ill altre parole, avuto anclie riguardo al teorema (78); 

n luogo dei poli delle prime polari dotate di punto doppio, rispetto ad ima data linea 
d’ordine n, ossia il luogo de’ punti d'ineroeiamento di quelle coppie di rette die cosiihd- 
scono coniche polari, e ^ma ciirva dell’ordine 3(w — 2)^. 

Questo luogo si chiamera curva Steineriana *) della curva fondamentale C„ **). 

(e) Se la eurva fondamentale. lia una euspide d, ogni punto della tangente cuspidale 
e polo di una prima polare avente un punto doppio in d (78, a). Percio la tangente 
medesima fara parte della Steineriana. 

89. Le rette polari di un punto fisso rispetto alle curve d’un fascio passano tutte 
per un altro punto fisso (84, c). Se si considera nel fascio una curva dotata di un punto 
doppio d, la retta polare di d rispetto a questa curva e indetenninata (72); talclie le 
rette polari di d, relativamente a tutte le altre curve del fascio, si confonderanno in 
una retta unica. Vale a dire: 

1 punti doppi delle curve d’un fascio godono della proprietd die ciascun d’essi Jia 
la stessa retta polare rispetto a tutte le curve del fascio. 

Di qui s’inferisce clie (86): 

II luogo dei poli di una retta rispetto alle curve di un fascio d’ordine m e una linea 
dell’ordine 2 (m — 1) passante pei 3(m — 1)® punti doppi del fascio. 

E il luogo di un punto avente la stessa retta polare, rispetto ad una data curva C„ e 
alle curve C,„ d’un fascio, (87) una curva dell’ordine «+2 jm— 3 passante pei 3(»i-— 1)^ 
punti doppi del fascio. Pertanto questi punti e quelli ove C„ e toccata da alcuna delle 
C„ giacciono tutti insieme nell’anzidetta curva d’ordine m + 2w~ 3. In particolare: 

Una retta data e toccata da 2(m — 1) curve d’un date fascio d’ordine m. I 2{m — 1) 
punti di contatto, insieme coi 3(m — 1)® punti doppi del fascio, giacciono in una curva 
deU’ordine 2{m — 1), luogo dei poli della retta data rispetto alle curve del fascio. 

90. Dati due fasci di curve, i cui ordini siano w ed mi , vogliamo indagare di qual 

ordine sia il luogo di un punto nel quale una eurva del prime fascio tocchi una curva 
del secondo. Avanti tutto, evidente che il luogo richiesto passa per gli punti- 

base dei due fasci; perche, se a e un punto-base del primo fascio, per esso passa una 

*) Dal Home del grande geometra alemanno che primo, a quanto io so, la fece conoscere. 

**) I Se la prima polare di o ha un punto doppio p, ne segue: 

1®) che tutte le prime polari passanti per p avranno ivi una tangente comune. Il 
punto ove questa incontra la retta polare di p avr4 la sua prima e la seconda polare passanti 
per p. Ma il punto dotato di questa propriety h o; dunque la tangente comune ^ po. 

2«) La prima polare di un altro pnnto qualunque rispetto a quella di o passer^ perp; 
dunque le prime polari di o rispetto alle prime polari di tutti i punti del piano passano per p; 
e eonseguentemente le rette polari di p rispetto aUe prime polari di tutti i punti del piano 
passerauno per o. j 
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curva del secondo, alia quale condotta la taugente in a, vi e una certa curva del primo 
fascio, che tocca quests retta nel punto medesimo (46). Osservisi poi che una curva 
del primo fascio e toccata dalle curve del secondo in — 3) punti (87); laonde 

quella curva del primo fascio, oltre agli in~ punti-base, contiene w(?m-J-2»Ii — 3) punti 
del liiogo richiesto, cioe in tutto m{2m-{-2nii — 3) punti. Dunque il luogo di cui si tratta e 
delFordine — 3: esso passa non solo pei punti-base dei due fasci, ma anche 

pei loro 3(m — 1)®-|-3 (oti — if punti doppi (88), perche ciascuno di questi equivale a 
diie intersezioni di una curva dell’un fascio con una delFaltro. Abbiamo cosi il teorema: 

Dati due fasci di curve, le une d'ordine m, le altre d’ordine i punti di contatio 
delle une colie altre sono in una Unea dell’ordine 2(»w-|-mi) — 3, die passa pei punti- 
base e pei punti doppi dei due fasci. 

(a) Suppongasi cbe le curve dei due fasci siano prime polari relative ad una data 
curva fondamentale 0,^ d’ordine n, eppero pongasi m=tni=n — 1. I punti-base de’ due 
fasci sono i poli di due rette (77), talcbe giacciono tutti insieme nella prima polare del 
punto comune a queste rette medesime (69, a): vale a dire, i due fasci hanno, in questo 
caso, una curva comune. Tale curva comune fa evidentemente parte del luogo dianzi de- 
terminato, onde, astraendo daessa, rimane una curva dell’ordine 4(w — 1) — 3 — {n — 1) = 
3(n— 2), passante pei punti doppi de’ fasci dati, qual luogo de’ punti di contatto fra 
le curve dell’uno e le curve dell’altro fascio. Quests curva dell’ordine 3(« — 2) non 
cambia, se altri fasci di prime polari sostituiscansi ai due dati; infatti, siceome tutte le 
prime polari passauti per un dato punto hanno altri {n — 1)^ — 1 punti comuni e for- 
mano un fascio (77, a), cosi, se due prime polari si toccano in quel punto, anche tutte 
le altre hanno ivi la stessa tangente. 

Di qui s’inferisce che la curva luogo de’ punti di contatto fra due prime polari 
contiene i punti doppi di tutti i fasci di prime polari, e per conseguenza, avuto riguardo 
al teorema (78), e anche il luogo dei poli di quelle coniche polari che si risolvono in 
due rette. Cioe: 

Il luogo di un punto nel quale si tocckino due (eppero infinite) prime polari relative 
ad una data curva d’ordine n, e una linea dell’ordine d(n — 2), la quale pub anche 
definirsi come luogo dei punti doppi delle prime polari, e come luogo di un polo la cui 
conica polare sia una coppia di rette. 

A quests linea si da il nome di Eessiana della data curva fondamentale, perche 
essa offre 1’ interpretazione geometries di quel covariante che Sylvester chiamo Hes- 
siano (dal nome del sig. Hesse), cioe del determinante formato colie derivate seconde 
parziali di una data forma omogenea a tre variabili *). 

*) Sylvbstbr, On a theory of the syzygetic rdations of two rational irdegral functions 
(Philosophical Transactions, vol. 143, part 3, London 1853, p. 545). 
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(b) I punti in cui si segano le prime polari di due punti o , o' sono i poli della 
retta od (77); talehe, se le due prime polari si toccano, la retta od ha due poli riuniti 
nel punto di contatto. Se adun(iue conveniamo di chiamar cmgiunti gli (« — 1)® poli 
di una medesima retta, potremo dire: 

L'Hessiana e il luogo di un polo che comcida con uno dd suoi poli congiunti. 

(c) Ohiamate indicatrici di un pimto le due rette tangenti che da esso ponno con- 
dursi alia sua conica polare, si ottieue quest’ altro enunciato: 

La curva fondamentale e V Hessiana costituiscono insieme il luogo di un punto, le 
due indicatrici del quale si confondono in una retta unica. 

91. Dati tre fasci di curve, i cui ordini siano in quanti punti si 

toccano a tre a tre? I punti in cui si toccano a due a due le curve de’ primi due 
fasci sono (90) in una linea deU’ordine — 3; ed analogamente il luogo 

de’ punti di contatto fra le curve del primo e le curve del terzo fascio e un’altra 
linea deU’ordine — Le due linee hanno in comune i punti-hase ed i 

punti doppi del primo fascio, ciob — 1)* punti estranei alia questione, talehe 

esse si segheranno in altri {2 {mi + m 2 ) — 3 j ^2 (mi -j- Ws) — 3 j — | m? -j- 3 (mi — 1 )^ | 
= 4(m2m3+m3mi-(->Wi»*2) — 6(mi + m 2 + m 3 — l) punti. E questi sono evidentemente 
i richiesti. 

(a) Posto m 3 =l, si ha: 

Le tangenti comuni ne’ punti (me si toccano le curve di due fasci, i cui ordini siano 
mi, m 2 , inviluppano una linea della classe dmimj — 2 (mi-l-m 2 ). 

(b) Se le curve de’ due fasci sono prime polari relative ad una data linea C„ 
d’ordine n, onde mi—mz—n — 1, i due fasci hanno una curva comune (90, a) la quale 
e dell’ordine n — 1, eppero (70) della classe (n — 1) (w — 2). £) evidente che questa 
curva fa parte dell’ inviluppo dianzi accennato ; talehe questo conterra inoltre una curva 
della classe 3(« — 1) (w — 2), cioe: 

Le tangenti comuni nd punti di contatto fra le prime polari relative ad una data 
curva ePordine n inviluppano una linea ddla classe 3(« — 1) (» — 2)*). 

Art. XT, 

Beti geometriche. 

92. Il complete sistema delle linee d’ordine m soggette ad — — 2 condi- 
zioni comuni chiamasi rete geometrica ddVordine quando per due punti presi ad 


*} Stbinbr, I , c . p. 4-6. 
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arbitrio passa una sola linea del sistema, vale a dire, quando le linee del sistema pas- 
sant! per uno stesso punto arbitrario formano un fascio *). 

Per esempio, le prime polar! relative ad una data curva d’ordine n formano una 
rete geometrica d’ordine n — 1 {77,3,); anzi, molte proprieta di quelle si possono ap- 
plicare, colle identiche dimostrazioni, ad una rete qualsivoglia. 

Due fasci d’ordine m i quali abbiano una curva comune, ovvero tre curve d’ordine m 
le quali non passino per gli stessi punti, determinano una rete geometrica d’ordine 
m (77, a). 

II luogo di un punto nel quale si toecMno due (eppero infinite) curve d’una data 
rete d’ordine m, e una linea deU’ordine 3(«i — 1). Questa linea, che puo cMamarsi 
VHessiana della rete, e anche il luogo de’ punti doppi delle curve della rete (90, a). 

Le tangent! comuni ne’ punti di contatto fra le curve deUa rete inviluppano una 
linea della classe im{m — 1) (91, b). 

(a) Supponiamo che tutte le curve di una data rete abbiano un punto comune a. 
Condotta una retta A per a, sia a' il punto di A infinitamente 'vicino ad a; infinite 
curve della rete passeranno per a' (eioe toccheranno la retta A in a), formando un 
fascio. E condotta per a una seeonda retta Ai, nella quale sia ai il punto successive 
ad a, vi sara una (ed una sola) curva della rete che pass! per a' e per a^, cioe che 
abbia un punto doppio in a. Dunque: allorche tutte le curve di una rete hanno un punto 
comune, una di esse ha ivi un punto doppio, e quelle che nel punto medesimo toccano 
una stessa retta formano un fascio. 

(b) Suppongasi in secondo luogo che tutte le curve di una data rete abbiano un 
punto comune a ed ivi tocchino una stessa retta T. Condotta una retta A ad arbitrio 
per a, vi saranno infinite curve della rete passanti pel punto di A successive ad a, e 
tali curve formeranno un fascio. Ciascuna di esse e incontrata si da T che da A in 
due punti riuniti in a, cioe per esse questo punto e doppio; talche quel fascio non 
cambia col mutarsi della retta A intorno ad a. Fra le curve del fascio, due sono cu- 
spidate in a (48), ed una ha per tangente la retta T. [^®] Ed invero quest’ultima curva 
e individuata dal dover incontrare T in tre punti ed A in due punti, tutti coinci- 
dent! in a. 

93. Date tre curve C, C, 0", gli ordini delle quali siano rispettivamente 
proponiamoci di determinare il luogo di un punto le cui rette polari, rispetto a quelle 
curve, concorrano in uno stesso punto; ossia, con altre parole (69, a), il luogo di un 
punto nel quale si seghino le prime polari di uno stesso punto relative alle curve date. 
A tal uopo procederemo cost: per un punto o fissato ad arbitrio si conduca una retta L 


*) MQbius, 1. c. p. 266. — Stbikek, L c. p. 5. 
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e si determinino i punti dotati della propriety che in ciascun d’essi concorrano le 
prime polari di uno stesso punto di L; indi, fatta girare questa retta intorno ad o, si 
otterranno tutt’i punti del luogo richiesto. 

Le prime polari de’ punti di L rispetto alle curve G, C' formano due fasci projet- 
tivi (77), onde le curve corrispondenti, cioe le polari di uno stesso punto di L, si seghe- 
ranno ne’ punti di una curva K' deU’ordine — 2 passante pei punti delle basi 

de’ due fasci. E qui si noti cbe la base del primo fascio e formata dagli {m — 1)® punti 
ne’ quali la prima polare di o rispetto a C sega la prima polare di un altro punto qua- 
lunque di L rispetto alia curva medesima. Cosi abbiamo ottenuto la curva K', luogo di 
un punto pel quale passino le prime polari, relative a C e O', di uno stesso punto di L. 

Ogni retta L condotta pei punto fisso o individua una curva K'. Di tali curve K’ 
ne passa una sola per un punto qualunque p. Infatti, se per p devono passare le prime 
polari relative a 0 e O', il polo sara I’intersezione p delle rette polari di p (69, a); 
il punto p' determina una retta L passante per o, e questa individua la curva K' pas- 
sante per p. Dunque, variando L intorno ad o, la curva K' genera un fascio (41). 

Ora, se alia curva C' si sostituisce 0", la retta L dara luogo analogamente ad una 
curva K" d’ordine w-j-m" — 2, la quale passera per gli stessi (m — 1)^ punti-base del 
primo fascio, cbe ha servito per generare anche K'. Variando L intorno ad o, le corri- 
spondenti curve K" formano un fascio. I due fasci formati dalle curve K', K" sono projettivi 
fra loro, perche ciascun d’essi e projettivo al fascio di rette L passanti per o. Laonde quei 
due fasci, I’uno dell’ordine m-^m' — 2, I’altro dell’ordine m-j-m" — 2, genereranno 
una curva dell’ordine — 4(50). Siccome pero due curve corrispondenti 

K', K" hanno sempre in comune (m — 1)^ punti situati in una curva fissa dell’ordine m — 1 
(la prima polare del punto o rispetto a C), cosi gli altri (w-j-m' — 2) (w+m" — 2) — (m — 1)^ 
= -j-mm' — 2(OT-f-m'-[- m") 3 punti comuni alle omologhe curve K', K" ge- 

nereranno una curva dell’ordine 2w-f-w'-|-w" — 4 — (m — — 3 (50, a). 
E questo e evidentemente il luogo richiesto. 

Questa curva si chiamera la Jacohiana delle tre curve date *). 

Se le tre curve date passano per uno stesso punto a, le rette polari di questo pas- 
sano per esso medesimo ; dunque, se le curve C, O', C" hanno punti comuni a tutte e 
tre, questi sono anche punti della loro Jacohiana. 

Se una delle curve date, per esempio O', ha un punto doppio d, la retta polare 
di questo punto rispetto a G" e indeterminata (72), onde pu5 risguardarsi come tale 
la retta che unisce d all’intersezione delle rette polari di questo punto relative alle 
altre due curve G, G'. Dnnque la Jacohiana passa pei punti doppi delle curve date. 


*) SvnvBSTBR, 1. c. p. 546. 
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94. Suppoagasi m'—m', cioe due delle curve date siano dello stesso ordiue. In 
tal caso la Jacobiana non si cambia, se a quelle due curve se ne sostituiseono due 
altre qualuuque del fascio da esse determinato. II che e evidente, percbe la Jacobiana 
e il luogo di uu punto pel quale passiuo le tre prime polari d’uno stesso polo; e d’al- 
tronde le prime polari d’uno stesso polo rispetto a tutte le curve d’un fascio formano 
un nuovo fascio (84, a), cioe passano per gli stessi punti. 

Nel caso attuale, la Jacobiana aminette una seconda definizione. Se p e un punto 
di essa, le rette polari di p rispetto alle tre curve date concorrono in uno stesso punto p\ 
Ma p' e il punto pel quale passano le rette polari di p rispetto a tutte le curve del 
fascio (O'O") (84, c); cioe la retta polare di p rispetto a C sara anche retta polare 
dello stesso punto relativamente ad una curva del fascio anzidetto. Onde pub dirsi che 
la Jacobiana delle curve date e il luogo di un punto avente la stessa retta polare 
rispetto a C e ad alcuna delle curve del fascio (C C") ; il qual luogo abbiamo gia inve- 
stigate altrove (87). 

95. Supponiamo cioe le curve date siano tutte e tre dello stesso 

ordine m. Siccome a due qualuuque di esse se ne ponno sostituire (94) due altre del 
fascio da quelle due detenninato, cosi alle tre date se ne potranno sostituire tre qua- 
lunque della rete (92) individuata dalle curve date (purche non appartengano ad uno 
stesso fascio), senza che la Jacobiana sia punto alterata. Onde, data una rete di curve 
d’ ordine m, il luogo di un polo, le cui rette polari rispetto alle curve della rete concorrano 
in uno stesso punto, e una linea d’ ordine 3(»i — 1), passante pei punti doppi delle curve 
medesime (93). Percio, nel caso di cui si tratta, la Jacobiana coincide colPHessiana 
della rete (92). Abbiamo cosi un’altra definizione dell’Hessiana di una data rete geo- 
metrica. 

Vogliamo ora esaminare piu dawicino il caso nel quale le curve della rete si seghino 
tutte in uno stesso punto dato, ed anche quello in cui le curve medesime si tocchino 
nel punto comune | e una di esse abbia ivi una euspide, e per tangente la tangente 
comune | . Nel primo caso possiamo supporre che una delle tre curve individuanti la 
rete sia quella per la quale il punto dato e un punto doppio; e nel secondo caso po- 
tremo assumere quella curva che nel punto dato ha una euspide ed ivi tocca la tangente 
comune a tutte le curve della rete (92, a, b). 

96. Siano date adunque tre curve C, O', C" dello stesso ordine m, aventi un punto 
comune, il quale sia doppio per una di esse, C"; in quel punto si collochi il polo o, 
del quale abbiamo fatto uso (93) nella ricerca generale della Jacobiana. 

(a) Le prime polari del punto o rispetto alle curve 0 , C' passano per o, onde per 
questo punto passera anche la curva K', qualuuque sia la retta L a cui corrisponde (93). 

La curva K' corrispondente ad una data retta L rimane la stessa, se alle curve 
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C , C' sostituiseonsi due curve qualunque del fascio determinato da quelle. Sostitueudo 
a C la curva C” taugeute in o alia retta L, le prime polari di tutt’i punti di L relative 
a C" passeranno per o (70). Per o passa anche la prima polare di o relativa a O'; 
quindi la taugeute in o alia curva K' sara la retta che ivi tocca la prima polare di .o 
rispetto a 0° (51, a), ossia la retta L. Dunque: quaudo le curve C, C' sono dello stesso 
ordine e passano per o, anche la curva K' passa per o ed ivi tocca quella retta L a 
cui essa corrisponde. 

(b) Essendo o an punto doppio per la curva C", le prime polari, relative ad essa, 
di tutt’i punti della retta L passano per o ed ivi toccano una medesima retta L', la 
coniugata armonica di L rispetto alle due tangenti di C" nel punto doppio (74, c). 

La curva K” (93) e generata da due fasci projettivi, I’uno delle prime polari de’ punti 
di L rispetto a C", I’altro delle prime polari de’ medesimi punti rispetto a C. Le curve 
del primo fascio hanno in o una stessa tangente L'. E alia curva del secondo fascio 
che passa per o, cioe alia prima polare di o rispetto a C, corrisponde la prima polare 
di 0 relativa a C, ossia quella curva del primo fascio per la quale o e un punto doppio. 
Per conseguenza, qualunque sia la retta L, la curva K" generata dai due fasci ha in o 
un punto doppio (51, b). Inoitre, quando L sia una delle tangenti di C" nel punto 
doppio (51, d), ovvero quando L sia tangente in o alia curva C, nel qual caso anche 
le curve del secondo fascio passano per o (52, a), in entrambi questi casi, dico, la retta 
L e una delle tangenti a K" nel punto doppio o. 

Dunque: se C e 0" hanno un punto comune o che sia doppio per 0", la curva K" 
relativa ad una data retta L (passante per o) ha un punto doppio in o; ed L e una 
delle due relative tangenti, ogniqualvolta essa sia tangente in o ad una delle due 
curve date. 

(c) Cosi abbiamo veduto che, nel caso preso in considerazione, il punto o appartiene 
a tutte le curve K' relative alle rette L eondotte per esso (a) ed e doppio per tutte 
le curve K” corrispondenti alle rette medesime (b). Dunque (52) o sara un punto triplo 
per la complessiva curva d’ordine 4(m — 1) generata dai due fasci projettivi delle K' e 
delle K" (93). Ma di questa curva complessiva fa parte la prima polare di o relativa 
a C, la quale prima polare passa una volta per o; dunque questo punto e doppio per 
la curva rimanente d’ordine 3(m — 1), ciob per la Jacobiana. 

Le rette L sono tangenti (a) alle relative curve K'; dunque (52) le tangenti alia 
earva risultante d’ordine 4(jw — l) nel punto triplo o saranno quelle rette L che toccano 
anehe le relative curve E". Ma L tocca la corrispondente K" (b) quando e tangente a 
C 0 a CT; eppero le tre tangenti nel punto triplo sono la tangente a C e le due tan- 
genti di CT. Di queste tre rette, la prima e tangente (71) alia prima polare di o rela- 
tiva a C; dunque le altre due sono le tangenti della Jacobiana nel punto doppio o. 
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Cos! possiamo concludere che: 

(d) Data ima rete di curve passanti per uno stesso piinto o, la ciirva Hessiana della 
rete jmssa due volte per o ed ivi ha le clue tangenti comimi con quella curva della rete^ 
per la quale o e un punto doppio, 

97. Passiamo ad esaminare il caso in cui il punto o, comiine alie tre curve C, C', C”, 
sia una cuspide per Tultima di esse, e la tangente cuspidale T tocchi in o anche C e C'. 

(a) Le curve C , C' avendo in o la stessa tangente, all’una di esse pu5 sostituirsi 
quella curva del fascio (COO che ha un punto doppio in o (47); onde questo punto 
Sara doppio per K', qualunque sia L (96, h). Ed inoltre, quando L coincida con T, 
questa retta sara una delle tangenti nel punto doppio per la corrispondente curva K'. 

(b) Essendo o una cuspide per C", ie prime polari, relative a questa curva, di tutt’ i 
punti di L passano per o ed ivi toccano T (74, c); e fra esse ve n’ha una, la prima po- 
lare di o, per la quale questo punto e una cuspide e T e la relativa tangente cuspidale. 
Inoltre, la prima polare di o rispetto a C passa anch’ essa per o ed ivi tocca la mede- 
sima retta T. Dunque (51, e), qualunque sia L, la curva K" ha una cuspide in o, e la 
tangente cuspidale e T. 

Ma se L coincide con T, le prime polari de’ punti di L relative a C" hanno un punto 
doppio in o (78, a), mentre le prime polari de’ medesimi punti rispetto a C passano 
semplicemente per o (70); ond’e che quella curva E", che corrisponde ad L coinci- 
dente con T, ha un punto tidplo in o (52). 

(c) Cosi e reso manifesto che le curve K' hanno in o un punto doppio, mentre le 
curve K" hanno ivi una cuspide, e T e la comune tangente cuspidale. Ne consegue (52) 
che 0 e un punto quadruple per la complessiva curva d’ordine 4(w — 1) generata 
dai due fasci projettivi delle K' , K" e che due de’ quattro rami passanti per o sono 
ivi toccati dalla retta T. G-li altri due rami sono toccati in o dalle tangenti della curva E' 
corrispondente a quella curva E" che ha in o un punto triplo (52, a). La curva E", 
per la quale o e un punto triplo, corrisponde ad L coincidente con T (b), eppero cor- 
risponde appunto a quella curva E' che ha un ramo toccato in o dalla T (a). Dunque 
tre delle quattro tangenti nel punto quadruplo o della curva complessiva d’ordine 
4 (m — 1) sono sovrapposte in T. 

La curva d’ordine 4 (m — 1) e composta della Jacobiana delle tre curve date e 
della prima polare di o rispetto a C. Questa prima polare passa una volta per o ed 
ivi ha per tangente T ; dunque la J acobiana passa tre volte per o e due de’ suoi rami 
sono ivi toccati dalla retta T. Ossia; 

(d) Data una rete di curve aventi un punto comune o ed ivi la stessa tangente T 
\la quale sia anche la tangente in o ad una curva della rete, cuspidata in o], 

la curva Sessiana della rete ha tre rami passanti per o, due de^ quali sono ivi tangenti 
alia retta T. 


Ch'&mona, tomo I. 


2 $ 
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98. Supposte date di nuovo tre curve C, O', C'^ i cui ordini siano rispettivamente 
m , m', m", cerchiamo di quale ordine sia il luogo di un punto nel quale concorrano le 
rette polari di uno stesso polo rispetto alle tre curve date. Sia L una retta arbitraria, 
i un punto qualunque di essa; se per i devono passare le rette polari relative a C, C , 
il polo 0 Sara una delle [m -1) (m'— 1) intersezioni delle prime polari di i rispetto 
a quelle due curve. Se per o dee passare anche la prima polare relativa a C , il polo 
di essa sara nella retta polare di o rispetto a questa curva; e le rette polari degli 

— — 1) punti o incontreranno L in altrettanti punti i'. 

Assunto invece ad arbitrio un punto i' in L, se per esso dee passare la retta polare 
relativa a C", il polo e nella prima polare di i' rispetto alia detta curva; la quale 
prima polare e una curva K dell’ ordine — 1. Le rette polari dei punti di K relative 
a C inviluppano una curva della classe (w — l) {m " — 1) (81), ed analogamente le rette 
polari dei punti di K rispetto a C' inviluppano un’altra curva della classe {m — 1) (m’—l). 
In queste due curve-inviluppi, a ciascuna tangente dell’una corrisponde una tangente 
dell’altra, purche si assumano come corrispondenti quelle tangent! che sono polari di 
uno stesso punto di E rispetto a C e O'. Dunque (83, a) le intersezioni delle tangenti 
omologhe formeranno una curva deU’ordine (m — 1) (m" — 1 )-|-(ot' l) (»k" l), la 

quale seghera la retta L in altrettanti punti i. 

Cosi a ciascun punto i corrispondono {m — 1) (m' — 1) punti i', mentre ad ogni 
punto i' corrispondono {m — 1) (w" — l)-f-(ui^ — l) ()»" — 1) punti i. Onde la coincidenza 
di due punti omologhi i , i' in L avverra {m — i){ni — l)-h(^' — 1) — !)-!-(”*" 1) 1) 

volte; cioe questo numero esprime I’ordine del luogo ricbiesto. Questa curva passa 
evidentemente pei punti eomuni alle tre curve date, ov’ esse ne abbiano. 

(a) Quando le tre curve date siano dello stesso ordine m, ad esse ponno sostituirsi 
altre tre curve della rete da quelle individuata, senza che venga a mutarsi il luogo 
dianzi considerate. Questo, che in tal easo e dell’ordine 3 (j» — 1)*, puo chiamarsi la 
Stdneriana della rete (88, d). 

(b) Data una rete di curve d’ordine m, ogni punto p della curva Hessiana e il polo 
d’ infinite rette polari relative alle curve della rete, le quali rette concorrono in uno stesso 
punto 0 (95) della Steineriana. In questo modo, a ciascun punto dell’ Hessiana corri- 
sponde un punto della Steineriana e reciprocamente; quindi la retta che unisce due punti 
corrispondenti inviluppauna terza curva della classe 3(m — — l)*=3m(w — l) 
(83, b). 

Ogni retta pjssante per o e adunque polare del punto p rispetto ad una curva della 
rete. Del resto, se la retta polare passa pel polo, questo giace nella curva fondamen- 
tale, che d ivi toccata dalla retta polare medesima. Ne segue che la retta op tocca in p 
ana curva della rete; ma tutte le curve della rete che passano per p si toccano ivi 
fra loro (92), dunque la comune tangente di queste curve e op. [®‘] 
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Aet. XVI. 

Formole di Pliieker. 

99. Data una curva qualsivoglia C„ (fondamentale), indichiamo con 

n I’ordine della medesima, 
m la classe, 

§ il numero de’ punti doppi, 

X il numero de’ punti stazionari o cuspidi, 

T il numero delle tangent! doppie, 

I il numero delle tangent! stazionarie, ossia de’ flessi. 

Siccome m e il numero delle tangent! che da un punto arbitrario si possono con- 
durre alia curva data, cosi, in virtu del teorema (74, c) o (87, d), si ha: 

1) m=n(n — 1) — 2S — 3a, 

formola che somministra la classe di una curva, quando se ne conosca I’ordine e si 
sappia di quanti punti doppi e cuspidi e fomita. 

Pel principio di dualita, un’equazione della stessa forma dovra dare I’ordine di 
una curva, quando se ne conosca la classe, il numero delle tangent! doppie e quello 
delle stazionarie (82); dunque: 

2) n=m(m — 1) — 2t — 3i. 

100. Siccome ogni punto della curva fondamentale, il quale ahbia per conica polare 
il sistema di due rette, e un flesso o un punto multiple (80), cosi la curva Hessiana, 
la quale e il luogo de’ punti le cui coniche polar! si risolvono in coppie di rette (90, a), 
Sega la linea data nei flessi e ne’ punti multipli di questa. Onde, essendo 1’ Hessiana 
deU’ordine 3(w — 2), se la curva data non ha punti multipli, il numero de’ suoi flessi 
e 3n(n — 2) *). 

Supponiamo ora che C„ abbia un punto doppio d; nel qual caso tutte le prime 
polar! passano per d. Allora 1’ Hessiana della rete formata da queste prime polari, che 


*) PlUcker, System der analytischen Geomeirie, Berlin 1835, p. 264. — Hhssb, Ueber die 
Wmdepuncte der Curven dritter Ordnung (Giomale di Cbbllb, t. 28, Berlino 1844, p. 104). 
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e anche I’Hessiana di C„ (90, a; 92), passa due volte per d ed ivi ha le due tangent! 
comuni colla prima polare del punto stesso (96, d), cioe ha le tangent! comuni colla 
eurva data (72). Dunque il punto d equivale (32) a sei intersezioni dell’Hessiana con 
C„; ossia ogni punto doppio fa perdere a questa curva sei flessi. 

Ora s’ imagini che C„ abbia una cuspide d, e sia T la tangente cuspidale. In questo 
caso tutte le prime polari relative a passano per d ed ivi sono toccate dalla retta T 
(74, e); [inoltre la prima polare di d ha ivi una cuspide, con T per tangente cuspidale 
(72)] [*^]; eppero I’Hessiana ha tre rami passanti per d, due de’ quali hanno per 
tangente T (97, d). Dunque il punto d equivale ad otto intersezioni dell’Hessiana con 
C,., ossia ogni cuspide fa perdere a questa curva otto flessi*). 

Quindi, se C„ ha 3 punti doppi e % cuspidi, il numero de’ flessi ossia delle tangent! 
stazionarie sara dato dalla formola: 

3) ’.=3n{n — 2) — 6o — 8x. 

E pel principio di dualita, se una curva della classe m ha t tangenti doppie ed tan- 
gent! stazionarie, essa avra 

4) 7, = 3m{m — 2) — Gr — 8t 
punti stazionari. 

Le quattro equazioni cosi trovate equivalgono pero a tre sole indipendenti; infatti, 
sottraendo la 1) moltiplicata per 3 dalla 3), si ha la 

5) X — c = 3(» — m), 

equazione che pub essere dedotta nello stesso modo anche dalle 2) , 4). 

Cosi fra i sei numeri n , si hanno tre equazioni indipendenti, onde, 
dati tre, si possono determinare gli altri tre. Per esempio, dati n,S,%, il vaJore di x 
si ottiene eliminando m ed i fra le 1), 2), 3); e si ha: 

6) — 2) {»*— 9)— (2S + 3x) (»*—« — 6)4-25(3—1) + |u(x — l)-f63x. 

Una formola a^i utile si ottiene sottraendo la 2) dalla 1), ed eliminando x — i 
dal risultato mediante la 5): 

7) 2(5 — x) = (» — m){n-\-m — 9). 


*) Gatlby, Bedterches sur I’diminaMon et aur la th&me des courl>es (Giornale di Crblle 
t. M, Berlino 1847, p. 43). 
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Queste importanti relazioni fra Fordine, la classe e le singolarita di una curva piana 
sono state scoperte dal sig. Pluceeb*). 

101. Se una curva deve avere un punto doppio, senza che questo sia date, cio 
equivale ad una Gondizione; infatti, a tal uopo basta che tre prime polari (non appar- 
tenenti ad uno stesso fascio) abbiano un punto comune. Invece, se la curva deve avere 
un punto stazionario, senza che questo sia dato, ossia se tre prime polari (non appar- 
tenenti ad uno stesso fascio) debbono toccarsi in uno stesso punto, cio esige due con- 
didoni. Onde segue che, se una curva d’ordine n deve avere S punti doppi e x cuspidi, 

essa Sara determinata (34) da ^ ^ ■ 

m [m -}- 3) 


3 — 2'/. condizioni. E, in virtu del principio 


di dualita. 


■z — 2'. condizioni determineranno una curva della classe m 


la quale debba essere fornita di v tangent! doppie e di t tangent! stazionarie. 

Percio, se i numeri «, m, 8, x, t, i competono ad una sola e medesima curva, dovra 
essere: 


8 ) 


n {n + 3) 


•8 — 2x = 






formula che puo dedursi anche dalle 1) , 2) . . . **). Ma, ove sia stabilita a priori, come 
qui si e fatto, essa insieme con due qualunque delle 1), 2), ... potra servire a som- 
ministrare tutte le altre***). 

102. Noi prenderemo quind’ innanzi a studiare le proprieta di una curva C„ di un 
dato ordine n, la quale supporremo affatto generale fra quelle dello stesso ordine. 
Eppero, a meno che non si facciano dichiarazioni in contrario, la curva fondamen- 
tale Sara della classe n{n—l) ed avra nessun punto multiple, 3n{n — 2) flessi e 

\n{n — 2) — 9) tangent! doppie. 

Le prime polari relative a C„ formano una rete dell’ordine n — 1, FHessiana della 
quale taglia C„ ne’ 3n{n — 2) flessi di questa. La Steineriana della rete (98, a), che 
e anche la Steineriana di C„(88, d), e delFordine 3(w — 2f. 


*) Theorie der algd). Curverij p. 211. 

**) j La (8) h una conseguenza delle (5), (7). Da queste si deduce anche: 

2) (m— l)(m— 2) 

(S+x) = 2 

***) Salmon, Higher plane curves, p. 92. 


(■'+0- i 
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Aet. XYn. 

Curye generate dalle polari, q^aando il polo si muoya cob legge data. 


103. Se un punto, considerato come polo rispetto alia curva fondamentale C„, 
percorre un’altra curva data C« d’ordine jw, la retta polare inviluppa una curva K, 
la quale abbiamo gia trovato (81) essere della classe w(ra — 1). Le tangenti che da 
un punto qualunque o si possono condurre a K sono le rette polari degli m{n — l) 
punti, ne’ quali C„ e intersecata dalla prima polare di o. 

(a) Se 0 e tal punto che la sua prima polare sia tangente a C«, due rette polari 
passanti per o sono coincidenti, doe o e un punto della curva K (30) ; questa e dunque 
il luogo geometrico de’ poll le cui prime polari toccano C„. Questa proprieta ci mette 
in grade di trovare 1’ ordine di K, cioe il numero de’ punti in cui K e ineontrata da 
una retta arbitraria L. Le prime polari de’ punti di L formano un fascio (77); onde, 
supposto che C„ abbia 6 punti doppi, e it cuspidi, vi saranno — 5) — (2S4-3it) 

punti in L, le cui prime polari sono tangenti a €„ (87, c). Dunque K h dell’ ordine 
— 5) — (25 -(-3/.) jciofe 2w(« — 2)-i-M, ove M e la classe di C„| [®®]. 

E poi evidente che le tangenti stazionarie di K sono le rette polari de’ punti 
stazionari di C*; donde segue che K ha x flessi. 

Conoscendo cosi la classe, I’ordine ed il numero de’ flessi della curva K, mediante 
le formule di PlCcker (99, 100) troveremo che essa ha inoltre: 

— 5) — (2S-f-3'>c)^ — — 2l) + 1054"'^^ punti doppi, 


— 4) — (6S-f-8x) cuspidi e -m{n — 2)(mn — 3) + 5 tangenti doppie. 


(b) E manifesto che ogni punto doppio di K e il polo di una prima polare tangente 
a C*, in due punti distinti; che ogni cuspide di K e il polo di una prima polare avente 
con C« un contatto tripnnto; e che ogni tangente doppia di K e una retta avente o 
due poli distinti sulla curva C„ , o due poli riuniti in un punto doppio di questa curva. 

Siccome le propriety del sistema delle prime polari (relative a C„) valgono per 
una rete qualsivoglia di curve [**], cosi da quanto precede si raccoglie: 

1.® iZ numero deUe curve d'una rete d’ordine n — 1 , le guedi ahhiano doppio contaMo 
eon una data linea dordine m, fomita di 8 pmii d&ppi e % cuspidi, e 


1 

2 


(i»(?» -f 2«— 5) — (28 + 3x)) — w (5«* 4- 6«— 21) 4- 108 4- Y X. 
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2.° 11 numero delle curve della stessa rete aventi colVansideUa linea d'ordine m un 
contatto trlpunto e — 4) — (68 -{- 8v-) * **) ). 

(c) Ogni punto della curva K e polo di una prima polare tangente a C,„; onde, 
considerando le intersezioni delle curve K e C„j, si ha: 

In una curva C„, dell’ordine m, dotata di 8 punti doppi e di v. cuspidi, vi sono 
— 5) — m(2S-|-3x) punti, le cui prime polari relative alia curva fondamen- 
tale C„ toccano la medesima C„,. 

Di qui per w = 1 si ricava : 

In una retta qualunque vi sono 2(n — 2) punti, le cui prime polari relative aUa 
curva fondamentale C,, toccano la retta medesima. 

Se la retta e tangente a C„, nel contatto coincidono due di quei 2(n — 2) poli. 
Dunque in una retta tangente a C„ esistono 2(n — 3) punti, ciascun de’ quali e polo 
di una prima polare tangente in altro punto alia retta medesima. 

(d) Se nella ricerca superiore, la curva C„ si confonde con C„, la linea K si 
compone evidentemente della C„ medesima e delle sue tangent! stazionarie, perche 
ogni punto di quella e di queste e polo di una prima polare tangente alia curva fon- 
damentale (71 , 80). In tal caso, i punti doppi di K sono le intersezioni delle tangent! 
stazionarie fra loro e colla curva C„; le cuspidi di K sono rappresentate dai fiessi di 
G„, ciascuno contato due volte; e le tangent! doppie di K sono le stazionarie e le 
doppie di C„. 

I punti doppi di K sono (b) i poli d’altrettante prime polari doppiamente tangent! 
alia curva fondamentale. Ed invero : se o e un punto comune a due tangent! stazio- 
narie di questa, la prima polare di o toeca C„ ne’ due flessi corrispondenti (80); e se 
0 e un punto di segamento di C„ con una sua tangente stazionaria, la prima polare 
di 0 tocca 0„ in o (71) e nel punto di contatto di questa tangente (80). Sonvi adunque 
3n(n 2) (n 3) prime polari doppiamente tangenti a C„, i cui poli giacciono in C„ 

medesima; e vi sono altre -n(n—2) {^n{n — 2) — 1^ prime polari pur doppiamente 
tangenti, i cui poli sono fuori di C„. 

(e) La curva K, inviluppo delle polari de’ punti di C«, si chiamera 

r(»— 1)”*“ polare di 

Facendo m=l, troviamo che r(w — polare di una retta E, cioe F inviluppo 
delle rette polari de’ punti di R, od anche il luogo de’ poli delle prime polari tangenti 


*) Bischoff, 1 . 0. p. 174-176. 

**) Oeeorre qnindi nel seguito distingnere bene fra polare di nn punto e polare di una 
cnrva. [ EinUituTig ] 
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ad R, e uaa curva della classe n — 1 e deH’ordine 2(w — 2), con %{n—Z) cuspidi, 

N ■ 1 . 1 (w — 2) in — 3) , J.-1- 

2{n — 3){n — i) pnnti doppi ed y tangenti doppie; cioe; 

Vi sono 3 (» — 3) prime polari, per le quali una data retta R e una tangente sta- 
zionaria; 2{n — 3) (n — 4) prime polari, per le quali R e una tangente doppia; ed inoltre 

-(?i — 2) (m — 3) rette, ciascuna delle quali ha due pdi in R. 

2 

(fj Se r(« — 1)"*“ polare deUa retta R passa per un dato punto o, questo e il polo 
di una prima polare tangente ad R (e); talche se r{w — 1)'"' polare varia girando 
intorno al punto fisso o, la retta R inviluppera la prima polare di o. Cosi abbiamo 
due definizioni della prima polare di un punto: 

La prima polare di un punto o e il luogo de' poli le eui (n— 1)'“' polari s'incro- 
ciano in o, ed e atiehe V mviluppo delle rette le eui {n — 1)’"' polari passano per o. 

104. Supposto cbe un polo p percorra una data curva C„, d’ordine m, avente S 
punti doppi e •/. cuspidi, di qual indice e la serie (34) generata daUa polare (r)’""’ di p 
rispetto alia linea fondamentale C„, e quale ne sara I’inviluppo? 

(a) Se la polare (r)””" di p passa per un punto o, il polo sara nella polare (n — 

di 0 (69, a), cioe sara una delle rm intersezioni di questa polare colla proposta curva C„,. 
Dunque per o passano rm polari di punti situati in C„,, cioe le polari (r)”‘‘ 
de’ punti di formano una serie d’ indice rm. 

(b) Se r (n — polare di o tocca in un punto C,„ , avremo in o due (j*)”® polari 
coincidenti, ossia o sara un punto della linea inviluppata dalle curve della serie anzi- 
detta. Dunque: 

L’invUuppo delle polari (r)”'* de’ punti di una curva C™ e anche il luogo de' poli 
ddle polari (» — r)"’' tangenti a 0^- 

(c) Quale e I’ordine di questo luogo? Owero, quanti punti vi sono in una retta 
arbitraria L, le polari (n — r)”*' de’ quali tocchino C,„? Le polari (»— f)™® de’ punti 
di una retta L formano (a) una serie d’ordine r e d’ indice n — r; eppero (87, c) ve 
ne sono in — r) (m -f 2r — 3) — (25 + 3 'a)) che toccano C™- Donde segue che: 

L’inmluppo deUe polari (r)“* de’ punti di una curva d'ordine m, dotata di § punti 
doppi e X cuspidi, e una linea delVordine (n — r) {m (m + 2r — 3) — (2S -j- 3x)) . 

Questa linea si denominera polare (r)”" della data curva 0„ rispetto alia curva 
fondamentale C**). 

(d) Fatto r= 1 ed indicata con «' la classe di C« , cioe posto m'=m(w — 1) — (2S-|-3x) 
(99), si ha: 


*) Stbekbe, I. c. p. 2-3. — V. anche la note **) alia pag. precedente. 
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La in'ima polare di ana curva della classe m!, doe il luogo de' poll delle rette tan- 
genfi di questa, e una Ibiea dell'ordine — 1). 

Questa linea passa pei puuti ove la curva fondamentale e toccata dalle tangent! 
comuni ad essa ed alia curva della classe nL 

Se m' = l, rieadiamo nella definizione della prinia polare di un punto (103, f). 

(e) Posto «j=l, troviamo che la polare (r)”'" di una retta e ima linea deWordine 
2(r — 1) [n — r). Quindi la prima polare di una retta e dell’ordine zero; infatti essa e 
costituita dagli [n — 1)^ poli della retta data (77). 

Per r=n — l, si ricade in un risultato gia ottenuto (103, e). 

(f) L’ordine della linea polare (r)"'" di una retta E si puo determinare direttamente 
come segue. A tal uopo consideriamo quella linea come luogo de’ punti comuni a due 
curve successive della serie d’ indice r e d’ordine n — r, formata dalle polari (r)’”" 
de’ punti di E (34). 

Se a e un punto qualunque di E, le polari (r)™* passanti per a hanno i loro rispet- 
tivi poli nella polare {n — j-)'”" di a, la quale sega E in r punti a'. Se invece assumiamo 
ad arbitrio un punto d, la sua polare (r)"’® sega E in n — r punti a; talche, riferiti 

1 punti a,d ad una stessa origine o, fra i segmenti oa,oa' avra luogo un’equazione 
del grado r in oa' e del grade n — r in oa. II punto a apparterrebbe alia linea eercata, 
se due delle r polari (r)”*"’ passanti per esso fossero coincidenti. Ma la condizione 
perche I’equazione anzidetta dia due valori eguali per oa' e del grado 2{r — 1) rispetto 
ai coefficient! della medesima, e per conseguenza del grado 2{r — l) (w — r) rispetto 
ad oa. Sono adunque 2(r — 1) (ra — r) i punti comuni al luogo ricMesto ed alia retta E; 
ossia I’inviluppo delle polari (r)”*'’ de’ punti di una retta data e una linea dell’ordine 

2 (r — 1) [n — r). 

Le stesse considerazioni si possono applicare, in molti casi, alia ricerca dell’ordine 
della linea cbe inviluppa le curve d’una data serie. Per esempio, se la serie e d’ indice r 
e d’ordine s, e se si puo assegnare una punteggiata projettiva alia serie (cioe se fra 
le curve della serie e i punti di una retta si pud stabilire tale corrispondenza che ad 
ogni punto della retta corrisponda una curva della serie, e viceversa), I’inviluppo sara 
dell’ordine 2(r — l)s. Di qui per s=l si ricava: 

Se una curva della classe r e tale che si possa assegnare una punteggiata projettiva 
cdla serie delle sue tangenti, V or dine della curva e solamente 2(r — 1). 

(g) Se la polare (n — r)’““ di una retta passa per un dato punto o, questo e (b) 
il polo di una polare (r)’”® tangente a quella retta. Dunque: 

La polare (r)”'" di un punto o, ossia il luogo de' punti le eui {n — r)”® polari passano 
per 0 , e anche Vinviluppo delle rette le polari (n — delle quali contengono il punto o. 

Cosi le polari de’ punti e delle linee sono definite in doppio modo, e come luoghi 
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e come inviluppi. Egli e appunto in questa doppia definizione clie sembra risiedere 
il segreto della grande fecondita della teoria delle curve polari. 

(h) La polare (>•)”“ di una curva C tocchi un’altra curva C' nel punto o. In o quella 
polare tocchera la polare (r)’””' di un punto o' di C ; e viceversa (b) in o' la curva C 
sara toccata dalla polare {n — r)“'' di o. Ma la polare (r)’”“ di o' tocca in o ancbe C; 
dunque la polare {n — r)’”" di o tocchera in o' la polare {n — r)”'" di O'; ossia: 

Se la polare (r)™'' di una curva G tocca un'altra curva O', reciprocamenie la polare 
(n — r)”® di C' tocca C. 

(k) Una rettaE sia r(r — 1)’”“ polare di un punto o rispetto air(M — ry polare 
di un altro punto o', ovvero, eio che e la medesima cosa (69, c), la polare (« — 
di o' rispetto alia polare {r — 1)”“ di o. Se R varia ed inviluppa una curva qualunque C, 
restando fisso il punto o', il luogo del punto o sara (d) la prima polare di C rispetto 
air(» — r)”“' polare di o'. Se inveee resta fisso il punto o, mentre R inviluppa la curva C, 
il luogo di o' sara la prima polare di C rispetto air(r — 1)”'" polare di o. Dunque: 

Se la prima polare di una curva C rispetto all’ {r — l)”“ polare di un punto o passa 
per un altro punto o', la prima polare di C rispetto air{n — r)”*® polare di d passera 
per o; e viceversa. 

105. L’(» — I)”® polare di una curva C„ d’ordine ?» e (81) una linea K della classe 
Hi {»—!). Reciprocamente, la prima polare di E sara (104, d) una linea deU’ordine 
m{n — 1)®. Questa linea comprende in se la data curva C„, perche K e non solo I’invi- 
luppo delle rette polari dei punti di C„, ma anehe il luogo de’ poll delle prime polari 
tangenti a C* (103, a). Dunque, allorche un punto o percorre la curva C„,, gli altri 
{« — l}® — 1 poll della retta polare di o descriveranno una linea deU’ordine m{n — 1)® — m 
—mn(n — 2). 

A questo risultato si arriva anche cercando la soluzione del problema; quando un 
panto 0 percorre una data linea, quale e il luogo degli altri poli della retta polare di o? 

Suppmto dapprima che la data linea sia una retta R, cerchiamo in quanti punti 

essa seghi il luogo richiesto. Siccome (103, e) vi sono ^ (n — 2) (« — 3) rette, ciascuna 

delle quali ha due poli in R, cosi gli (w — 2) (« — 3) poli di tali rette sono altrettanti 
punti del luogo. Inoltre ricordiamo (90, b) che in ogni punto dell’Hessiana coincidono 
due poli d’una medesima retta, talch^ le 3(w — 2) intersezioni deU’Hessiana con R 
^no comnnlal luogo di cui si tratta. Questo luogo ha dunque (» — 2) (m— 3)4-3(w — 2) 
punti mmuni con R, vale a dire, esso 6 dell’ordine «(« — 2). 

Se inveee h data una linea C* dell’ordine m, assunta un’arbitraria retta R, cer- 
diiamo quante volte avvenga che una stessa retta abbia un polo in R ed un altro in C™ . 
I poll c»Eginnti ai punti di R sono, come or si e dimostrato, in una linea deU’ordine 
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m(?j — 2), la quale sega C™ in mn{n — 2) punti. Dunque vi sono mn{n — 2) punti in 
C„, ciascun de’ quali ha un polo congiunto in R; ossia; 

8e un polo descrioe una curva d'ordine m, il luogo degli altri poll congiunti e una 
linea delVordine mn{n — 2). [®^] 

106. Imaginiamo un polo che si muova percorrendo una data curva C„. d’ordine m; 
quale sara il luogo delle intersezioni della prima colla seconda polare del polo mobile, 
rispetto alia curva fondamentale C„? Assunta una retta arbitraria E, se per un punto i 
di essa passa una prima polare, il polo giace nella retta polare di i; questa retta 
sega Cm in m punti, le seconde polari dei quali ineontreranno R in m{n — 2) punti i'. 
Se invece si assume ad arbitrio in R un punto i' pel quale debba passare una seconda 
polare, il polo sara nella conica polare di i', che taglia C„ in 2m punti; le prime 
polari di questi detenninano in R 2m (w — 1) punti i. Cosi vediamo che ad ogni punto i 
corrispondono m(« — 2) punti i', mentre ad ogni punto i' corrispondono 2m [n — l) 
punti i; talche (83) vi saranno (inR) m(w — 2)-|-2m(w — l) = m(3M — 4) punti i, 
ciascun de’ quali coincida con uno de’ corrispondenti i'; cioe il luogo richiesto e una 
curva U delVordine m{Zn — 4). Evidentemente questa curva tocca C» negli mn punti 
comuni a Cm e C,j, perche in ciascuno di questi punti le polari prima e seconda si 
toccano fra loro e toccano 0,^ (71). 

Inoltre, siccome per un fiesso della curva fondamentale passa la prima e la seconda 
polare di ogni punto della relativa tangente stazionaria (80), cosi la curva U passera 
pel flesso di On tante volte quanti sono i punti comuni a Cm ed alia tangente stazio- 
naria. Dunque la curva U passa m volte per ciascuno dei 3»(m — 2) flessi di C„ *). 

(a) Se Cm coincide con C,^, la linea U contiene manifestamente due volte la curva 
fondamentale; prescindendo da questa, rimarra una curva dell’ordine 3n(w — 2), per 
la quale i flessi di C„ sono punti {n — 2)^’**. Dunque, se un polo percorre la curva fon- 
damentale, gli (w — l)(w — 2) — 2 punti in cui si segano le polari prima e seconda 
generano una linea dell’ordine 3m (m —2), avente n — 2 branehe passanti per ciascun 
flesso di C„, una delle quali ha ivi con C„ un contatto tripunto. Il che riesce evidente, 
considerando che ogni tangente stazionaria della curva fondamentale ha con questa 
« — 2 punti comuni, cioe il flesso ed m — 3 intersezioni semplici. 

(b) Analogamente si dimostra che, se il polo percorre la curva Cm. le intersezioni 
delle polari (r)**® ed (s)”’® descrivono una linea dell’ordine mn(pr-\-i) — 2mrs, la quale 
tocca la curva fondamentale ne’ punti comuni a questa ed a Cm. E da notarsi che il 
numero mn{r-\-s) — 2mrs non cambia sostituendo n — r,n — s adr,s. 


*) Clebsch, Veber dne Olasse von EUminationsprdblemen und iiber dnige Punkte der 

Theorie der Polaren (Giornale Ceblle-Boechardt, t. 58, Berlino 1861, p. 279), 
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Art. XVm. 

Applicazioae alle curve di second’ ordine. 

107. Se ne’ teoreini generali suesposti si fa »=2, si ottengono i piu interessanti 
risultati per la teoria delle coniche. 

Dato un polo o nel piano della curva fondamentale C. di second’ordine, il luogo 
del punto coniugato annonico di o, rispetto alle due intersezioni della curva con una 
trasversale mobile intorno ad o, e la retta polare di o (68). Se la polare di o passa 
perun altro punto o', viceversa (69, a) la polare di o' contiene o; ossia tutte le rette 
passanti per un punto dato hanno i loro poll nella retta polare di questo punto, e 
reciprocaraente tutt’ i punti di una data retta sono poli di rette incrociantisi nel polo 
della data. 

Siccome ogni punto ha una determinata retta polare, e viceversa ogni retta ha un 
polo unico, cosi i punti di una retta costitiiiscono una punteggiata projettiva alia Stella 
formata dalle loro rispettive polari. Donde segue che il rapporto anarmonico di quattro 
rette divergent! da un punto e eguale al rapporto anarmonico dei loro poli *). 

La retta polare di un punto o sega la conica fondamentale ne’ punti in cui questa 
e toccata da rette uscenti da o (70). 

Considerando la conica fondamentale come una curva di seconda classe, se da un 
punto qualunque di una retta data si tirano le due tangent! alia curva, la retta coniu- 
gata armonica della data, rispetto a queste due tangenti, passa per un punto fisso (82) 
che h il polo della retta data. 

Due figure. Tuna delle quali contenga i poli e le polari delle rette e dei punti 
dell’aJtra, diconsi polari reciproehe. Sui pochi prmcipii or dichiarati si fonda il celebre 
metodo di Poncelet **) per passare dalle proprieta dell’una a quelle dell’altra figura. 

108. Due punti o,o', Pun de’ quali Le polari di due poli coniugati, ossia 
giaccia nella polare dell’altro, diconsi poli due rette passanti ciascuna pel polo del- 
eoniugati. Le infinite coppie di poli coniu- I’altra, diconsi coniugate. Le infinite cop- 
gati esistenti in una trasversale formano pie di polari coniugate passanti per uno 

*) Chaslbs, MinuArt de geom&rie sur deux prindpes gdndraux de la science etc. (M6moires 
TOUroniite par 1’ Acadtoie E. de Bruxelles, 1. 11, 1837, p. 582). 

**) POHCBI.BT, ( SoluHon ... , citato al n. 70. j — Traiti des proprietis progectives des figures, 
Paris 1822, p. 122. — Mdnoire sur la thiorie des poUcdres redprogues (Giomale di Chbllb, t. 4, 
B^Iino 1829, p. 1). 
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un’ involuzione (quadratica), i cui punti stesso punto date forinano un’ involuzione 
doppi sono le intersezioni della conica eolla (quadratica), i raggi doppi della quale sono 
trasversale; cioe i punti della conica fon- le tangent! che dal punto dato si possono 
damentale sono coniugati a se medesimi. conduri’e alia conica; cioe le tangent! di 

questa sono rette coniugate a se medesime. 

(a) Due poli coniugati ed il polo della retta che li unisce (ovvero due rette co- 
niugate e la polare del punto ad esse comune) individuano un triangolo (o un trila- 
tero), nel quale ciascun lato e la polare del vertice opposto. Siffatto triangolo o tri- 
latero dices! coniugato alia conica data. 

(b) Se da un punto p si conducono due (b') Se per due punti di una data retta 

trasversali a segare la conica data ne’ quat- P si tirano quattro tangent! B 0 , AD alia 
tro punti be, ad, e SQ q,r sono le interse- conica data, e se Q, R sono le rette pas- 
zioni dellecoppie di rette (ca,M), (a 5, c(^), santi per le coppie di punti (CA,BD) 
la retta qr sara la polare del punto jj; anzi (AB , CD), il punto QR sara il polo della 
nel triangolo pg;?- ciascun vertice e polo del retta P; anzi nel trilatero PQR ciascun 
lato opposto. Cio e una immediata conse- lato e la polare del vertice opposto, come 
guenza della propriety armonica del qua- segue immediatamente dalla proprieta ar- 
drangolo complete abed (5). Dunque tutte monica del quadrilatero complete ABGD 
le coniche circoscritte a questo quadran- (5). Dunque tutte le coniche inscritte nel 
golo sono coniugate al triangolo formate quadrilatero sono coniugate al trilatero for- 
dai punti diagonal! pqr. mato dalle diagonal! PQR. 

(c) In generale (89), se un punto ha la stessa retta polare rispetto a due curve 
d’un fascio, esso e doppio per una curva del fascio medesimo. Cio torna a dire che 
due coniche non ammettono alcun triangolo coniugato comune, oltre quello che ha i 
vertici ne’ tre punti doppi del fascio da esse determinate; ossia i punti diagonal! del 
quadrangolo complete formate dai punti comuni a due coniche, e le rette diagonal! 
del quadrilatero complete formato dalle tangent! comuni alle stesse coniche sono i 
vertici e i lati dell’unico triangolo coniugato ad entrambe le curve. 

(d) Il teorema di Pascal relative ad un esagono inscritto in una conica (45, c), se 
si assume il secondo vertice infinitamente vicino al prime, ed il quinto al quarto, 
somministra la seguente relazione fra quattro punti di una conica e le tangent! in due 
di essi: 

Se un quadrangolo e inscritto in una conica, le tangent! in due vertici concorrono 
Sulla retta che unisce due punti diagonal!. 

Donde si conclude facilmente che le diagonal! del quadrilatero formato da quattro 
tangent! di una conica sono i lati del triangolo avente per vertici i punti diagonal! 
del quadrangolo formato dai quattro punti di contatto. 
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(e) Se di un quadrangolo complete ahed sono dati i tre punti diagonal! pgr ed un 
vertice a, il quadrangolo e determinate ed unico. Infatti, il vertice J e il coniugato 
armonico di a rispetto ai punti in cui pq, pr segano or; ecc. Dunque le coniche pas- 
sant! per uno stesso punto a e coniugate ad un date triangolo pqr formano un fascioi 
ossia (92): 

TuUe le coniche coniugate ad un date triangolo formano una rete. 

(f) Le curve di questa rete che dividono arraonicamente un date segmento oo' 
formano un fascio. Infatti, se i e un punto arbitrario, tutte le coniche della rete pas- 
sant! per i hanno altri tre punti comuni, eppero incontrano la retta oo' in coppie di 
punti in involuzione (49). Ma anche le coppie di punti che dividono armonicamente od 
costituiscono un’ involuzione (25, a), e le due in voluzioni hanno una coppia comune di 
punti coniugati; dunque per i passa una sola conica della rete, la quale sodisfaccia alia 
condizione riehiesta, c. d. d. In altre parole, la rete contiene un fascio di coniche, 
rispetto a ciaseuna delle quali i punti od sono poli coniugati. 

In una rete due fasci hanno sempre una curva comune; dunque, se si cerca la 
conica della rete rispetto alia quale il punto o sia coniugato si ad d che ad o", cioe o 
abbia per polare o’o", il problema ammette una sola soluzione ; vale a dire : vi e una 
sola conica, rispetto alia quale un date triangolo sia coniugato, e un dato punto sia 
polo di una data retta. 

(g) Siano pqr , p’q'r due triangoli coniugati alia conica fondamentale ; s,t i punti 
in cui le rette p'q' jp'r segano qr; d ,t' quelli ove qV e incontra ta dalle pq,pr. Le 
polari de’ punti q,r,s,t sono evidenteinente le rette p{r,q,r',q), che incontrano 
q'r' in f,d,rq. Ma il sistema di queste quattro rette e quello de’ loro poli hanno 
lo stesso rapporto armonico (107), dunque: 

{qrst) = [t's'rq), 

ossia (1): 

{qrst)=^{s't'^r)\ 

vale a dire, le quattro rette pq,pr,p'q',p'r incontrano le qr,qr in due sistemi di 
quattro punti aventi lo stesso rapporto anarmonico. Dunque (60) i sei lati dei due 
triangoli prop(^ti formano un esagono di Bbianchon. Inoltre i due fasci di quattro 
rette / («, r, 2 ', r'), p{q,r, q', r') hanno lo stesso rapporto anarmonico, onde (59) i sei 
vertici de’ triangoli medesimi costituiscono un esagono di Pascal*). Ossia: 


*) Stbiniek, Sgstesnatische Mniioiakeiung der AbhSnffykeit geometrischer Gestedten von ein- 
ander, BerUn 1832, p. 308 (Aufg. 46). — Ceasliss, MSmoire sur les lignes coTijointes dans les 
aoniques (Journal de M. Liowan®, aout 1838, p. 396). 
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Se due triangoli sono circoscritti ad una conica, essi sono inscritti in un’altra; e 
viceversa, 

Affinclie due triangoli siano coniiigafi ad una stessa conica, e necessario e sufjiciente 
che essi siano circoscritti ad un’altra conica, ovvero inscritti in una terza conica. 

Questa proprieta si puo esprimere eziandio dicendo che la conica tangente a cinque 
de’ sei lati di due triangoli coniugati ad una conica data tocca anehe il sesto; e la 
conica determinata da cinque vertici passa anehe pel sesto. Donde s’inferisce che: 

Se una conica tocca i lati di un trian- Se una conica passa pei vertici di un 
golo coniugato ad una seconda conica, infi- triangolo coniugato ad un’altra conica, sara 
niti altri triangoli coniugati a questa saran- pur circoscritta ad infiniti altri triangoli 
no circoscritti alia prima ; doe le tangent! coniugati alia medesima; doe ogni punto 
condotte alle due coniche dal polo (relativo della prima conica sara, rispetto alia se- 
alla seconda) di ciascuna retta tangente alia conda, il polo di una retta segante le due 
prima formeranno un fascio armonico. curve in quattro punti armonici. 

109. Le coniche circoscritte ad un quadrangolo ahed sono segate da una trasversale 
arbitraria in coppie di punti che formano un’ involuzione (49). Fra quelle coniche vi 
sono tre paja di rette; dunque le coppie di lati opposti (6c, ad), (ca,6d), {al,cd) 
del quadrangolo incontrano la trasversale in sei punti a'ai , b'hy , c'ci accoppiati invo- 
lutoriamente. [®®] Yiceversa, se i lati di un triangolo ale sono segati da una trasversale 
ne’ punti a'h'c' , e se quest! sono accoppiati in involuzione coi punti ai6iCi della stessa 
trasversale, le tre rette aa ^ , 66i , cci coneorreranno in uno stesso punto d. 

Sia or dato un triangolo ale, i cui lati lc,ca,al seghino una trasversale in a, l',e'\ 
e sia inoltre data una conica, rispetto alia quale i punti ai , 6i , Ci situati nella stessa 
trasversale siano poli coniugati ordinatamente ad a', I', o'. Le tre coppie di punti 
a'ai,b'bi, c'ci sono in involuzione (108), eppero le rette aai,lbi,cei passano per uno 
stesso punto d. Se di piu si suppone che a, I siano poli ordinatamente coniugati ad 
a', I', le polar! di a', I' sono le rette aai , 66i , talche il polo della trasversale sara il 
punto d. Dunque la polare di c' e cci, ossia anehe i punti c,c' sono poli coniugati. 
Abbiamo cosi il teorema: 

Se i termini di due diagonali aa ' , 66' d’un quadrilcttero comfleto formano due coppie 
di poli coniugati rispetto ad una data conica, anehe i termini della term diagonale cc 
sono coniugati rispetto alia medesima conica *). 

110. Se un polo percorre una data curva C„» dell’ordine m, avente 8 punti doppi 


*) Hbssb, De octo punctis intersectionis trlum superfkierum secundi ordinis (Dissertatio pro 
venia legendi), Eegiomonti 1840, p. 17. 
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e ■/. cuspidi, la retta polare (relativa alia coniea fondamentale Co) inviluppa una seconda 
curva della classe »i, dotata di 3 tangeati doppie e z flessi, la quale e anche il luogo 
del poll delle rette tangent! a C„ (103). Le due curve diconsi folari reciproclie. 

(a) Se la conica fondamentale C-z e il (a') Se la conica fondamentale Co, ri- 

sistema di due rette concorrenti in un punto sguardata come inviluppo di seconda classe, 
i, la polare d’ogni punto o passa per i, ed e una coppia di punti oo', il polo di ogni 
invero essa e la coniugata armonica di oi retta R giace nella retta oo', e questa e 
rispetto al pajo di rette costituenti la co- divisa arrnonicamente dal polo e dalla po- 
nica (73, b); ma la polare del punto i e lare. Pero il polo della retta oo' e indeter- 
indeterminata (72), cioe qualunque retta minato, cioe qualuaque punto del piano pud 
nel piano puo essere considerata come po- essere assunto come polo di quella retta. 
lare di i. Donde segue che ogni retta pas- Ond’e che ogni punto della retta oo' ha in- 
sante per i ha infiniti poll tutti situati in finite polari tutte incrociantisi in un altro 
un’altra retta passante per i, mentre una punto della medesima retta; mentre un 
retta non passante per i ha per nnico polo punto qualunque esterno alia oo' non ha al- 
questo punto. tra polare che questa retta. 

Percio se e data una curva della classe Dunque, se e data una curva dell’ or- 
r, considerata come inviluppo di rette, la dine r. la sua polare reciproca, cioe I’in- 
sua polare reciproca, ossia il luogo dei poll viluppo delle polari de’ suoi punti, h il 
delle sue tangenti, sara il sistema di r rette sistema di r punti situati in linea retta con 
passanti per i e ordinatamente coniugate oo', i quali sono, rispetto a questi due, i 
armoniehe (rispetto alle due rette onde coniugati armonici di quelli ove la curva 
consta Cs) di quelle r tangenti che si pos- data incontra la retta oo'. 
sono condurre da i alia curva data. 

(b) Nell’ipotesi (a) e evidente che ogni triiatero coniugato avra un vertice in i, 
e due lati formeranno un sistema armonieo colle due rette costituenti la conica fon- 
damentale. Yiceversa, se un triiatero dato e coniugato ad ana conica che sia un pajo 
di rette, queste dovranno tagliarsi in un vertice e formare un fascio armonieo con due 
lati del triiatero medesimo; e in particolare, un lato di questo, considerate come il 
sistema di due rette coincidenti, terra luogo di una conica coniugata al triiatero. Per 
conseguenza, le tre rette costituenti il triiatero contengono i punti doppi delle coniche 
ad e^o coniugate, ossia (92 ; 108, e) I’Sessiana della rele formata dalle coniche coniu- 
§aU ad tm trilalero dato e il triiatero medesimo. 

111. In virtfi del teorema generale (110), la polare reciproca di una conica K ri- 
spetto ad un’altra conica Cj ^ una terza conica K'; le due curve K,K' avendo tra 
loro tal relazione che le tangenti di ciascuna sono le polari dei punti dell’altra rispetto 
a C*. Ne’ quattro punti comuni a K, la conica fondamentale Cg b toccata dalle quattro 
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tangenti comimi a K': dunqiie (108, d) le tre coniclie C-., K, K' sono coniugate ad uno 
stesso triangolo. 

(a) Se R e la polare di un pimto r rispetto a K, e se r , R' sono il polo e la polare 
di R , r rispetto a Co , e evidente die r sara il polo di R' rispetto a Iv . 

(b) I punti comuni a K,Iv sono i poli, rispetto a Co, delle tangenti comuni alle 
medesime coniche. Donde segue che, se pin coniche sono circoscritte ad uno stesso 
quadrangolo, le loro polari reciproche saranno inscritte in uno stesso quadrilatero. E sic- 
come le prime coniche sono incontrate da una trasversale arhitraria in coppie di punti 
formanti urn involuzione, cosi le tangenti condotte da un punto qualunque alle coniche 
inscritte in un quadrilatero sono pur accoppiate involutoriamente. 

(c) Se sono date a priori entrambe le coniche K, K', le quali si seghino ne’ punti 
ahed ed abbiano le tangenti comuni ABCD, la conica rispetto alia quale K, K' sono 
polari reciproche dovra essere coniugata (111) al triangolo fonnato dai punti diago- 
nali del quadrangolo aicd e dalle diagonali del quadrilatero ABCD (108, c). Per de- 
terminare completamente questa conica, bastera aggiungere la condizione che il punto 
a sia, rispetto ad essa, il polo di una delle quattro rette ABOD (108, f). Donde segue 
esservi quattro coniclie, rispetto a ciascima delle quali due coniche date so^io polari re- 
ciproche, 

(d) Date due coniche K, K', la prima di esse sia circoscritta ad un triangolo pqr 
coniugato alia seconda. Se C 2 e una conica rispetto a cui le date siano polari reci- 
proche, e se le rette PQR sono le polari de’ punti pqr rispetto a C 2 , il trilatero PQR 
Sara circoscritto a K'. Ma il triangolo pqr e supposto coniugato a K'; dunque (a) il 
trilatero PQR sara coniugato a K. Ossia: 

Se una conica e circoscritta ad un triangolo coniugato ad una seconda conica, vi- 
ceversa questa e inscritta in un trilatero coniugato alia prima ; e redprocamente *). 

Qiiindi, * avuto riguardo al doppio enunciato (108, g): 

Se una conica e inscritta in un triangolo coniugato ad un’altra conica (ossia, se 
questa e circoscritta ad un triangolo coniugato a quella), la polare reciproca della 
seconda conica rispetto alia prima e P inviluppo di una retta che tagli armonicamente 
le due coniche date ; e la polare reciproca della prima rispetto alia seconda e il luogo 
di un punto dal quale tirate le tangenti alle due coniche date, si ottenga un fascio 
armonico. 

(e) In generale, date due coniche K,K', proponiamoci le seguenti quistioni **) : 


*) Hesse, Yorlesungm iiher analgUscTie Geometrie des Baumes, Leipzig 1861, p. 175. 
**) Staudt, Ueber die Kurven 2. Ordnung, Niimberg 1831, p. 25. 


Cremona, tomo I. 


27 
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Quale e I’inviluppo di una retta che Quale h il luogo di un punto dal quale 
seghi le coniche date in quattro punti ar- si possa condurre un fascio armonico di 
monici? Quante rette dotate di tale pro- tangent! alle coniche date? Quanti punti 
prieta passano per un punto qualunque, dotati di questa proprieta esistono in una 
ex. gr. per uno de’ punti abed comuni alle retta qualunque, ex. gr. in una delle tan- 
coniche date? Affinche una retta condotta genti ABCD comuni alle coniche date? E 
per a seghi K , K' in quattro punti armo- evidente che le sole intersezioni della retta 
nici, tre di quest! dovranno coincidere in A col luogo di cui si tratta sono i punti in 
a, cioe le sole tangent! che per a si pos- cui la retta medesima tocca Tuna o Faltra 
sano condurre all’inviluppo richiesto sono conica data. II luogo richiesto e dunque 
le due rette che ivi toccano Tuna o I’altra una conica F passante per gli otto punti 
conica. Dunque I’inviluppo e una conica F in cui le curve date sono toccate dalle loro 
tangente alle otto rette che toccano in abed tangent! comuni. 
le curve date. 

Di queste otto rette, le quattro che toe- Di quest! otto punti, i quattro situati 
eano K' sono anche tangent! (Ill) alia co- in K appartengono anche alia conica H', 
nica H, polare reciproca di K rispetto a polare reciproca di K' rispetto a K ; vale a 
K'; ossia le coniche K', H , F sono inscritte dire, le coniche K , H' , F appartengono ad 
nello stesso quadrilatero. Dunque, se una uno stesso fascio. Dunque, se un punto di 
tangente di H, non comune a K', sega ar- H', non comune a K, e centro d’un fascio 
monicamente K, K', le coniche H, F coin- armonico di rette tangent! a K, K', le co- 
cidono. Cio accade quando K e circoscritta niche H' , F' si confondono in una sola. Cio 
ad un triangolo coniugato a K' (d). accade quando K' e inscritta in un trian- 

golo coniugato a K (d). 

Se Cj e una conica rispetto alia quale K , K' siano polar! reciproche, evidentemente 
le coniche F,F' (come pure H, H') sono polari reciproche rispetto a C^. 

(f) Siano K,K',K" tre coniche circoscritte ad uno stesso quadrangolo abed, e le 
prime due siano separatamente circoscritte a due triangoli coniugati ad una medesima 
conica Cj. Le coniche H, H', H", polari reciproche di quelle prime tre rispetto a Co, 
saranno tutte toccate dalle rette ABCD, polari de’ punti aied rispetto a Co (b). Dunque 
(d) la retta A sega armonieamente si le due coniche C^.K, che le due C2,K'; cioe 
le intersezioni di C* con A sono i punti doppi dell’ involuzione (quadratica) che le 
coniche del fascio (KE') determinano sopra A. Di qui si trae che A taglia armoni- 
camente anche C*,!?', ossia (e): 

Se in due eoniehe sono separatamenie inscrUti due triangoli coniugati ad una conica 
data, qucdtmque alira conica deseritta pet punti comuni aUe prime due sard pur eirco- 
seriita ad wm trkmgdlo eonittgato dUa cmica data. 
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Art. XIX. 

Curve descritte da uii punto, le indicatrici del quale rariino con legge data. 

112. Riprendendo il caso generale d’una cui’va foadamentale Ci. d’oi’dine qualsi- 
voglia n, cerchiamo di condurre per un date punto p una retta ehe tocchi ivi la priina 
polare d’alcun punto o della retta medesima *). Le prime polari passanti per p hanno 
i loro poli nella retta polare di questo punto. Se inoltre p dev’essere il punto di con- 
tatto della prima polare con una tangente condotta dal polo o , anclie la seconda polare 
di 0 dovra passare per p (70); talche o sara una delle intersezioni della retta polare 
colla conica polare di p, cioe po dev’essere tangente alia conica polare di p. 

Dunque le rette che risolvono il problema sono le due tangent! che da p si possono 
condurre alia conica polare di questo punto, ossia le due indicatrici del punto p (90, c). 

(a) Se e un punto dell’Hessiana, la sua conica polare e un pajo di rette incro- 
ciantisi nel corrispondente punto o della Steineriana, pel quale passa anche la retta 
polare di p. I punti di questa retta sono poli di altrettante prime polari passanti per p 
ed ivi aventi una comune tangente (90, a); donde segue che questa e un’indicatrice del 
punto p. Ma le indicatrici di p sono insieme riunite nella retta po (90, c); dunque (98, b): 

La retta che unisce un punto delVHessiana al corrispondente punto della Steineriana 
tocca nel primo di questi punti tutte le prime polari passanti per esso. 

Ond’e che la linea della classe 3(m — l) (w — 2), inviluppo delle tangent! comuni 
ne’ punti di contatto fra le prime polari (91, b), puo anche essere definita come V invi- 
luppo delle rette ehe uniscono le coppie di punti corrispondenti delVHessiana e della 
Steineriana (98, b). 

(b) Data una retta R, in essa esistono 2(« — 2) punti, ciascun dei quali, o, e il 
polo d’una prima polare tangente ad R in un punto p (103, c); eppero in una retta 
qualunque vi sono 2{n — 2) punti, per dascuno de’ quali essa e un’indicatrice. 

Se R e una tangente della curva fondamentale, nel punto di contatto sono riuniti 
due punti o ed i due corrispondenti punti p. 

113. Quale il luogo del punto p, se una delle sue indicatrici passa per un punto 
fisso il Ciascuna retta condotta per i contiene 2(» — 2) posizioni del punto p(112,b); 
ed i rappresenta altri due punti p, corrispondenti alle due indicatrici dello stesso 
punto i. Dunque il luogo richiesto ^ una curva L“ dell’ordine 2(w — 2)+2=2(w — 1), 
che passa due volte per i. 


Clebsch, 1. c. p. 280-285. 
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Considerando una tangente della curva fondamentale, nel punto di contatto sono 
riuniti due punti y; dunque la linea L“ tocca C„ negli n{n — 1) punti di contatto delle 
tangenti condotte a questa dal punto i. 

Quando il polo o (112) prende il posto del punto i, le (« — l) (» — 2) intersezioni 
della prima colla seconda polare di i sono altrettante posizioni del punto p . Viceversa, 
se p e nella seconda polare di i, la conica polare dip passa per i; ma i dee giacere 
in una tangente condotta da p alia conica polare di quest’ultimo punto, dunque anche 
la retta polare di p passera per i, e conseguenteraente p giacera nella prima polare 
di i. Quegli (m — l) (« — 2) punti sono pertanto i soli che la curva L“ abbia comuni 
colla seconda polare di i ; ond’ e che in tutti quei punti le due curve si toccano. Con- 
cludiamo adunque che la curva L*' tocca la curva fondamentale e la seconda polare 
del punto i ovunque le incontra, e gli n{n — !) + (« — 1) (« — 2) punti di contatto 
giacciono tutti nella prima polare di i. 

Siccome la prima polare di i presa due volte puo considerarsi come una linea del- 
I’ordine 2(m — 1), e siccome la curva fondamentale e la seconda polare di i costitui- 
scono insieme un’altra linea dello stesso ordine; cosi (41) per i 2(« — 1)^ punti 
ne’ quali la prima polare di i sega C„ e la seconda polare, si puo far passare un fascio 
di curve delFordine 2(m — 1), ciascuna delle quali tocchi la curva fondamentale e la 
seconda polare di i in tutti quei punti. Fra le infinite curve di questo fascio, quella 
che passa per i e L“. 

114. Di qual classe e I’inviluppo delle indicatrici dei punti di una data curva 
d’ordine m? Ossia, quanti punti di questa curva hanno un’ indicatrice passante per un 
punto i fissato ad arbitrio? Il luogo di un punto p, un’ indicatrice del quale passi 
per i, ^ (113) una curva dell’ordine 2(n — 1), che seghera C„ in 2m(n — l) punti; 
dunque in i concorrono 2m (n — 1) tangenti dell’ inviluppo richiesto. 

Si noti poi che quest’ inviluppo tocca la curva fondamentale ovunque essa e incon- 
trata da e ci5 perchfe ciascuna di queste intersezioni ha le sue indicatrici confuse 
insieme nella relativa tangente di C„. Dunque: 

Le indicatrici dei pmti di una linea d’ordine m inviluppano una linea della classe 
2m {n — 1), che tocca la curva fondamentale nd punti ove <pmta e incontrata dalla linea 
d’m'dine m. 

(a) Di qui per m—l si rieava che le indicatrici dei punti di una retta data invi- 
luppaao una curva della classe 2(w — 1), la quale tocca in 2{n — 2) punti la retta 
medesima, perdiS quests e indicatrice di 2(« — 2) suoi punti fll2, b)*). 


*) 1 Quella curva 6 dell’ ordine 8» — 14, econtiene, oltre ai 2(w— 2) punti suddetti, anche 
le intersezioni della retta data colla Hessiana e colla curva fondamentale. | 
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(b) In virtu del teorema generale or dimostrato, se il punto p percorre I’Hessiana 
die e una curva dell'ordine 3 {n — 2), le indicatrici di p inviluppano una linea della 
dasse 6(jj — 1) (ji — 2); ma siccome in questo caso, per ogni posizione di p le due 
indicatrici si confondono in una retta unica (90, e), cos'i la dasse dell’ inviluppo si ri- 
durra a 3(» — 1) (n — 2): risultato gia ottenuto altrimenti (91, b; 112, a). 

A quest’ inviluppo arrivano 3 (m — 1) (w — 2) tangent! da ogni dato punto i; onde 
ciascuno dei 3(w— 1) (w — 2) punti p dell’Hessiana, le indicatrici de’ quali sono le anzi- 
dette tangenti, rappresenta due intersezioni dell’Hessiana colla curva L“’ superior- 
mente determinata (113). 

Riunendo questa proprieta colle altre gia dimostrate (113), si ha I’enunciato: 

Dato un punto i, il luogo di un punto p tale die la retta pi sia tangente alia conica 
polare di p e una linea dell’ordine 2(w — 1), diepassa due volte per i etocca la curva 
fondanientale, VHessiana e la seconda polare di i oviingue le incontra. 

115. Cerchiamo ora di determinare I’ordine del luogo di un punto p, un’indica- 
trice del quale sia tangente ad una data curva K,. della dasse r, doe indaghiamo quanti 
punti sianvi in una retta E, dotati di un’ indicatrice tangente a Se il punto p si 
muove nella retta E, le sue indicatrici inviluppano (114, a) una linea della dasse 
2(« — 1), la quale avra 2r(w — 1) tangenti comuni eolla data curva E,.. Dunque il 
luogo richiesto e dell’ordine 2»-(w — 1). 

Se consideriamo una tangente comune a E,. ed a C„ , nel contatto con quest’ultima 
linea sono riuniti due punti p, pei quali la tangente fa I’ufficio d’ indicatrice ; donde 
s’ inferisce che il luogo richiesto tocca la curva fondamentale negli rn (n — 1) punti 
ove questa e toccata dalle tangenti comuni a E^, ovvero (cio che e la stessa cosa) 
ne’ punti in cui la curva fondamentale e incontrata dalla prima polare di E,. (104, d). 

La curva E,. ha 3r(n — 1) (n — 2) tangenti comuni coll’ inviluppo delle indicatrici 
dei punti dell’Hessiana; talche 3r(n — 1) (n — 2) e il numero dei punti comuni al- 
I’Hessiana ed al luogo dell’ordine 2r(n — 1), di cui qui si tratta. Dunque; 

17 luogo di un punto dal quale tirate le tangenti alia sua conica polare, una di queste 
riesca tangente ad una data curva della dasse r, e una linea dell’ordine 2r(w — 1) che 
tocca la curva fondamerdale e VHessiana ovunque le incontra. 

116. Dati due punti fissi i,j, cerchiamo il luogo di un punto p tale che le rette 
pi,pj siano polari coniugate (108) rispetto aUa conica polare di p. El evidente che 
questo luogo passa per i e per j. 

Sia E una retta condotta ad arbitrio per j, e p un punto di E. Le rette polari 
di p, 7 rispetto alia conica polare di p incontrino E ne’ punti i quali se coin- 
cidessero in un punto solo, questo sarebbe il polo della retta pi relativamente alia 
detta conica, talche si avrebbe in p un punto del luogo richiesto. Assunto ad arbitrio 



422 


INTRODUZIONE AD TINA TEOEIA 6EOMETRICA BELLE CURVE PUNE. 


il punto a come intersezione di R con una retta polare, gli corrispondono n — 1 po- 
sizioni del polo p (i punti comuni ad R e alia prima polare di a), e quindi altrettanti 
punti b. Se invece si assume ad arbitrio b, come incontro di R colla retta polare di i 
rispetto ad una coniea polare indeterminata, il polo p di questa e nella prima polare 
di i relativa alia prima polare di b (69, d), cioe in una curva d’ordine n — 2, le in- 
tersezioni della quale con R sono le posizioni di p corrispondenti al date punto b; 
ond’e che a questo punto corrisponderanno w — 2 punti a *). Dunque il numero de’ punti 
p in R, pei quali a eb coincidono, e (w — !) + (’* — 2); e siccome anche j e un punto 
della curva cercata, cosi questa e deU’ordine {n — l) + (w — 2)-|-l==2(w — l). La 
designeremo con L*'^, perche, ove j coincida con i, essa rientra nella curva L", gia 
considerata (113)**). 

Sia p il punto di contatto della curva fondamentale eon una tangente uscita da i; 
la retta polare di p e pi, tangente in p alia conica polare dello stesso punto p, onde, 
qualunque sia j, la retta pj passa pel polo di pi. Dunque p e un punto di W, cioe 
questa linea passa per gli n(n — 1) punti di contatto della curva fondamentale colle 
tangenti cbe le arrivano da j; e per la stessa ragione passera anche per gli n{n — l) 
punti in cui C,i e toccata da rette condotte per j. 

Cerchiamo in quanti e quali punti la curva L^’ incontri la prima polare di i rela- 
tiva alia prima polare di j, la quale chiamei-emo per brevita seconda polare misia 
de’ punti ij. Se questa seconda polare mista passa per p, viceversa (69, d) la retta 
polare di i rispetto alia conica polare di p passa per j, ossia i punti i,j sono poli 
coningati (108) relativamente alia conica polare di p. In tal caso, affincbe le rette pi, pj 
siano polari coniugate rispetto alia medesima conica, basta evidentemente che la retta 
polare di p passi per i o per j] eppero p dovra trovarsi o nella prima polare di i o 
in quella di j. Dunque’ la curva L'f passa pei punti in cui la seconda polare mista 
de’ punti ij e segata dalle prime polari de’ punti medesimi. 


*) Variando il punto a nella retta B, la prima polare di a genera un fascio (77), le curve 
del quale deterjninano'in R un’ involuzioue del grade n—1. Ma ad ogni punto p corrisponde 
un punto 6; dunque, col variare di a, il gruppo de’ corrispondenti n — 1 punti b genera un’ in- 
voluzione del grado w— 1. [**] Anche la prima polare di b, rispetto alia prima polare del punto 
fisso i, quando b corra sopra R, dA luogo ad un fascio; epperb, col variare di b, il gruppo 
de’ corrispondenti m— 2 punti a genera un’ involuzioue del grado n — 2. Dunque, variando 
simultaneamente i punti a,b producono due involuzioni projettive, Tuna del grado n—2, 
I’altra del grado m — 1. I 2« — 3 punti comuni a queste involuzioni (24, b), insieme conj, sono 
queUi in cui R incontra il riehiesto luogo geometrico. 

**) jLvi Sega la retta i/nei 2 (n—2) punti le cui coniche polari toecano quella retta: punti 
che appartengono anche alle curve L“ , LP, \ 
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Ora siano p , o due punti corrispondenti dell’Hessiana e della Steineriana, tali che 
la retta po passi per i. Per esprimere che, rispetto alia conica polare di p, le rette 
pi , pj sono coniugate, basta dire che le rette polari di p e j (relative alia conica) con- 
corrono in un punto di pi. Ma nel caso attuale, la conica polare di e un pajo di 
rette incrociantisi in o (90, a), talche per questo punto passano le polari di p ej (rela- 
tive alia conica medesima). E siccome anche pi contiene, per ipotesi, il punto o, cosi 
p appartiene ad L", ossia questa curva passa pei 3(w — 1) (w — 2) punti dell’Hes- 
siana, le cui indicatrici concorrono in i. Analogamente la curva passa anche pei 

3(m — l) (m — 2) punti dell’Hessiana, le indicatrici de’ quali partono da j. Dunque: 

Dati due punti i,j, il luogo di un punto p, tale che le rette pi,pj siano coniugate 
rispetto alia conica polare di p, e una linea delVordine 2[n — l), che passa: 1.® pei 
punti i,j\ 2.® pei punti in cui la curva fondamentale e toccata dalle tangenti condotte 
per i 0 per j', 3.® pei punti in cui la prima polare di i (o dig) e toccata da reite con- 
correnti in j (o ini); 4.® pei punti delVHessiana, le indicatrici de’ quali convergono ad 
i 0 a j. 

(a) In altre parole, la linea W sega la curva fondamentale e I’Hessiana ne’ punti 
ove queste sono toccate dalle due linee iJi, che dipendono separatamente dai 
punti i,j (113). 

(b) Se il punto i e dato, mentre j varii descrivendo una retta R, la linea L^' ge- 
nera un fascio. Infatti, essa passa, qualunque sia j, per 4(w — 1)* punti fissi, i quali 
sono: 1.® il punto i; 2.® gli n{n — 1) punti in cui 0,^ 6 toccata dalle tangenti che 
passano per i; 3.® i S{n — 1)(m — 2) punti dell’Hessiana, le cui indicatrici concorrono 
in i; 4.® i 2w — 3 punti nei quali (oltre a j che 6 variabile) R sega questi ultimi 
non variano, perche sono i punti comuni a due involuzioni projettive, indipendenti dal 
punto j (vedi la nota*) a pag. 422). 

Questa proprieta si dimostra anche cercando quante curve passino per un dato 
punto q, quando i sia fisso e j debba trovarsi in una retta R. Siccome le rette qi, qj 
devono essere coniugate rispetto alia conica polare di q, cosi il punto sara I’interse- 
zione di R colla retta che congiunge q al polo di qi relative a quella conica. Dunque ecc. 

Nello stesso raodo si dimostra che, se i e fisso, le curve Lw passanti per uno stesso 
punto q formano un fascio ; cioe per due punti dati q , g' passa una sola curva L 
relativa al punto fisso i; ecc. 

117. La precedente ricerca (116) puo essere generalizzata, assumendo una curva- 
inviluppo invece del punto j, od anche una seconda curva invece di i, ovvero una 
sola curva in luogo del sistema dei due punti. 

Data una curva K,. della classe r e dato un punto i, vogliasi determinare il luogo 
di un punto p tale che la retta pi sia, rispetto alia conica polare di p, coniugata ad 
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alcuna delle tangenti che da p ponno condursi a K,, : ovvero con altre parole, la retta 
pi pass! per alcuno de’ punti in cui la retta polare di p taglia la curva polare reciproca 
di K,. rispetto alia coniea polare di p (110). 

La curva richiesta passa r volte per i, giacche se il panto p cade in i, sonvi r 
rette pi sodisfacenti all’anzidetta condizione: qaelle cioe che da i vanno agli r punti 
in cui la retta polare di p taglia la polare reciproca di K,. (relativa alia conica po- 
lare di i). 

Sia p un punto di C„; la retta polare di p sara la tangente alia curva fondamentale 
nel punto medesimo. Laonde se questa retta tocca anche K,. , p sara un punto della 
polare reciproca di (relativa alia conica polare di p); e siccome, qualunque sia i, 
la retta pi passa per p, punto comune alia detta polare reciproca ed alia retta polare 
di p, cosi questo panto apparterra al luogo richiesto. Ond’e che questo luogo contiene 
gli rn{n — 1) punti di contatto della curva fondamentale colle tangenti comuni a K,. , 

Se invece p appartiene a G,i e pi e tangente a questa curva in p, la stessa retta pi 
e la polare di p; ina essa incontra in r punti la polare reciproca di K^, duuque p e 
un punto multiple secondo r per la curva richiesta. Questa ha pertanto n{n — l) 
punti e son quelli ove C„ e toccata da tangenti che concorrono in i. 

Sia p un punto dell’Hessiana, o il corrispondente punto della Steineriana. Se po 
e tangente alia data curva E,., essa sara coniugata alia retta pi rispetto alia conica 
polare di p ; infatti, si quella tangente che le polari dei punti p,i, relative a questa 
conica, concorrono nel punto o. Donde s’inferisce che p e un punto del luogo che si 
considera; vale a dire, questo luogo passa pei 3r(« — 1) (w — 2) punti delFHessiana, 
le indieatrici de’ quali toccano K,. . 

Siano ancora p,o punti corrispondenti delFHessiana e della Steineriana; ma po 
passi per i. Allora, siccome la conica polare di p e un pajo di rette incrociate in o, 
cosi la polare reciproca di K,. rispetto a tale conica sara (110, a) un faseio di r rette 
concorrenti in o. Ond’ e che il punto o rappresenta r intersezioni si della retta pi che 
della retta polare di p colla polare reciproca di K,., e per conseguenza p tien luogo 
di r punti consecutivi comuni alia curva richiesta ed alFHessiana. Dunque il luogo 
geometrico, del quale si tratta, ha un contatto colFHessiana in ciascuno 

dei 3(w — 1) (tt — 2) punti le cui indieatrici passano per i. 

Passiamo da ultimo a determinare Fordine della curva in questione. Sia R una 
retta arhitraria condotta per i, e p un punto in R. La retta polare di p incontri R 
in a, e la polare reciproca di (rispetto alia conica polare di p) seghi R in »* punti h. 
Se si assume ad arbitrio a, vi corrispondono n — 1 posizioni dip (le intersezioni di 
R colla prima polare di a) e quindi r (« — 1) posizioni di 6. Se invece si assume ad 
arbitrio b, come incontro di R colla polare reciproca di K,. rispetto alia conica polare 
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di un polo indeterminato, questo polo glace (104, k) nella prima polare di K,. I’elativa 
alia prima polare di 6; la qual curva essendo (104, d) dell’ordine r{n — 2) sega R in 
altrettanti punti p, ed a ciascuno di quest! corrisponde un punto a. Cosi ad ogni punto a 
corrispondono r{n — 1) punti 6, ed ogni punto 6 individua r{n — 2) punti a; onde la 
coincidenza di un punto a con uno dei coi’rispondenti punti h avverra r{n—l)-\-r{n — 2) 
volte. Ma ove tale coincidenza si verifichi, il punto p appartiene alia curva cercata. 
Questa ha dunque r(2n — 3) punti in R, oltre al punto i die e multiple secondo r; 
vale a dire, essa e dell’ ordine 2r (w — 1). 

(a) Analogamente si dimostra die: 

Date due curve K,. ,Ks, le cui class! siano r,s, il luogo di un punto p tale che 
due tangent! condotte per esso. Tuna a K,, , I’altra a K, , siano coniugate rispetto alia 
conica polare dello stesso punto p, e una linea dell’ordine ‘2rs{n — 1), la quale l.“ passa 
s volte per ciascuno degli rn{n — 1) punti in cui la curva fondamentale C„ e toccata 
da rette tangent! di K,,; 2.® passa r volte per ciascuno degli sn{n — 1) punti in cui 
C„ e toccata da rette tangenti di K, ; 3.® lia coll’Hessiana un contatto (s)?""*'® in cia- 
scuno dei 3r(w — 1) (w — 2) punti le cui indicatrici toccano K,.; 4.® ha coll’Hessiana 
medesima un contatto in ciascuno dei 3s (m — 1) (w — 2) punti le indicatrici dei 

quali sono tangenti a K, . 

(b) Se invece e dato un solo inviluppo K,. della classe r, e si cerca il luogo di 
un punto p tale che due tangenti condotte da esso a K,. siano coniugate rispetto alia 
conica polare di p, si trova una linea dell’ordine rn{r — l) (n — 1), la quale passa 
r — 1 volte per ciascuno degli rn{n — l) punti ove la curva fondamentale ^ toccata 
da rette tangenti di K,. , ed ha un contatto (r — i)punto coll’Hessiana in ciascuno 
de’ 3r{n — 1 ) {n — 2) punti di questa curva, le indicatrici de’ quali toccano K,. . 

Art. XX. 

Alcune propriety della curva Hessiana e della Steineriaua. 

118. Sia 2 ? un punto dell’Hessiana ed o il corrispondente punto della Steineriana. 
L’ultima polare di p e una retta passante per o, i punti della quale sono poll d’ altret- 
tante prime polar! toccate in p dalla retta po; ma fra esse ve n’ha una dotata d’un 
punto doppio in p, e il suo polo e o (88, d; 90, a; 112, a). 

(a) Siano o, o' due punti della Steineriana; i poli della retta oo' saranno le {n — 1)* 
intersezioni delle prime polari di quei due punti, le quali hanno rispettivamente per 
punti doppi i corrispondenti punti p , p' dell’Hessiana. Assumendo o' infinitamente 
vicino ad o, la retta oo' ossia la tangente in o alia Steineriana avr^ un polo in p; 
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dunque le tangenti della Steineriana sono le retie polari dei punti delV Hessiana. Ovvero 
(90, b): 

La Steineriana e Vinviluppo di una retta ehe abhia due poli eoincidenti. 

(b) Questo teorema ci mena a determinare la classe della Steineriana. Le tangenti 
condotte a questa curva da un punto arbitrario i hanno i loro poli nella prima polare 
di i, e questa sega I’Hessiana in 3 (w — 1) {n — 2) punti. Dunque la Steineriana e 
della classe 3{n — l) (w — 2). 

(c) Siccome i flessi della curva fondamentale C„ sono punti dell’Hessiana (100), 
cosi le rette polari dei medesimi, cioe le tangenti stazionarie di C,^, sono anche tan- 
genti della Steineriana. 

I punti della Steineriana che corrispondono ai flessi di C„ , considerati come punti 
dell’Hessiana, giacciono nelle tangenti stazionarie della curva fondamentale; queste 
tangenti adunque toccano anche la curva della classe 3(« — 1) (w — 2), inviluppo delle 
indicatrici dei punti dell’Hessiana (114, b). 

(d) Secondo il teorema generate (103), V{n — I)”" polare dell’ Hessiana, cioe 
r inviluppo delle rette polari de’ punti dell’ Hessiana, e una curva K della classe 
3(« — 1) (« — 2) e dell’ordine 3(w — 2) (5» — 11), della quale fa parte la Steineriana. 

Se i e I’intersezione di due rette tangenti alia Steineriana, ciascuna di esse ha 
un polo neir Hessiana, e per questi due poli passa la prima polare di i. Se le due 
tangenti vengono a coincidere, i due poli si confondono in un sol punto, nel quale 
I’Hessiana sara toccata dalla prima polare di i; eppero quest’ ultimo sara un punto 
deir(w — I)*”® polare dell’Hessiana, riguardata come il luogo dei poli delle prime polari 
tangenti all’Hessiana medesima. Ma i punti i, ne’ quali puo dirsi che coincidano due 
successive tangenti della Steineriana, sono, oltre ai punti di questa curva, quelli situati 
in una qualunque delle tangenti stazionarie della curva medesima. Per conseguenza 
la linea K,(m — 1)““ polare dell’ Hessiana, e composta della Steineriana e delle tan- 
genti stazionarie di questa. Ossia, la Steineriana ha S(n — 2) (5m — 11) — 3 (m — 2)® 
= 3 (m — 2) (4m — 9) tangenti stazionarie. 

Della Steineriana conosciamo cosi I’ordine 3(m — la classe 3(m— 1) (n — 2) ed il 
numero 3 (n — 2) (4m — 9) de’ flessi. Onde, applicandovi le formole di PlOcker (99,100), 

3 

troveremo ehe la Steineriana ha 12 (m— 2) (m— 3) euspidi, -(m— 2) (m — 3) (3m* — 9m — 51 
3 

punti doppi e - (m — 2) (» — 3) (3m* — 3m — 8) tangenti doppie. 

Se al numero delle euspidi s’aggiunge due volte quello de’ flessi, se al numero delle 
tangenti doppie si aggiunge quello delle stazionarie, e se il numero de’ punti doppi e 
sommato col numero de’ punti in cui le tangenti stazionarie segano la Steineriana e 
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si segano fra loro; si ottengono rispettivamente i numeri delle cuspidi, delle tangenti 
doppie e de’ punti doppi della complessiva curva K d’ordine 3 {n — 2) (5w — 11), {n — 1)"'" 
polare dell’ Hessiana, in aecordo coi risultati generali (103). 

119. Sia oo' una retta tangente alia Steineriana; o il punto di contatto; p il corri- 
spondente punto delF Hessiana. Le prime polari dei punti di od formano un fascio di 
curve, che si toccano fra loro in p, avendo per tangente comune po. Fra le curve di 
questo fascio ve n’ ha una, la prima polare di o, per la quale p e un punto doppio, 
e ve ne sono altre 3(« — — 2, cioe le prime polari de’ punti in cui oo' sega la Stei- 
neriana, le quali hanno un punto doppio altrove. 

(a) Se od e una tangente doppia della Steineriana ; o, o' i punti di contatto ; p, p 
i corrispondenti punti dell’ Hessiana; allora le prime polari di tutti i punti di oo' si 
toccheranno fra loro si in p che in p'. Dunque (118, d); 

3 

In una rete geometrica di curve d’ordine n — 1, m sono -(n — 2) (n — 3) (3w* — 3« — 8) 

fasci, in ciascuno dei quali le curve si toccano fra loro in due punti distinti. 

(b) Se nella tangente doppia od i punti di contatto si riuniscono in o, per modo 
che essa divenga una tangente stazionaria della Steineriana, anche i punti p, p' si con- 
fonderanno in un solo, e le prime polari dei punti di od avranno fra loro un contatto 
tripunto in p, punto doppio della prima polare del flesso o. 

Inoltre quelle prime polari toccano in p 1’ Hessiana, perche le tangenti stazionarie 
della Steineriana fanno parte (118, d) del luogo de’ poll delle prime polari tangenti 
air Hessiana. Donde segue che, se o e un flesso della Steineriana e p e il punto doppio 
della prima polare di o, la retta po e tangente all’ Hessiana in p. 

Cos! e anche dimostrato che in una rete geometrica di curve d’ordine n — 1 , v’hanno 
3 (« — 2) (in — 9) fasci, in dascun de’ quali le curve hanno fra loro un contatto tripunto, 
cioe si osculano in uno stesso punto. 

120. Consideriamo una prima polare dotata di due punti doppi p, p , e sia o il 

polo di essa. Condotta per o una retta arbitraria R, le prime polari dei punti di R 
formano un fascio, nel quale trovansi 3(w — 2)^ punti doppi (88), cioe i 3 (w — 2)* punti 
comuni ad R ed alia Steineriana sono i poli d’ altrettante prime polari dotate di un 
punto doppio. Ma, siccorae due punti doppi esistono gia nella prima polare di o, cosi 
quel fascio avra solamente 3(w — 2)^ — 2 altre curve dotate di un punto doppio; donde 
s’inferisce che R taglia la Steineriana non piu che in 3(w — 2)“ — 2 punti, oltre ad 
0 , eiofe 0 e un punto doppio della Steineriana. „ 

Quando R prenda la posizione di P retta polare di i?, le prime polari dei suoi 
punti passano tutte per p, eppero questo punto conta per due fra i 3 (« — 2)^ punti 
doppi del fascio (88, a). I punti p, p' equivalendo cosi a tre punti doppi, il fascio con- 
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terra soltanto altre 3(w — 2f — 3 curve aventi un punto doppio; e cio torna a dire 
che la retta P non ha che 3(ji — 2)' — 3 punti comuni colla Steineriana, oltre ad o. 
Questo punto equivale dunque a tre intersezioni della curva con P; e lo stesso puo 
ripetersi per P', retta polare di p'. 

Per conseguenza : se ima prima polare ha due punti doppi p, p, il suo polo o e un 
punto doppio della Steineriana, la quale e ivi toccata dalle rette polari di p , p'. 

Ed avuto riguardo al numero de’ punti doppi della Steineriana (118, d), si conclude: 

In una rete geometrica delVordine n — 1, vi sono - {n — 2)(w — 3)(3w^ — 9w — 5) 

curve, ciascuna delle quali ha due punti doppi*). 

121. Imaginisi ora una prima polare dotata di una cuspide p, e siane o il polo. 
Una retta qualunque R condotta per o determina un fascio di prime polari, una delle 
quali ha una cuspide in p\ percio il numero di quelle dotate di un punto doppio (88, b) 
Sara 3(w — 2)'^ — 2. Dunque R incontra la Steineriana in due punti riuniti in o. 

Ma se si considera la retta P polare di j), le curve prime polari dei suoi punti 
passano tutte per p, e fra esse ve n’ha soltanto S(n — 2)*— 3, che siano dotate di 
un punto doppio (88, c). Cioe il punto o rappresenta tre intersezioni della retta P colla 
Steineriana; ed e evidente che tale proprieta e esclusiva alia retta P. 

Dunque: se una prima polare ha una cuspide p, il suo polo o e una cuspide della 
Steineriana, la quale ha ivi per tangente la retta polare di p **). 

Ed in causa del numero delle cuspidi della Steineriana (118, d): 

In una rete geometrica delVordine n — 1, vi sono 12 (n — 2)(n — 3) curve, ciascuna 
deVe quali e dotata di una cuspide. 

122. Una curva 0,,, d’ordine m incontri I’Hessiana in 3m (w — 2) punti; le rette 
polari di questi punti saranno tangenti si air(w — I)™" polare di (103, e) che alia 
Steineriana (118, a). Sia p uno di quei punti, ed o quello in cui la Steineriana e toc- 
cata dalla retta polare di p. La prima polare di o ha un punto doppio in p, onde ha 
ivi due punti coincidenti comuni con G^', dunque, siccome V{n — 1)”'“ polare di C„, 
e il luogo dei poli delle prime polari tangenti a C,„(103), cosi o e un punto di questa 
(« — 1)’"® polare. Ossia: 

X’(» — 1)”‘“ polare di una data curva d’ordine m tocca la Steineriana in Zm{n — 2) 


*) Steinek, 1 . c. p. 4-5. 

**) Steiner enuneid che la Steineriana (da lui chiamata Kerncurve) ha 12 {n—2)(n—8) 
cuspidi (G. di Grbllb, t. 47, p. 4). Poi Clbbsch, avendo trovato lo stesso numero di polari cu- 
spidate, sospetto che i poli di queste fossero le cuspidi della Steineriana, e dimostrh questa 
propriety pel caso di «=4 (Ueber Qurv&n vicrter Ordnung, Giornale Ceeulb-Borohakpt, t. 59, 
Berlino 1861, p. 131). 
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piinti, die sono i poll d’altrettante prime polari aventi i punti doppi nelle intersezioni 
della curva data colV Heasiana. 

Se m—l, abbiamo: 

Una retta arbitraria E sega I’Hessiana in 3(m — 2) punti, che sono doppi per altret- 
tante prime polari; i poli di queste sono i punti di contatto fra la Steineriana e 
V{n — 1)®“ polare di R. 

Ed e evidente che: 

Se E e una tangente ordinaria dell’Hessiana, V {n — polare di E avra colla 
Steineriana un contatto quadripunto e 3m — 8 contatti bipunti. 

Se R e una tangente stazionaria dell’Hessiana, !’(« — 1)’”" polare di R avra colla 
Steineriana un contatto sipunto e 3(« — 3) contatti bipunti. 

E se R e una tangente doppia dell’Hessiana, !’(« — 1)’”" polare di R avra colla 
Steineriana due contatti quadripunti e 3w — 10 contatti bipunti. 


Art. XXI, 

Propriety delle seconde polari. 

123. La prima polare di un punto o rispetto alia priraa polare di un altro punto o', 
ossia, cio che e la medesima cosa (69, c), la prima polare di o' rispetto alia prima 
polare di o, si & da noi chiamata per brevita (116) seconda polare mista de’ punti oo'. 
Avuto riguardo a questa denominazione, la seconda polare del punto o, cio6 la prima 
polare di o rispetto alia prima polare di o (69, b) puo anche chiamarsi seconda po- 
lare pura del punto o. 

Se la seconda polare mista de’ punti oo' passa per un punto a, la retta polare 
di 0 relativa alia conica polare di a passa per o' (69, d); dunque (108): 

La seconda polare mista di dtte punti oo' e il luogo di un punto rispetto alia conica 
polare del quale i punti oo' siano poli conmgati. 

Ond’ e che, data una retta R, se in essa assumonsi due punti oo' i quali siano coniu- 
gati rispetto alia conica polare di un punto a, la seconda polare mista di oo' passera 
per a. Le coppie di punti in R, coniugati rispetto alia conica suddetta, formano un’in- 
voluzione i cui punti doppi ef sono le intersezioni della conica colla retta (108). I punti 
ef sono pertanto i poli di due seconde polari pure passanti per a. 

Di qui s’inferisce che, affinch^ una seconda polare mista, i cui poli oo' giacciano 
in R, passi per a, h necessario e sufiSciente che oo' dividano armonicamente il seg- 
mento ef; vale a dire: se oo'ef sono quattro punti armonici, la seconda polare mista 
di oo' passa pei poli di tutte le coniehe polari contenenti i punti ef. Ora, quando una 
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conica polare passa per due punti ef, il suo polo giace si nella seconda polare pura 
di e che in quella di f (69, a) ; gli (w — 2)® punti comuni a queste due seconde polari 
sono poli d’altrettante couiche polari passanti per ef, eppero sono anche punti comuni 
a tutte le seconde polari miste che passano per a ed hanno i poli in R. 

Dunque le seconde polari miste passanti per un punto dato e aventi i poli in una 
data retta formano un faseio d’ordine n — 2. 

Se una seconda polare mista i cui poli giacciano in R dee passare per due punti 
ah, essa e pienamente e in mode unico determinata. I punti di R, coniugati a due 
a due rispetto alia conica polare di a, formano un’involuzione; ed una seconda in- 
voluzione nascera dal punto h. I punti coniugati comuni alle due involuzioni (25, b) 
sono i poli della seconda polare mista richiesta. 

Concludiamo adunque che le seconde polari pure e miste i cui poli giacciano in una 
data retta formano una rete geonietrica delVordine n — 2. Inoltre, le seconde polari pure 
dei punti della retta data formano una serie d’ indice 2 ; cioe per un punto arbitrario a 
passano due seconde polari pure i cui poli giacciono nella retta data (e nella conica 
polare di a). E il luogo de’ punti doppi delle seconde polari pure e miste de’ punti della 
retta data, cioe THessiana della rete anzidetta, e una curva delFordine 3(« — 3) (92). 

124. Abbiamo or ora osservato che per due punti ef della data retta R passano 
(« — 2)* coniche polari, i poli delle quali sono le intersezioni delle seconde polari pure 
di e, /■. Se questi due punti s’avvicinano indeflnitamente sino a coincidere in uno solo f, 
avremo (« — 2)^ coniche polari tangent! in f alia retta R, e i loro poli saranno le in- 
tersezioni della seconda polare pura di f con quella del punto infinitamente vicino in R, 
vale a dire, saranno altrettanti punti di contatto della seconda polare pura di f colla 
seconda polare della retta data (la curva inviluppo delle seconde polari pure de’ punti 
di R, ossia il luogo de’ poli delle coniche polari tangenti ad R (104)). 

Si e inoltre notato che, se oo'ef sono quattro punti armonici (in R), la seconda po- 
lare mista di oo' passa per le [n — 2)” intersezioni delle seconde polari pure di e,f. 
Ora, supposto che ef coincidano in un sol punto f, anche uno degli altri due (sia o') 
cadra in f (4); dunque la seconda polare mista di due punti of in R passa per gli 
(m — 2)* punti in cui la seconda polare pura di f tocca la seconda polare di R. Ossia : 

La curva d'ordine 2{n — 2), seconda polare di una retta R , tocca in [n — 2)® punti 
la seconda polare pura di un punto qualunque o di H. I 2 {n — 2)^ punti in cui la se- 
conda polare di B, e toccata dalle seconde polari pure di due punti o, o' di R, giacciono 
tvtti in una stessa curva d’ordine n — 2, che e la seconda polare mista de’ punti oo'. 

(a) Di qui si puo dedurre che la seconda polare di una retta ha, rispetto alle se- 
conde polari pure e miste de’ punti di questa retta, tutte le propriety e relazioni che 
una conica possiede rispetto alle rette che la toccano o la segano. 
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(b) Ne questo importante risultato ^ proprio ed esclusivo alle curve seconde po- 
lari, ma appartiene ad una rete qualsivoglia. Data una rete geometrica di curve d’or- 
dine m, fra queste se ne assumano infinite formanti una serie d’ indice 2; il loro in- 
viluppo Sara una linea tangente a ciascuna curva inviluppata negli punti in cui 
questa sega T inviluppata successiva. Ma per un punto arbitrario passano solamente 
due inviluppate: anzi queste coincidono, se il punto e preso nella linea-inviluppo. Donde 
segue che I’inviluppo non puo incontrare un’ inviluppata senza toccarla; e siccome 
queste due linee si toccano in punti, cosi 1’ inviluppo delle curve della serie pro- 
posta e una linea dell’ordine 2m, 

Tutte le curve di una rete, passanti per uno stesso punto, formano un fascio. Ora, 
i punti di contatto fra 1’ inviluppo ed un’ inviluppata nascono dall’ intersecarsi di questa 
coll’inviluppata successiva; dunque essi costituiranno la base d’un fascio di curve della 
rete. Ossia tutte le curve della rete, passanti per un punto ove 1’ inviluppo sia tan- 
gente ad una data inviluppata, passano anche per gli altri m* — 1 punti di contatto 
fra r inviluppo e 1’ inviluppata medesima. 

Per due punti in cui 1’ inviluppo sia toccato da due inviluppate different! passa una 
sola curva della rete. Ond’ e che una curva qualunque, la quale appartenga bensi alia 
rete ma non alia serie, intersechera la linea-inviluppo in 2m* punti, ove questa e toc- 
cata da due curve della serie. 

(c) Ritornando alia seconda polare della retta R, gli (w — 2)' punti di contatto fra 
questa curva e la seconda polare pura di un punto o di R compongono la base di un 
fascio di seconde polari miste, i cui poli sono o ed un punto variabile in R. Se due 
di quei punti di contatto coincidono in un solo, le curve del fascio avranno ivi la tan- 
gente comune, e per una di esse quel punto sar^ doppio (47). Questo punto appar- 
terra dunque alia curva Hessiana della rete formata dalle seconde polari pure e raiste 
dei punti di R (123). Ossia in ciascuna delle 6(« — 2) (w — 3) intersezioni di quest’Hes- 
siana colla seconda polare di R, quest’ultima curva ha un contatto quadripunto con 
una seconda polare pura (il cui polo e in R), la quale tocca la medesima curva in altri 
in — 2)* — 2 punti distinti. 

125. La seconda polare della retta R puo anche essere considerata come il luogo 
delle intersezioni delle curve corrispondenti in due fasci projettivi. Siano oo' due punti 
fissi, ed i un punto variabile in R. La seconda polare mista di oi e la seconda polare 
mista di o'i s’ intersecano in (w — 2)* punti che appartengono alia seconda polare di R, 
perchfe in essi ha luogo il contatto fra questa curva e la seconda polare pura di i (124). 
Variando i in R, mentre oo' rimangono fissi, quelle due seconde polari miste generano 
due fasci projettivi dell’ordine n — 2; ed il luogo de’ punti comuni a due curve cor- 
rispondenti ^ appunto la seconda polare di R. 
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Ai punti oo' se ne possono evidentemente sostituire due altri qualunque presi in E, 
perche le (w — 2f intersezioni delle seconde polar! miste di o i e di o'i altro non sono 
che i poll di R rispetto alia prima polare di i (77). Donde si ricava quest’ altra de- 
finizione (86): 

La seconda •polare di una retta e il luogo de’ poli di questa retta rispetto alia prima 
polare di tm pmto variahile nella retta medesima*). 

(a) Questa definizione conduce spontaneamente ad un’ iinportante generalizzazione. 
Date due rette R, R', quale e il luogo dei poli dell’ una rispetto alia prima polare di 
un punto variabile nell’altra? Fissati ad arbitrio due punti oo' in R', e preso un punto 
qualunque i in R, le seconde polari miste de’ punti oi ed o'i si segano in {n — 2)'^ punti, 
che sono i poli di R' rispetto alia prima polare di i. Variando i in R, quelle seconde 
polari miste generano due fasci projettivi dell’ordine n — 2; ed il luogo de’ punti ove 
si segano due curve corrispondenti e una linea dell’ ordine 2(n — 2) , la quale e evi- 
dentemente la richiesta. Ad essa puo darsi il nome di seconda polare mista delle rette R R', 
per distinguerla dalla seconda polare pura di R, superiormente definita. 

(b) Come la seconda polare pura di R ^ il luogo di un punto la cui conica polare 
e toccata da R, cosi la secotida polare mista di due rette RR' e il luogo di un punto 
rispetto alia conica pola/re del quale le rette RR'smmo coniugate. Infatti: se la seconda 
polare mista di oi e quella di o'i passano per un punto a, la retta polare di i rispetto 
alia conica polare di a passu per o e per o' (123), cioe i e il polo di R' rispetto a 
quella conica, c. d. d. 

(c) Se nella preeedente ricerca (a) si pone il punto i all’intersezione delle rette ER', 
troviamo che la seconda polare mista delle rette medesime passa per gli {n — 2f punti 
comuni alia seconda polare mista de’ punti o i ed alia seconda polare mista de’ punti o'i, 
ossia (124) per gli {n — 2)^ punti in cui la seconda polare pura del punto i tocca la 
seconda polare pura della retta R'. Dunque: 

La seconda polare pura del punto comune a due rette tocca le seconde polari pure 
di queste, ckiscuna in (n — 2)* punti. I 2 in — 2)^ punti di contatto giacciono tutti nella 
seconda polare mista delle rette medesime. 

126. Se la seconda polare mista di due rette RR', concorrenti in un dato punto i, 
dee passare per un altro punto pur dato o, e necessario e sufficiente (125, b) che quelle 
due rette siano coniugate rispetto alia conica polare di o, cioe ch’esse formino un si- 
stema armonico colie rette E F che da i si possono condurre a toccare quella conica. 
Ossia, se le rette RR'EF formano un fascio armonico, la seconda polare mista di RR' 
passa pei poli di tutte le coniche polari tangent! alle rette E P. Ora, se una conica 


*) Salmon, Higher plane curves, p. 152. 
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polare tocca queste due rette, il polo giacera nelle seconde polari pure d’entrambe 
(104, b; 124); dimqiie le 4(n — 2)- intersezioni di queste due curve sono poll fVal- 
trettante coniclie polari inscritte nelF angolo EF, eppero sono punti comimi a tutte le 
seconde polari miste passanti per o e relative a rette passanti per i. Ond’ e die queste 
seconde polari miste formano un fascio. 

Da cio consegue die per due punti dati oo' passa una sola seconda polare mista 
relativa a due rette (non date) concorrenti in un dato pimto i. Vale a dire, le seconde 
polari pure e miste delle rette passanti per un dato panto formano nna rete geonietrira 
dl curve delVordine 2 [n — 2). 

Di qual indice e la serie delle seconde polari pure di tutte le rette passanti pel 
dato punto i? Cerdiiamo quante di tali seconde polari passino per un pimto arbi- 
trario o. L’inviluppo delle rette le cui seconde polari (pure) passano per o e la conica 
polare di questo medesimo punto (104, g); ad essa arrivano due tangenti da i \ dunque 
per i passano due sole rette le cui seconde polari (pure) contengano il punto o. Ossia 
le seconde polari pure delle rette passanti per nn punto dato formano una serie d' indice 2. 

127. Sia p un punto comime alia seconda polare pura di R ed airilessiana (della 
curva fondamentale Cn). Come appartenente alia prima di queste curve, p sara il polo 
di una conica polare taugente ad R; e come appartenente airilessiana, lo stesso punto 
avra per conica polare un pajo di rette incrociantisi nel punto coiTispondente o della 
Steineriana. Ond’e che i punti comimi airilessiana ed alia seconda polare di R saranno 
tanti, quante sono le intersezioni di R colla Steineriana, cioe S{n — 2)^ Dunque: 

La seconda polare pura di una retta qualunqtie tocca VHessiana dovunque Vincontra^ 
cioe in S(n — if punti. 

Siccome la conica polare di^? e formata da due rette concorrenti in o, cosi la retta 
R, che passa per o, ha, rispetto a quella conica, infiniti poli situati in un’altra retta 
pur concorrente in o (110, a). Laonde una retta R' condotta ad arbitrio (non per o) 
contiene un polo di R relative alia conica polare di p; ossia (125, b) p e un punto 
della seconda polare mista delle rette RR'. Dunque: 

I G(n — 2)^ punti in cui VHessiana e toccata dalle seconde polari pure di due rette 
date giacciono tutti nella seconda polare mista delle rette medesime *). 

Le seconde polari pure delle rette passanti per un dato punto i formano (12G) una 
serie d’ordine 2{n — 2) e d’ indice 2; epperb sono inviluppate (124, b) da una linea 


I Ne segue che le seconde polari miste relative ad una retta fissa R [e ad una retta 
variabile] passano per 3 ( 7 Z — 2 )^ punti fissi della Hessiana. Esse formano una rete: in fatti, se 
la seconda polare mista deve passare per due punti 0,0', essa apparterrA (oltre ad R) a quella 
retta R' che congiunge i poli di R relativi alle coniclie polari di 0,0'. j 


Cremona, tomo I. 


2S 
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dell’ordiEe 4(ji — 2). Questa linea e composta dell’Hessiana e della seconda polare pura 
del punto i (125, c); e gli 8(« — 2)® punti, in cui le seconde polari pure di due fra 
quelle rette toccano I’Hessiana e la seconda polare pura di i, giacciono tutti nella 
seconda polare mista delle medesime due rette. 

(a) Si e dimostrato clie la seconda polare (pura) di R tocca I’Hessiana in p; inoltre 
anche la seconda polare (pura) di o passa per p, giacchfe questo punto k doppio per 
la prima polare di o. D’altra parte la seconda polare (pura) di o e la seconda polare 
(pura) di R (retta passante per o) si toccano ovunque s’incontrano (124); dunque: 

L’Hessiana, in un suo punto qualungiie, e tangente alia seconda polare (pura) del 
corrispondenie punto della Steineriana. 

(b) Da cio segue cbe la tangente in p all’Hessiana e la coniugata armonica di po 
rispetto alle due rette cbe toccano la prima polare di o nel punto doppio p (74, c); e se la 
prima polare di o ba una cuspide in p, la tangente cuspidate tocca ivi ancbe I’Hessiana. 

Analogamente, la tangente in o alia Steineriana e la coniugata armonica di op ri- 
spetto alle due rette cbe formano la conica polare di p. 

(c) Se si considera una seconda retta R' passante per o, la seconda polare pura 
di R' toccbera ancb’essa I’Hessiana in p. Viceversa: le rette le cui seconde polari pure 
passano per p sono le tangent! della conica polare di p (104, g); ma questa conica si 
risolve in due rette passanti per o; dunque le rette, le cui seconde polari pure con- 
tengono il punto p, passano tutte per o. 

Ossia, I’Hessiana e toccata in p dalla seconda polare pura di o e dalle seconde 
polari pure e miste di tutte le rette passanti per o. 

(d) Siccome i contatti dell’Hessiana colla seconda polare (pura) di una retta R cor- 
rispondono alle intersezioni di R colla Steineriana, cosi, se R tocca questa curva in 
un punto 0 , la seconda polare (pura) di R avra un contatto quadripunto coll’Hessiana 
nel corrispondente punto p, e la toccbera semplicemente in 3(w — 2)® — 2 altri punti. 

Le rette tangent! alia conica polare d’un punto i sono le sole (104, g), a cui spettino 
seconde polari pure passanti per i. Ma quella conica ba 6 {n — 1) {n — 2) tangent! comuni 
colla Steineriana; dunque la serie formata dalle seconde polari pure (di rette) aventi 
un contatto quadripunto coll’Hessiana e dell’ indice 6(w — 1)(« — 2). 

Se R e una tangente doppia della Steineriana, la seconda polare (pura) di R avra 
coll’Hessiana due contatti quadripunti e 3(w — 2)® — 4 contatti bipunti. 

E se R e una tangente stazionaria della Steineriana, la seconda polare (pura) di R 
avra coll’Hessiana un contatto sipunto, oltre a S(w — 2f — 3 contatti bipunti. 

128. Quali sono le rette le cui seconde polari (pure) banno un punto doppio? Sic- 
come la seconda polare (pura) di una retta R e il luogo dei poll delle coniche polari 
tangent! ad R, cosi se quella seconda polare ba un punto doppio, e necessario cbe vi 
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sia una conica polare avente piu di due punti comuni con R, cioe una conica polare 
die si risolva in due rette, una delle quali sia R. [*’“] Dunque; 

Le reite cui spettam seconde polari (pure) dotate di punio doppio sono quelle cJie a 
due a due costituiscono le coniclie polari dei punti delVHessiana. E i punti doppi delle 
seconde polari (pure) di quelle rette sono gli stessi punti delVHessiana. 

La seconda polare (pura) di un punto qualunque i sega I’Hessiana in 3 {n — 2f punti, 
poli di altrettante coniclie polari passanti per i, ciascuna delle quali e il sistema di 
due rette. Dunque: 

Le rette che costituiscono le coniclie polari dei punti delVHessiana inviluppano una 
curva della classe 3{n — 2)^ 

129. La seconda polare mista di due rette RR' e il luogo di un punto, alia conica 
polare del quale condotte le tangenti dal punto RR', queste tangent! formino colie rette 
date un fascio armonico. Tali coniclie polari costituiscono una serie d’ indice 2 (n — 2)®, 
tanti essendo i punti in cui quella seconda polare mista e intersecata dalla seconda 
polare (pura) di un punto arbitrario; dunque fra quelle coniclie ve ne sono 4 (m — 2)'* 
tangenti ad una retta qualsivoglia data (85). 

Ora sia data una conica qualunque C, e si doinandi il luogo di un punto la cui 
conica polare sia inscritta in un triangolo coniugato a C. Sia a un punto arbitrario 
ed A la retta polare di a rispetto a 0. Vi sono 4(n — 2)*“ coniche polari tangenti ad A 
e a due rette concorrenti in a e coniugate rispetto a C, ossia 4(w — 2)® coniche polari 
inscritte in triangoli coniugati a C, un lato dei quali sia in A. Ma le coniche polari 
tangenti ad A hanno i loro poli nella seconda polare pura di A; dunque il luogo ri- 
chiesto ha 4 (n — 2f punti comuni colla seconda polare pura di una retta arbitraria, 
vale a dire, e una curva dell’ordine 2{n — 2). 

Quando un triangolo coniugato alia conica C abbia un vertice o sulla curva, due 
lati coincidono nella tangente ed il terzo e una retta arbitraria passante per o. Dunque, 
se il punto o appartiene anche alia Steineriana, cioe se o & il punto doppio della conica 
polare d’un punto p dell’Hessiana, questa conica pub risguardarsi come inscritta in 
quel triangolo. Per conseguenza: 

Il luogo di un punto, la conica polare del quale sia inscritta in un triangolo coniugato 
ad una conica qualsivoglia data, e una linea delVordine 2{n — 2), che sega VHessiana 
ne' punti corrispondenti alle intersemioni della Steineriana colla conica data. 

Questa linea d’ordine 2{n — 2), quando la conica data degeneri in un pajo di rette, 
non b altro che la seconda polare mista delle rette medesime. 

Cosi ad una conica qualunque corrisponde una determinata curva d’ordine 2{n — 2). 
E pel teorema (lll,f) e evidente che a pih coniche circoscritte ad uno stesso qua- 
drangolo corrispondono altrettante curve d’ordine 2{n — 2) formanti un fascio. 



Sezionb ni. 

CURVE DEL TERZ’ORDINE. 


Art. XXII. 

I’ Hessiana e la Cayleyana di una curra del terz’ ordine. 

130 . Appiichiamo le teorie general! precedentemente esposte al case die la curva 
fondamentale sia del terz’ordine, vale a dire una cuhka C3, die supporrerao priva di 
punti multipli; ond’essa sara della sesta dasse ( 70 ) ed avr^ nove fiessi ( 100 ). 

(a) Un punto qualunque e polo di una conica polare e di una retta polare (68). 

Per due punti presi ad arbitrio passa una sola conica polare ( 77 , a). Tutte le co- 
niche polar! passanti per iin punto 0 hanno altri tre punti OiO^Oz comuni, e i loro poll 
giacciono in una retta, die e la polare di dascuno di quei quattro punti 001O2O3. 

Una retta ha dunque quattro poli; essi sono i vertici del quadrangolo inscritto nelle 
coniche polar! dei punti della retta. 

Tutte le rette passanti per uno stesso punto 0 hanno i loro poli in una conica, 
la quale e la conica polare del punto 0 ( 69 , a). 

(b) La retta polare di un punto o' rispetto alia conica polare di un altro punto 0 
coincide colla retta polare di 0 rispetto alia conica polare di o' ( 69 , c). Ond’^ che, se 
da 0 si conducono le tangent! alia conica polare di o' , e da o' le tangenti alia conica 
polare di 0, i quattro punti di contatto giacciono in una sola retta: la seconda polare 
mista de’ punti 00' ( 123 ) *). 

(c) Da un punto qualunque 0 del piano si possono, in generale, condurre sei tan- 


*) I Una retta qualunque 6 la seeonda polare mista dei due suoi punti 0 , 0 ', le cui coniche 
polari toecano la retta medesima (i punti di contatto sono o',o). Cio 6 una conseguenza della 
propriety piu generale; la seconda polare mista di due punti 0 , 0 ' 6 la retta che unisce i poli 
della retta 00 ’ rispetto alle coniche polari di 0 , 0 ' .\ 
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genti alia cubica data, poiche questa e una curva della sesta classe. I sei puiiti di 
contatto giaccono tutti aella conica polare del punto o. 

(d) Ma se 0 e un punto della cubica, questa e ivi toccata si dalla retta polare die 
dalla conica polare del punto medesimo. In questo caso, da o partono sole quattro 
rette, tangenti alia cubica in altri punti. Ed i punti di contatto sono le quattro inter- 
sezioni di questa curva colla conica polare di o (71). 

131. Sia 0 un punto della cubica, la quale interseclii la conica polare del medesimo 
(oltre al toccarla in o) in ahcd: onde le rette o{a,'b,G,d) saranno tangenti alia cu- 
bica rispettivainerite in aled (130, d). 

Una tangente e incontrata dalla tangente infinitamente vicina nel suo punto di 
contatto (30); quindi, se o' e il punto della cubica successive ad o, le quattro rette 
o'{a,b,G,d) saranno le quattro tangenti die si possono condurre da o'. Siccoine poi 
la conica polare di o tocca la cubica in o e la sega in abed, cosi i sei punti oo'ahcd 
giacciono tutti in essa conica, eppero i due fasci o {a, b, c, d) , o' {a, b, c, d) hanno lo 
stesso rapporto anarmonico (62). Cio significa die il rapporto anarinonico delle quattro 
tangenti condotte alia cubica da un suo punto o non cainbia passaiido al punto suc- 
cessive; ossia: 

11 rapporto anarmonico del fascio di quattro tangenti, che si possono condurre ad 
una cubica da un suo punto qiialunque, e costante* * ). [***] 

(a) Di qui si ricava die, se o{a,b,c,d), o'(a',b',c',d') sono i due fasci di tangenti 
relativi a due punti qualisivogliano o,o' della cubica, i quattro punti in cui le tangenti 
del prime fascio segano le corrispondenti del second© giacciono in una conica passante 
per oo' (62). La corrispondenza delle tangenti ne’ due fasci puo essere stabilita in 
quattro maniere diverse, perclic il rapporto anarmonico del fascio o {a, h, c, d) e iden- 
tico (1) a quello di ciascuno de’ tre fasci o{b,a,d,c), o{c,d,a,b), o{d,c,b,a); dunque 
i sedici punti no’ quali le quattro tangenti condotte per o intersecano le quattro 
tangenti condotte per o' giacciono in quattro coiiiclie passaiiti per oo'. 

(b) Il rapporto anarmonico costante delle quattro tangenti, die arrivano ad una 
cubica da un suo punto qualunque, pub essere cliiamato rapporto anarmonico della 
cubica. 

Una cubica dicesi annonica quando il suo rapporto anarinonico e Vunifa negativa, 
ciob quando le quattro tangenti condotte da un punto qualunque della curva formano 
un fascio arnionico. 

Una cubica si dira equianarmonica quando il suo rapporto anarmonico sia una radice 


*) Salmon, TMoriines sur les courbes de froisieme degrd (Giornalo di Ckellb, t. 42, Ber- 

lino 1851, p. 274) — Higher plane curves, p. 151. 
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cubica imaginaria dell’tmzifa negativa, cioe quando le quattro tangenti condotte da un 
•punto della cuiTa abbiano i tre rapporti anarmonici fondamentali egiiali fra loro (27). 

132. Se la conica polare di un punto o e un pajo di rette che si segMno in d, 
viceversa la conica polare di o' e un pajo di rette incrociate in o (78). Dunque il luogo de’ 
punti doppi delle coniclie polari risolventisi in paja di rette e anche il luogo de’ loro poll, 
cioe la Steineriana e I’Hessiana sono una sola e medesima curva del terz’ordine (88, 90). 

(a) Inoltre, siccome la retta od tiene il luogo di due rette congiungenti due punti 
0 , o' dell’Hessiana ai corrispondenti punti o', o della Steineriana, cosi I’inviluppo di od, 
che seeondo il teorema generale (98, b) sarebbe della sesta classe, si ridurra qui alia 
terza classe*). 

(b) I punti 0 , o' sono poli coniugati rispetto ad una qualunque delle coniche polari 
(98, b), le quali costituiscono una rete geometrica del second’ ordine. Dunque: 

n luogo delle coppie di poli coniugati relativi ad una rete di coniche e una curva 
di terdordine (V Hessiana della rete) **). 

(c) Nella teoria generale e diinostrato che la Steineriana in un suo punto qualunque 
e toccata dalla retta polare del corrispondente punto dell’Hessiana (118), e che I’Hes- 
siana e toccata in un suo punto qualunque dalla seconda polare del corrispondente 
punto della Steineriana (127, al. Nel caso della curva di terz’ ordine, queste due pro- 
prieta si confondono in una sola, ed e che la tangente all’Hessiana in o e la retta 
polare di o'; ossia: 

L’Hessiana e VinvUuppo delle rette polari de’ suoi punti. 

Questo teorema soraministra le sei tangenti che arrivano all’ Hessiana da un punto 
arbitrario i. Infatti, le rette polari passanti per i hanno i loro poli nella conica polare 
di i, la quale incontra I’Hessiana in sei punti; ciascuno di questi ha per retta polare 
una tangente dell’Hessiana, concorrente in i. Naturalmente i punti di contatto di queste 
sei tangenti giacciono nella conica polare di i relativa all’Hessiana. 

133. Siano o, d (fig. 8.^ pag. 441) due poli coniugati (rispetto alle coniche polari); la 
conica polare di o sara il sistema di due rette db, od concorrenti in o', e la conica polare 
di o' sara formata da due altre rette ad , 6c incrociantisi in o. Se le due coniche polari 
si segano mutuamente in alcd, questi saranno (130, a) i poli della retta od, e le rette 
ac. Id, il cui punto comune sia u, formeranno la conica polare di un punto v! situate 
nella retta od. Dunque ti,u' sono due nuovi poli coniugati; ed u e il terzo punto 
d’ intersezione dell’Hessiana colla retta od. 


*) Cavlet, Mimoire sur les courbes du troisiime ordre (Journal de M. Liouvillb aout 
1844, p. 290). 

**) Hesse, f/eber die Wend^uncte u. s. w. p. 100, 
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La retta polare di o' rispetto alia cubica fondamentale coincide (69, b) colla polare 
di o' rispetto alia conica formata dalle due rette ad, he; dunque (132, c) la tangente 
in 0 all’Hessiana e la retta ou, coniugata armonica di oo' rispetto alle ad, he: pro- 
prieta die poteva anche concludersi dal teorema (127, b). Analogamente la tangente 
all’Hessiana in o' e du. Dunque: 

Le tangenti alVHessiana in due poli coniugati o , d concorrono nel punto di guesta 
curva, che e polo coniugato alia term intersedone della medesima colla retta od. 

(a) Due punti di una cubica chiamansi corrispondenti, quando hanno lo stesso tan- 
genziale (39, b), cioe quando le tangenti in essi incontrano la curva in uno stesso punto. 

Usando di questa denominazione possiamo dire che due poli coniugati rispetto ad 
una rete di coniche sono punti corrispondenti deH’Hessiana di questa rete. 

(b) Siccome le rette polari di o,o' concorrono in u, cost la conica polare di u pas- 
sera per 0 e per o'. Ma m e un punto dell’Hessiana; dunque la sua conica polare consta 
della retta od e di una seconda retta passante per u'. Ossia: 

Una retta la quale unisca due poli coniugati o,d, e segJii per conseguenm VSessiana 
in un tereo punto u', fa parte della conica polare di quel punto u che e polo coniu- 
gato ad u'. 

Le rette che costituiscono le coniche polari dei punti dell’Hessiana inviluppano una 
curva di terza classe (128). Essa coincide adunque coll’ inviluppo della retta che unisce 
due punti corrispondenti dell’Hessiana (132, a). 

A questa curva daremo il nome di Cayleyana della cubica data, in onore dell’ illustre 
Catlet, che ne trovo e dimostro le piu interessanti proprieta in una sua elegantis- 
sima Memoria analitica *). 

(c) Le tangenti che da un punto qualunque o dell’Hessiana si possono condurre 
alia Cayleyana sono la retta che unisce o al suo polo coniugato o', e le due rette 
formanti la conica polare di o'. 

(d) ah cd sono i quattro poli di una retta R, le coppie di rette (Jo, ad), {ca, hd), 
{ah , cd) costituiscono tre coniche polari, i cui poli giacciono in R ; dunque i punti di 
concorso di quelle tre coppie di rette appartengono all’Hessiana. Ossia: 

L’Hessiana e il luogo de’ punti diagonali, e la Cayleyana h Vinviluppo dei lati del 
quadrangolo complete i cui vertici Siam i quattro poli di una retta qualunque. 

134. Siano aa',hh' due coppie di poli coniugati; c il punto comune alle rette 
ah, a'h'; d quello ove si segano le ah' , a!h. Allora aa!hh'cd saranno i sei vertici di un 
quadrilatero complete; e siccome i termini delle due diagonali aa',hh' sono, per ipo- 


*) A Memoir on curves of the third order (Philosophical Transactions, vol. 147, part 2, 
London 1857, p. 416-446), 
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tesi, poli coniiigati rispetto a qualsivoglia conica polare, cosi anche i punti c d saranno 
poll coniugati rispetto alia medesima rete di coniclie (109). Dunque: 

Se aic sono tre punti dell’Hessiana in linea retta, i trepoli a'Vc' coniugati a quelli 
formano un iriangolo i cui lati Vc', da', a'V passano per a,b,c.*) 

Doncle si ricava che, dati due poli coniugati a a' ed un altro punto & dell’Hessiana, 
per trovare il polo coniugato b', basta tirare le rette ha,ba' die segliino nuovaniente 
questa curva in g,c'; il punto comune alle ca',da e il richiesto **). 

(a) Le rette condotte da un punto qualunque o dell’Hessiana alle coppie di poli 
coniugati formano un’involuzione (di secondo grado). Infatti: se una retta condotta 
ad arbitrio per o sega I’Hessiana in a e 6, i poli a’ , b’ coniugati a questi sono pure in 
linea retta con o; onde le rette oab,oa'b' sono cosi tra loro connesse che Tuna deter- 
mina Taltra in modo unico. Dunque ecc. *** ****) ). 

(b) Viceversa, dati sei punti aa',bb' ,cd , il luogo di un punto o, tale che le coppie 
di rette o{a,a'), o(b,b'), o{c,c') siano in involuzione, e una curva del terz’ordine, per 
la quale aa',bb',cd sono coppie di punti corrispondenti ***“*'). 

135. Quando due de’ quattro poli (poli congiunti) di una retta coincidano in un solo 
0 , questo appartiene all’Hessiana (90, b), e tutte le coniche polari passanti per esso 
hanno ivi la stessa tangents od. Siano (fig. 8.*) gli altri due poli della retta [o'u) 
polare di o: cioe siano OiO-, i punti in cui le rette {ad, be) formanti la conica polare 
di o' incontrano quella retta che passa per ii' e forma con od la conica polare di u 
(133, b). 

Due delle tangenti, che da Oi ponno condursi alia Oayleyana (133, d), coincidono 
con OiO, e la terza e OiO,; cosi pure, delle tangenti che da arrivano alia Oayleyana, 
due coincidono in o^o, e la terza e OiOi. Dunque (30) le rette ooi, 002 toccano la Cay- 
leyana in 01 , 0 - 2 . 

Ne segue che la Oayleyana e il luogo de’ poli congiunti ai punti delFPIessiana (105), 
cioe: se una retta polare si muove inviluppando I’Sessiana, due poli coincidenti percor- 
rom VHessiana medesbna, nientre gli altri due poli distinti descrivono la Cayleyana. 

(a) Si noti ancora che da un punto qualunque 0 dell’Hessiana partono tre tangenti 
o(oi, 02 , o') della Cayleyana; e due di queste ooi, 002 si corrispondono fra loro in modo 
che la retta passante pei loro punti di contatto Oi Oj e pure una tangents della Cay- 
leyana. 


*) j n triangolo db’c' e coniugato al fascio delle coniche polari dei punti della retta abc. i 

**) Maclaurin, V. c. p. 242. 

***) ; I raggi doppi di questa involuzione sono le tangenti della Cayleyana passanti per 0 
e diverse da 00 ' j [o' essendo il polo coniugato di 0 ]. 

****) Cayley, Memoire stir les courbes du troisiinie ordre, p. 287. 
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(b) Qiiella retta die passa per e forma con oo' la conica polare di u, sega la 
Cayleyaiia, non solo in O 1 O 2 poll congiunti ad 0, ina eziandio in o'lo't poll congiunti 



ad o'. Siccomo poi qnella retta pure una tangente della Cayleyana, cosi se ne infe- 
risce die questa curva e del sest’ordine. 

II die puo dimostrarsi anche nel seguente modo. Da un piinto i partono sei tangent! 
deH’Hessiana (132, e); dascuna di queste rette lia due poll coinddenti in un punto 
dell’Hessiana medesima, dunque gli altri dodid poll giacciono nella Cayleyana. Ma i 
poll delle rette passanti per i sono tutti nella conica polare di i, eppero questa sega 
la Cayleyana in dodici punti; eiob la Cayleyana e una curva del sest’ordine. 

(c) Da quanto precede si raccoglie die, se oo^ & una tangente della Cayleyana, il 
punto di contatto Oi e un polo congiunto a quel punto 0 dell’Hessiana die giace in 
quella retta, senza pero die vi giaccia il suo corrispondente o'. Dunque, se indichiamo 
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con il punto di contatto della oo' colla Cayleyana, co sara un polo congiunto al 
punto u. 

Sia V il terzo punto in cui I’Hessiana e segata dalla retta uti, e sia v il polo co- 
niugato a v. Quella retta die passa per v e forma con uu la conica polare di v seghera 
oo' nel punto w. 

Ora, la retta polare di v rispetto alia eonica polare di o passa per o', perche questa 
conica e un pajo di rette incrociate in o'. Ma la retta polare di v rispetto alia conica 
polare di o coincide (130, b) colla retta polare di o rispetto alia conica polare di v, 
cioe rispetto al sistema {uu , u'co); dunque il polo o ed i punti u', w, o', in cui la retta oo 
taglia la conica e la retta polare anzidette, formano un sistema armonico (110, a); 
ossia: 

La retta die unisce due poU coniugati e divisa armonicamente dal tereo punto ov’essa 
incontra VHessiana, e dal punto ove iocca la Oayleyana*). 

136. L’inviluppo delle rette polari de’ punti di una data retta E e una conica, che 
e ancbe il luogo dei poli delle conicbe polari tangenti ad E (103), ed anche il luogo 
dei poli di E rispetto alle conicbe polari dei punti di R medesima (125). Questa conica, 
che secondo la teoria generate (104) e la seconda polare (pura) di R, si chiamera, nel 
caso attuale, piu brevemente poloconica (pura) della retta R. 

(a) La conica polare di un punto i, oltre all’ essere il luogo de’ punti le cui rette 
polari concorrono in i, puo anche definirsi I’inviluppo delle rette le cui poloconiche 
passano per i (104, g). 

(b) Le rette le cui poloconiche hanno un punto doppio son quelle che costituiscono 
le coniche polari dei punti dell’Hessiana (128), doe sono le tangenti della Cayleyana. 

Gonsideriamo adunque la retta od (fig. 8.‘) e ricerchiamone la poloconica, come 
luogo dei poli delle coniche polari tangenti ad od. Siccome od fa parte della conica 
polare di u, cosi questo punto sara doppio per la poloconica richiesta (128). Osservisi 
poi che la conica polare di ciaseuno de’ punti o,d ha due punti coincidenti comuni 
con od\ dunque la poloconica di questa e il pajo di rette uo,uo'. 

Vediamo cosi che VHessiana e il luogo dd punti doppi delle poloconiche risolventisi 
in due rette, ed e anche Vinviluppo di queste rette; mentre la Cayleyana e inviluppata 
dalle rette a cui si riferiscono quelle poloconiche**). 

(c) Il luogo di un punto rispetto alia conica polare del quale due rette R , R' siano 
coniugate, e una conica (la seconda polare mista di ER', giusta la teoria generale), 
la quale puo chiamarsi la poloconica mista deUe rette RE'. Essa e anche il luogo dei 


*) Cayley, A Memoir on curves etc., p. 425. 

**) Cayley, A Memoir on curves etc., p. 432, 
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poli di una qualunque di queste rette rispetto alle coniche polari dei punti dell’altra 
(125, a, b). 

(d) La retta polare del punto comune a due rette R R' tocca le poloconiche pure di 
queste in due punti, die giacciono nella poloconica inista delle rette medesime (125, c). 

137. Se una retta R incontra VHessiana in tre punti ahe, la poloconica di R tocca 
questa curva ne’ poli a'h'c coniugati a quelli (122, 127). Donde segue che, se R e una 
tangente ordinaria dell’Hessiana, il cui punto di contatto sia a ed il punto di semplice 
intersezione h, la poloconica di R avra coll’Hessiana un contatto quadripunto. in a' 
(polo coniugato ad a) ed un contatto bipunto in V (polo coniugato a &). E se R tocca 
I’Hessiana in un fiesso a, la poloconica di R avra colla curva inedesima un contatto 
sipunto in a' (127, d). 

(a) I sei punti in cui I’Hessiana e toccata dalle poloconiche pure di due rette giac- 
ciono nella poloconica mista delle rette medesime (127). Dunque: 

8e dtie rette incontrano VHessiana in sei punti, i poli coniugati a questi giacciono in 
una stessa conica *). 

Se pei tre punti in cui VHessiana e toccata da una poloconica si fa passare wValtra 
conica qualsivoglia, questa taglia VHessiana in tre nuovi punti, ne’ quali questa curva 
e toccata da una seconda poloconica. 

Abbiamo veduto (136, b) che, se o,o' sono due poli coniugati (fig. S.®), ne’ quali 
I’Hessiana sia toccata da rette concorrenti in u, queste rette costituiscono la poloco- 
nica (pura) di o,o'. Questa poloconica tocca I’Hessiana in u,o,o'. Dunque questi tre 
punti ed altri tre analoghi giacciono sempre in una stessa conica. 

(b) Le quattro rette che da u si ponno condurre a toccare altrove I’Hessiana sono 
quelle che costituiscono le poloconiche (pure) delle due rette concorrenti in u' e for- 
mant! la conica polare di u (136, b). I punti di contatto di quelle quattro rette sono in 
una conica tangente alFHessiana in u (130, d), e d’altronde i punti di contatto del- 
l’Hessiana colle poloconiche pure di due rette giacciono nella poloconica mista di 
queste. Dunque: 

La conica polare di un punto u dolVIIessiana, rispetto all' Hessiana medesima, coin- 
cide colla poloconica mista delle due rette che formano la conica polare di u, rispetto alia 
curva fondamentale, 

138. Una trasversale condotta ad arbitrio per un polo fisso o seghi la cubica fon- 
damentale ne’ punti aia^aa e la conica polare di o in niimi. Nella medesima trasver- 
sale si cerchino i due punti determinati dalle due equazioni: 


*) Pill generalmente, se una conica taglia I’Hessiana in sei punti, i poli coniugati a questi 
giacciono in un’altra conica (129), 
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Facendo girare la trasversale intorno ad o, il luogo de’ punti p.i\>.z sara ana curva 
di second’ ordine, che si puo diiamare conica satellite del polo o*). 

Se i punti a^a-^ coincidono, doe se la trasversale tocca la ciibica in e la sega 

in fli, I’equazione 3) manifesta nel prirao membi’o il fattore Dunqiie la 

0‘Jj OCvi 

conica satellite confiene i sei pimii in cui la cuhica fondamentale e segata dalle tangcnii 
condoite pel polo. 

Se i punti niimz coincidono, cioe se la trasversale tocca in mi la conica polare di o, 
le 1) mostrano che i punti coincidono entrambi in mp, vale a dire, in questo puiito 
la trasversale tocca anche la conica satellite. Dunque la conica satellite tocca la conica 
polare ne^ punti in cui questa e incontrata dalla retta polare. 

(a) Da quanto or si e detto e dal teorema (39, b) risulta che, se o e iin punto 
dell’Hessiana, cioe se la conica polare di o e un pajo di rette concorrenti in d, anche 
la conica satellite sara un pajo di rette concorrenti in questo medesimo punto, e pro- 


*) Qual sarebbe Tanaloga ricerca per una curva fondamentale di ordine Essa dovrebbe 
condurre ad una curva mtellite dell’ordine {n—l) 2). Veggasi: Salmojst, Higher plane curves, 

p. 68-69. 
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priamente il pajo formato dalle rette satelliti di quelle che costituiscono la conica 
polare di o. 

Dunque ciascuna delle due rette concorrenti in o' e facenti parte della conica polare 
di 0 lia per punto satellite (39, b) il punto o'. Ossia: 

L’Hessiana e il luogo de' funti satelliti delle rette che toccano la Cayleyana. 

(b) Si ottiene un’altra definizione della Cayleyana, osservando che (fig. S.”’) il punto 
M e (133) il tangenziale di o' (come anche di o) rispetto all’Hessiana; e siccome le 
rette o{a,h,u,u') formano un fascio armonico, cos'i oo' e la retta polare di u rispetto 
alia conica polare di o'. Dunque la Cayleyana c V inviluppo della retta seconda polare 
mista di due pninti delV Hesslana, Vun de’ quali sia il tangenziale delValtro *). 


Art. XXIII. 

Fascio di curve del terz’ovdine aventi i mcdesiini tlessi. 

139. Il teorema (71), applicato alia cubica fondamentale Ca, significa che, se per 
un punto fisso i della curva si tira una trasversale qualunque a segar quella in altri 
due punti ii il luogo del coniugato arinouieo di i rispetto ad ii i, e la conica polare di i . 

Ma se i e im flesso della cubica, la conica polare si decompone nella relativa 
tangente stazionaria ed in un’altra retta I che non passa per i (SO). Dunque il luogo 
del punto coniugato armonico di un flesso di urn cuhica, rispetto ai due punti in cui 
questa e incontrata da una trasi'ersale mobile intorno ul flesso, c una retta **). 

Alla retta I, che sega la cubica ne’ tre punti ore questa c toccata dalle tre tan- 
gent! concorrenti nel flesso (39, c), si da il nome di polare armonica del flesso i, e 
non dee confondersi colFordinaria retta polare che e la tangente stazionaria***). 

(a) Dal flesso i si tirino due trasversali a segare la cubica rispettivamente ne’ punti 
aal , bh'. Siccome la polare armonica b picnaraonte determinata dai coniugati armonici 
di i rispetto alle coppie di punti ad,bV, cosi essa non b alti'o che la polare di i ri- 
spetto al pajo di rette {ab,dh'), oppure rispetto al pajo {ab',a!b). Dunque (110, a) la 
retta I passa pel punto comune alle rette {ab, a'U) e pel punto comune alle {dU, db). 

Se le due trasversali coincidono, si ottiene la proprieta che, se pel flesso i si con- 
duce una trasversale a segare la cubica in a, b, le tangenti in questi punti vanno ad 
incontrarsi sulla polare armonica di i. 

Cayley, A Memoir on cAirve^ etc. p. 439-44:2. 

Maclaurin, L c. p. 228. 

i Prendendo i como centro e la polare armonica come asse d’omolo^ia, ogni cubica sar^ 
omologica (armonica) a sc stessa. { 
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Quanto precede inette in evidenza che un flesso di una cubica ha, rispetto a questa 
ed alia sua polare armonica, le stesse proprieta *) che un punto qualunque possiede 
riguardo ad una conica ed alia sua retta polare (107). 

(b) Se tre rette segano la cubica data rispettivamente ne’ punti led, e 

se ijl, abe giacciono in due rette, anche cdVd sono in linea retta (39, a). Supposto che 
i punti ijl coincidano in un solo (flesso) i, le due rette abc, a'b'e’ concorreranno, come 
or ora si e osservato, sulla polare armonica di i. Se inoltre i punti abc coincidono in 
un punto unico, lo stesso avra luogo de’ punti a’b'd; dunque: 

La retta die unisce due flessi di una cubica sega questa in un terzo flesso **). E le 
fangenti (stasionarie) in due qualunque di questi tre flessi concorrono sulla polare armo- 
nica del terico. * 

(c) Da questo teorema e dalla definizione della polare armonica d’un flesso si rac- 
coglie che, se 1 2 3 sono tre flessi in linea retta, il punto coniugato armonico di 1 ri- 
spetto a 23 e situato nella polare armonica di 1, ecc.; e che per conseguenza le polari 
armoniche de’ flessi 123 sono le rette che uniscono i vertici del trilatero formato dalle 
relative tangenti stazionarie, col polo della retta 123 rispetto al trilatero medesimo (76). 

(d) II teorema “ se tre flessi 123 della cubica sono in linea retta, le loro polari armo- 
niche Iiljis concorrono in uno stesso punto „ pub dimostrarsi anche cosi. Siano I'l I'j I'a 
le tangenti (stazionarie) della cubica ne’ tre flessi nominati; le coppie di rette Iil'i 
lil'g, Isl'a sono le coniche polari de’ punti medesimi, e queste coniche devono essere 
cireoscritte ad uno stesso quadrangolo, i cui vertici siano i poli della retta 123 (130, a). 
Vale a dire, le rette Ijl'a devono passare pei quattro punti I'llj, I'll'a, IJ^, IJ'j. Ma 
le tangenti in due de’ flessi 123 s’incontrano sulla polare armonica del terzo, ossia 
I 3 passa pel punto rjl',.; dunque I 3 passera anche pel punto I 1 I 2 , c. d. d. 

Di qui si raccoglie che i quattro poli di una retta che contenga tre flessi della cu- 
bica sono i vertici del trilatero formato dalle tre corrispondenti tangenti stasionarie, ed 
il punto di concorso delle polari armoniche de’ tre flessi ***). 

140. Tre trasversali condotte pel flesso i seghino la data cubica nei punti aa', bV, cd; 
esse incontreranno la retta I, polare armonica di i, nei punti a, p, y coniugati armo- 
niei di i rispetto alle coppie aa', bb', cd. Ma gli stessi punti a^Y giacciono anche nella 
conica polare di i relativa a qualsivoglia cubica descritta pei sette punti iadbb'cd (139). 
Dunque questa conica polare si risolve in due rette, una delle quali e I; vale a dire 


*) Chaslbs 1 Sur les courbes du 5" et du 4‘ degri, Lettres a M. Qubtelet (Corresp. math, 
et ph. t. 5, Bruxelles 1829, p. 236) I, Apercu historique, p. 349. 

**) Macuauein, 1 . c. p. 231. 

***) PlOckbe, System, der analytischen Geometrie, p. 288. 
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(80), i e un flesso (ed I e la relativa polare ai'inonica) per qualunque curva di terz’or- 
dine passante pel sette punti anzidetti *) **). 

(a) Una cubica ha nove flessi, che sono le intersezioni della medesima coll’Hes- 
siana (100). Siccome poi la retta che unisce due flessi passa per un terzo flesso (139, b), 
cosi per ciascuno di que’ nove punti passeranno quattro rette contenenti gli otto re- 
stanti. Quindi, in virtu del precedente teorema, g^uakmque linea del ters’ordine descritta 
pel nove flessi di una data cuhica ha i suoi flessi in qncsti medesimi punti***). 

Le cubiche aventi in comune i nove flessi chiainansi sizigetiche. 

(b) Siccome per ogni flesso della cubica datapassano quattro rette, ciascuna delle quali 

4X9 

contiene altri due flessi, cosi il numero delle rette contenenti tre flessi e -■ ^ ——12 . 

O 

Indicando i flessi coi nuraeri 12 3... 9, tali rette si possono rappresentare cosi: 


123, 

148, 

157, 

169, 

456, 

259, 

268, 

358, 

789, 

367, 

349 , 

247; 


dove si fa manifesto che queste dodici rette si I’ipartiscono in quattro gruppi, ciascuno 
de’ quali h formato da tre rette (scritte nella stessa linea verticale) passanti per tutti 
i nove punti d’ inflessione. Dunque pei nove flessi di una cubica passano quattro si- 
stemi di tre rette t), ossia in un fascio di cubiche smgetiche v’hanno quattro cubiche, 
ciascuna delle quali si risolve in tre rette (cuhiche trilatere). 

Siccome una terna di rette puo risguardarsi come una linea di terz’ordine dotata 
di tre punti doppi, e d’altronde (88) un fascio di cubiche contiene dodici punti doppi, 
cosi pei nove flessi della cubica data non passa, oltre i quattro sistemi di tre rette, 
alcuna curva dotata di punto cloppio o di cuspide. 

141. Considerando il flesso i della cubica fondamentale come un punto dell’Hessiana 
(ciob come un punto avente per conica polare un pajo di rette inerociate in un altro 
punto i'), il polo i' coniugato (132, b) ad i b il punto d’ intersezione della tangente 
stazionaria colla polare arraonica. In generale, le tangent! all’Hessiana in due poli co- 


*) Salmon, Letfre a M. A. L. Crhllb (Giomale di Crbllb, t. 39, Berlino 1850, p. 365). 

**) 1 Se adhVed sono sei punti di una eoniea tali che le rette ad, bV, cd concorrano in un 
punto i, tutte le cuhiche passanti per adbb'cdi avranno un flesso in i; e la relativa polare ar- 
monica sarii la polare di i rispetto alia conica data. I 

***) Hbssb, t/efter die Wendepuncte u. s. w. p. 107. 
t) PlOckbr, System der analytischen Geometric, p. 284. 
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niugati concorrono in uno stesso punto della medesima (133); d’altronde essendo i 
un flesso anclie per I’Hessiana (140, a), questa curva ha ivi colla sua tangente un con- 
tatto tripunto; dunque la tangente in i' sega FHessiana in i, ossia la retta clie e 
tangente (stazionaria) della cubica fondamentale nel flesso i e anche tangente (ordi- 
naria) dell’Hessiana nel polo coniugato i' *). 

Questa proprieta si poteva anche conchiudere dalla teoria generale (118, c; 119 b), 
dalla quale segue ancora che tutte le coniche polari passanti per t hanno ivi fra loro 
un contatto tripunto. 

(a) Ciascima tangente stazionaria della cubica fondamentale, essendo anche una 
tangente ordinaria dell’ Hessiana, conta come due tangent! comuni ; onde le due curve 
avranno altre 6.6 — 2 . 9 = 18 tangenti comuni. Siccome poi ogni tangente dell’Hes- 
siana ha due poli coincidenti nel punto coniugato al punto di contatto e gli altri due 
poli distinti nella Cayleyana (135), cosi le diciotto tangenti (ordinarie) comuni all’Hes- 
siana ed alia cubica fondamentale toccano quest’ ultima curva ne’ punti in cui essa e 
incontrata dalla Cayleyana. 

(b) In generale, se o, o’ sono due poli coniugati, e se m' e il terzo punto comune 
all’Hessiana ed alia retta oo', questa tocca la Cayleyana nel punto to coniugato armonico 
di u’ rispetto ai due oc' (135, c). Ma allorche o sia un flesso della cubica fondamentale, 
ti' coincide con o'; eppero (4) anche w si confonde eon o'. Dunque la Cayleyana tocca 
V Hessiana net none poli coniugati ai flessi della euUea fondamentale. 

(c) Una tangente della Cayleyana, quale e lir (fig. 8.“), sega questa curva in quattro 
punti OiOjo'io's , i quali sono le intersezioni di u!r colle rette costituenti le coniche polari 
di o,d (135). Quando o e un flesso della cubica fondamentale, la conica polare di o 
e costituita dalla tangente stazionaria oo' e dalla polare armoniea, e quest’ ultima si 
confonde eon w'r, perche v! ed o' coincidono insieme. Ond’ e che de’ due punti o) o's 
I’uno cade in o' (od u!) e I’altro si unisce all’intersezione di due tangenti infinitamente 
vicine ur, do’i della Cayleyana, cioe al punto di contatto fra questa curva e la retta 
w'r. Questa retta ha dunque un contatto tripunto colla Cayleyana; e siccome questa 
curva, essendo della tei’za classe e del sest’ordine, non puo avere altre singolarita 
airinfuori di nove cuspidi (99,100), cosi: 

Le polari armoniche dei nove flessi della ciibica fondamentale sono tangenti alia 
Cayleyana nelle nove cuspidi di questa curva. 

(d) L’Hessiana e la Cayleyana sono dotate di proprieta completamente reciproclie. 
Infatti : 


*) Clbbsch, U^er die Wendetangenten der Curven dritter Ordnung (Giornale Ckbli,b-Boe- 
CHARDT, t. 58, Berlino 1861, p. 232). 
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Una tangente qualunque della Gayle- In un punto qualnnque o delFHessiana 
yana sega I’Hessiana in due punti corn- concorrono tre tangent! della Cayleyana; 
spondenti, cioe aventi lo stesso tangenziale, due di esse sono corrispondenti, cioe la retta 
ed in un terzo punto che e il coniugato ar- che ne unisce i punti di contatto e una tan- 
monico del punto di contatto della Cay- gente della Cayleyana; la terzapoi e la co- 
leyana rispetto ai primi due (135, c). niugata armonica, rispetto alle due prime, 

della tangente all’Hessiana in o (135, a). 

Da questa perfetta reciprocita segue che le proprieta della Cayleyana si potranno 
conchiudere da quelle dell’Hessiaua e vice versa. Per esempio: 

I nove punti i, ne’ quali I’Hessiana e Le nove rette I tangent! alia Cayleyana 
toccata dalle sue tangent! stazionarie, sono nelle cuspidi, sono tangent! cuspidal! per 
i flessi anche delle infinite curve di terzo tutte le infinite curve di terza classe ch’esse 
ordine passanti pei medesimi. toccano. 

Al fascio di queste curve appartengono Alla serie di queste curve appartengono 
quattro trilateri, cioe i nove flessi sono di- quattro triangoli, cioe le nove rette I con- 
stribuiti a tre a tre su dodici rette H, delle corrono a tre a tre in dodici punti r, cia- 
quali in ogni punto i ne concorrono quattro. scuna di quelle contenendo quattro di 

quest!. 

I vertici dei quattro trilateri sono i do- I lati dei quattro triangoli sono le do- 
dici punti r *). dici rette R. 

Fra le curve di terz’ordine aventi i flessi Fra le curve di terza classe aventi per 
in coniune coll’Hessiana v’e anche la cubica tangent! cuspidal! le rette I ve n’ha una 
fondamentale C3, rispetto alia quale I’Hes- K3**), rispetto alia quale la Cayleyana e 
siana e il luogo di un punto che abbia per P inviluppo di una retta il cui primo in- 
conica polare un pajo di rette, e la Cayle- viluppo polare (82) sia una coppia di punti, 
yana e 1 ’ inviluppo di queste rette. e FHessiana b il luogo di questi punti. 

Le tangent! stazionarie L della cubica Le cuspidi della curva K 3 sono i nove 
C3 toccano FHessiana e la Cayleyana ne’ punti i' ove FHessiana e la Cayleyana si 
punti i comuni a queste due curve. toccano. 

142. Dato un fascio di cubiche, una trasversale qualunque le incontra in terne di 
punti formanti un’ involuzione di terzo grado, e ne’ punti doppi di questa la trasver- 
sale tocca quattro cubiche del fascio (49). Se le cubiche sono sizigetiche (ossia se hanno 
i nove flessi comuni) e se la trasversale fe la polare armonica I di un flesso i, le tre 
intersezioni di una qualunque fra quelle cubiche sono i punti di contatto fra essa e 

*) Questa propriety sarA dimostrata fra poco (142). 

**) £ desiderabile uua deflnizione di questa curva come inviluppo di una retta variabile. 


Cremona, tomo 1. 


29 
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le tangenti che convergono al flesso i (139). Sia r uno de’ punti doppi dell’ involu- 
zione; la cubica passante per r tocchera ivi si la trasversale I che la retta n, cioe 
avra in r un punto doppio. Ma i soli punti doppi in un fascio di cubiche sizigetiche 
sono le intersezioni scambievoli delle terne di rette contenenti a tre a tre i flessi (140, b); 
dunque i quattro trilateri (sizigetici) formati da tali rette hanno i loro vertici allineati 
a quattro a quattro sulle polari armoniche de’ flessi. 

Di qui si ricava che, se r e un vertice di un trilatero sizigetico, r dovra giacere 
nella polare armonica di ciascuno de’ tre flessi situati nel lato opposto del trilatero 
medesimo *) ; ossia : 

J punti in cui si segano a tre a tre le polari armoniche dei flessi sono i vertici dei 
quattro trilateri formati dalle dodici rette nelle quali giacciono distribuiti a tre a tre i 
flessi medesimi **). 

Considerando uno qualunque de’ trilateri sizigetici, i suoi lati contengono i nove 
flessi, mentre pei vertici passano le nove polari armoniche. Sia r uno dei vertici ed 
123 i flessi giacenti nel lato opposto. Siccome per r passano le polari armoniche di 
1 2 3, le quali fanno parte delle coniche polari di questi punti rispetto a tutte le cubiche 
sizigetiche del dato fascio (140), cosi la retta 123 sara, relativamente a tutte queste 
curve, la retta polare del punto r (130, a). Dunque ciascun vertice di un trilatero si- 
zigetico e polo del lato opposto rispetto a tutte le cubiche sizigetiche. 

143. Proseguendo a studiare il fascio delle cubiche sizigetiche, una qualunque di 
esse sia incontrata dalla polare armonica I del flesso i ne’ punti mm'ni', onde in questi 
punti le tangenti alia curva saranno i{m,m',m'). La tangente (stazionaria) alia cubica 
medesima nel flesso i incontri I in n. La cubica e individuata da uno qualunque de’ 
quattro punti nmni'm", eppero, al variare di quella, laternammW genera un’invo- 
luzione (di terzo grade) projettiva alia semplice punteggiata formata dai punti n. 

Se rnr^r^ sono i punti doppi dell’ involuzione, essi sono anche (142) vertici de’ 
quattro trilateri sizigetici; siano poi ssis^ss le intersezioni dei lati rispettivamente op- 
posti colla retta I. Per queste cubiche trilatere, le tangenti al flesso i sono evidente- 
mente gli stessi lati i{s, Si, So, Sg); ond’e che, ogni qualvolta i due punti nim!' coinci- 
dono in r, i punti mn si confondono insieme con s. 

La retta in, che tocca una cubica del fascio nel flesso i, e anche tangente all’Hes- 


*) [Altrimenti:] iSe r fe un vertice di un trilatero sizigetico, e se i e uno dei flessi con- 
tenuti nel lato opposto, la polare armonica I k (139) il luogo del punto ooniugato armonico 
di i rispetto alle intersezioni degli altri due lati eon una trasversale qualunque per i. Dunque I 
passa per r. j 

**) Hbssb, Eigenschaften der Wendepuncfe der Curven dritter Ordnung u. s. w. (Griornale 
di CEBmLB, t. 38, Berlino 1849, p. 257-261). 
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siana di questa nel punto n (141). Dunque, se una data cubica del fascio incontra la 
retta I ne’ punti le rette sono tangenti nel fiesso i ad altrettante 

cubiche del fascio, aventi per Hessiana la curva data. Ossia una data cubica e, in ge- 
nerabe, Hessiana di tre altre ciibiche sizigeticlie ad essa *). 

(a) Se la cubica data e un trilatero, un vertice del quale sia r ed il lato opposto 
passi per s, le tre tangenti i{ni, m"), im riduconsi alle due ir, is. La seconda di queste 
rette puo risguardarsi come tangente stazionaria della cubica data, la quale e per tal 
inodo Hessiana di se stessa. E I’altra retta ir sara tangente in i ad una cubica (del 
fascio) avente per Hessiana il dato trilatero. Dunque ciascuna cubica trilatei'a e Hes- 
siana di se stessa e di un’altra cubica (del fascio). Cioe in un fascio di ciibiche sizi- 
getiche vi sono quattro curve Ic cui Hessiatte sono i quattro trilateri del fascio. 

(b) Cerchiamo se nel dato fascio vi abbia alcuna cubica che sia Hessiana della 
propria Hessiana. Una cubica C ha per Hessiana un’altra cubica, e I’Hessiana di questa 
e una nuova cubica O'. Assunta invece ad arbitrio nel fascio la curva C, questa e 
Hessiana di tre cubiche, ciascuna delle quali e alia sua volta Hessiana di tre altre 
cubiche C ; talche O' da nove cubiche C. Siccome le cubiche C, O' sono individuate dalle 
rispettive tangenti in i (46), od anche dai punti n, n' in cui queste segano la polare 
arraonica I, possiaino dire che ad ogui punto n corrisponde un solo punto w', inentre 
a ciascun punto m' corrispondono nove punti «; quindi la coincidenza di due punti 
corrispondenti n, n' avii luogo dieci volte, cioe vi sono dieci cubiche sodisfacenti alia 
condizione proposta. Ui questo numero sono i quattro trilateri sizigetici; eppero, la- 
sciatili da parte, avremo: 

Un fascio di cubiche smgetiche contiene sei cubiche, ciascuna delle quali e Hessiana 
della propria Hessiana, **). 

144. Vogliamo ora trovare la relazione seginentaria espriraente la projettivita che 
ha luogo fra I’involuzione di terzo grado formata dai punti mm'm” e la semplice serie 
generata dal punto n (143). Preso per origine de’ segment! un punto r, cioe quel 
vertice di uno de’ trilateri sizigetici che cade nella retta I; e chiamato m uno qua- 
lunque de’ punti mm'm", la projettivita di che si tratta sara espressa da un’equazione 
della forma (24, a): 

1) (A . rw -f- A!) m^-j- 3 (B . rw + B') -|- 3 (0 . m -|- O’) m -j- D . m + D' = 0 , 

*) Hbssb, Ueber die Elimination der Variabeln u, s, w, (Giornale di Crbllb, t. 28, Berlino 
1844, p. 89). 

**) Salmon, Higher plane curves, p. 184. — Aronhold, Zur Theorieder homogenen Functio- 
nen dritien Grades von drei Variaheln (Giornale di Crbllb, t. 89, Berlino 1850, p. 153). — 
I Le sei cubiche di cui sopra si park si dividono in tre coppie ; le cubiche di una coppia sono 
Tuna Hessiana dell’altra. | 
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ove A, A', B,... sono coeflS.cienti costanti. II punto s corrispondente ad r (143) sup- 
pongasi a distanza infinita, com’e lecito fare senza sminuire la generalita dell’ indagine; 
perch^ trattandosi qui di relazioni fra rapporti anarmonici, possiamo ai punti della retta I 
sostituire le loro projezioni fatte da un centro arbitrario sopra una retta parallela al 
raggio che passa per s ( 8 ). 

Cio premesso, siccome i tre valori di rm corrispondenti ad rn — rs—cc devono 
essere rm—rs, m'— 0 ,m'— 0, cosi se me trae A= 0 , 0=0, D= 0 . 

D’altronde s e un punto della retta polare di r rispetto a qualunque cubica del 
fascio (142), quindi ( 11 ): 

3 _ 1 1 1 30' . 

rs rm~^ rm’' nn!’ D' 

ma rs e infinite, dunque C'= 0 . Oosi I’equazione 1 ) diviene: 

2) A'.m®-|-3(B.rw + B')m®-j-D'=0. 

La condizione affinche la 2 ), considerando mt come incognita, abbia due radici 
eguali h: 

3) A'*D'+4(B.w+B')*=0, 

cio^ questa equazione del terzo grade rispetto ad rn dara quei tre punti n {siS^Ss) a 
ciascuno dei quali, come ad s, corrispondono due punti m coincidenti (nr^ra). 

Se nella stessa equazione 2 ) si fa rm = m, ottiensi: 

4) (A'+ 3 B) + 3B' . D'= 0 , 

ossia ciascuno de’ punti n dati dalla 4) coincide con uno de’ corrispondenti punti m . 
Ma i punti n dotati di tale proprieta sono (oltre ad s) gli stessi punti S 1 S 2 S 3 dati dalla 3); 
dunque le equazioni 3), 4), dovendo ammettere le stesse soluzioni, avranno i coeflicienti 
proporzionali. 

L’ equazione 4) non contiene \'rn lineare; onde eguagliando a zero il coefficiente 
di m nella 3), si avra BB'^= 0 , ossia B= 0 ; perche il porre B = 0 farebbe scomparire 
il segmento rn dalla 2 ). Quindi le 3), 4) divengono : 

4B^;^* + A'"D'= 0 , (A’+3B)m^+D'=0, 

donde eliminaudo rn, si ha: 

5) (A'— B)(A'+ 2 B)'= 0 . 

Posto A=B e per brevita I)’= — 4A®B, ovvero posto A'= — 2 B e per brevita 
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D'— — le equazioni 3), 4) in entrambi i casi daimo: 

6) — 7i^=0. 

e le radici di questa equazione saranno rsi.rss.rss. 

Fatto adunque Jf—rn^, B'=0 ed inoltre A'=B, ovvero A'= — 2B, I’equazione 2) 
diviene nel prime case: 

7) (rm — rn) {rm 2 rnf = 0 , 

e nel secondo: 

{rm — rnf (2m + m) = 0 . 

Cioe nel prime case une de’ tre punti m cerrispendenti ad n—{si,Si,Sa) coincide 
cello stesso n , raentre gli altri due si riuniscono in un sol punto (r, , ri , r^) diverse da 
n. Nel secondo case invece, due de’ tre punti m cerrispendenti ad w=(si,S 2 ,Ss) ca- 
drebbero in n. Ma nella quistione che ci occupa si verifica il prime case, non il secondo 
(143); ond’e che dobbiamo assumere A'=B, non gia A'= — 2B. 

Dunque la richiesta equazione per la projettivith fra I’involuzione formats dalle terne 
di punti mmlm" e la semplice punteggiata formats dai punti n puo essere scritta cosi: 

8) m®-|-3n* . m* — 47i®= 0 , 

ove /» esprime un coefficiente costante *). 

(a) I punti SiS^Sa sono dati dall’ equazione 6), ed i punti nrzrs dalla 7): 

m+ 2r»=0 , 

ossia dalla: 

m® + 8fe^=0; 

dunque entrambi i sistemi di quattro punti ssiSaSs, rrir^ra sono equianarmonici (27). 

Ne consegue che, se i e un flesso reah delle cubiche sizigetiche, due de’ quattro 
vertici r giacenti nella polare armonica I sono reali, gli altri due imaginari (26). E 
per la reciprocita gia avvertita (141, d), due delle quattro rette R (lati de’ trilateri 
sizigetici) concorrenti in i saranno reali, le altre due iinmaginarie. Che almeno uno 
de’ flessi di una cubica sia reale, risulta manifesto dall’essere dispari il numero totale 
delle intersezioni della cubica coll’Hessiana. 

Sia dunque 1 un flesso reale; e delle quattro rette R (140, b), cio^ 123, 148, 157, 
169, siano reali le prime due, imaginarie coniugate le altre. I quattro flessi 57, 69 
saranno necessariamente tutti imaginari, ed invero uno de’ primi due sara coniugato 

*) j I tre punti mm'm" sono i centri arraoniei (di 3“ grade) del punto n rispetto ai quattro 
punti $s^s.^s■J . I 
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ad uno degli altri due. Siano coniugati 5 e 9, 6 e 7. Le due rette reali 59, 67, e le 
due rette imaginarie coniugate 56, 79 si segano separatamente in due punti reali r,ri, 
situati nella polare armonica del fiesso 1 (139, a). 

Essendo reali le rette 123, 148, i flessi 23, e cosi pure 48, sono o entrambi reali, o 
imaginari coniugati. D’altronde le coppie di rette (24, 38), (28, 34) devono dare gli 
altri due vertici rs, rj, situati in linea retta con r,ri. Ma r^rs sono imaginari, dunque 
i punti 2348 non possono essere ne tutti reali, ne tutti imaginari; cioe 2 3 sono reali, 
e 48 imaginari. 

Da cio segue che de’ nove flessi di una cubica tre soli (in linea retta) sono reali, 
essendo gli altri imaginari coniugati a due a due *). E delle dodici rette R, che con- 
tengono le terne de’ flessi, quattro (123, 148, 259, 367) sono reali; le altre no. Uno 
de’ quattro trilateri sizigetici ha un solo vertice reale ; un altro ne ha tre ; i rimanenti 
nessuno. 

(b) Come si e supposto sin qui, sia m uno de’ punti in cui una data cubica del 
fascio Sega la retta I, e sia n F intersezione di questa medesima retta colla tangente 
al flesso i. Supponiamo poi che i punti M,N abbiano analogo significato per I’Hes- 
siana della cubica suddetta; avremo similmente alia 8): 

4- 3rN . rM" — iW = 0. 

Ma FHessiana passa, come si e gia osservato (143), pel punto n, talche sara: 
9) rw® -j- 3j'N . TO® — 47i’= 0 , 

donde, dato il punto n, si desume il punto N. Per esempio, se n cade in r, si ha 
rN=oo, cioe N coincide con s; e se n e uno de’ punti rir^r^, ossia se n e dato dal- 
I’equazione 

rn^-{-%k^=Q , 

si ottiene: 

-\-rn=Q), 

vale a dire, N e uno de’ punti SiSjSs. Di qui si ricava che le cubiche sizigetiche le 
cui tangenti al flesso i passano per uno de’ punti rrir^r 3 hanno per Hessiane i trila- 
teri sizigetici; come gia si h trovato altrove (143, a). 

Se invece ^ dato il punto N, I’equazione 9) da i tre punti n corrispondenti alle 
tre cubiche, la comune Hessiana delle quali e la curva relativa al dato punto N (143). 


*) PnUcKBR, System der analyUsehen Geometrie, p. 265. 
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(c) Se la cubica data e Hessiana della propria Hessiana (143, b), si avra oltre 
I’equazione 9) anche la: 

rN®-|- 3rw . — 4A^=0. 

Sottraggasi questa dalla 9), e dalla risultante, omesso il fattore rn — rN che corri- 
sponde alle cubiche trilatere, si elimini j'N mediante la medesima 9); ottiensi cosi la: 

10) rn^ — 20h^.rn^ — 87i® = 0, 

equazione di sesto grado, che da i sei punti n corrispondenti alle sei cubiche dotate 
della propriety d’essere Hessiane delle proprie Hessiane. 

145. Le quattro tangent! che in generate si possono condurre ad una cubica da 
un suo punto, nel caso che questo sia il flesso i, sono le rette i{n, m, m!, m'). Ond’e che 
il rapporto anarmonico della cubica (131, b) sara quello de’ quattro punti nmm'm!', 
ne’ quali la polare annonica del flesso e incontrata dalla tangente stazionaria e dalla 
cubica medesima. 

Cio premesso, possiamo ricercare quali fra le cubiche sizigetiche del dato fascio 
sono equianarmoniche e quali armoniche (131, b). 

Siccome i tre punti sono dati dalla 8), cosi i quattro punti nmm'm" saranno 

rappresentati dall’equazione: 

11) rm* -j- 2rn . rm^ — 3m* . m* — iV . rm -f- 4^* .rn — 0, 

che si ottiene moltiplicando la 8) per rm — rn. 

La condizione necessaria e sufficiente affinchb la 11) esprima un sistema equia- 
narmonico e (27): 

rn (m* 8hF) = 0 , 

che rappresenta i quattro punti rrir-zr^. Dunque (144, b) un fascio di cuUche sisigetiche 
Gontiene quattro curve equianarmoniche, ciascuna delle quali e anche dotata della proprietd 
d’aver per Hessiana un trilatero (sizigetieo). 

Affinche la 11) rappresenti un sistema armonico, dev’essere (6): 

m“ — 20A® . m® — 8V—0. 

Quest’equazione coincide colla 10); dunque un fascio di cubiche sizigetiche contiene sei 
curve armoniche, le quali sono anche le cubiche dotate della proprietd d’essere Hessiane 
delle proprie Hessiane*). 


*) Salmon, Higher plane curves, p. 192. 
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Art. XXIV. 

La curva di terz’ordine eonsiderata come Hessiana 
di tre diverse reti di comche. 

146. Una data cubica qualsivoglia C3 pub risguardarsi come Hessiana di tre altre 
cubiche ad essa sizigeticbe (143). Ciascuna di qiieste tre curve da origine ad una rete 
di coniche polari, eppero la cubica data sara F Hessiana di tre distinte reti di coniche. 
Eispetto a ciascuna di queste tre reti, la cubica data e il luogo delle coppie de’ poli 
coniugati (132, b); dunque in tre guise diverse ! punti di una cubica possono essere 
coniugati a due a due, per modo che due punti coniugati abbiano lo stesso tangen- 
ziale, ossia nella cubica esistono tre sistemi di punti corrispondenti (133, a). 

Ed invero, se 0 e un punto della cubica data ed m e il tangenziale di esso, da u 
partono, oltre no, altre tre tangenti (130, d); siano o'd'd" i punti di contatto. Abbiamo 
cosi le tre coppie di poli coniugati od,oo'',od" , in relazione alle tre diverse reti die 
hanno per comune Hessiana la cubica data. 

Applicando lo stesso discorso a ciascuno de’ punti dd'd", come al punto 0 , si vede 
tosto che per la prima rete sono poli coniugati od ed o"o"'; per la seconda 00 ” ed 
per la terza od" ed do". 

(a) Essendo od,d'd" due coppie di poli coniugati relative ad una stessa rete, se le 
rette od',dd" si segano in y e le od",dd' in z, anche ys sara una coppia di poli co- 
niugati relativi alia stessa rete (134). 

I punti o,d',y sono in linea retta, eppero i loro tangenziali (che sono anche i 
tangenziali ordinatamente de’ punti d, d", 2 ) saranno allineati in una seconda retta 
(39, b). Ma i tangenziali di 0 , 0 " coineidono in m; dunque il tangenziale comune A\ y 
e z sarA anche il tangenziale di u. Donde si raccoglie che: 

Se odd'd" sono i pimti ove mm cubica e toccata dalle tangenti condotte da un suo 
punto u, i punti diagonali xyz del quadrangolo odd'd” giacciono nella ouhica, e le tan- 
genti a questa in uxyz concorrono in uno stesso punto della curva. 

(b) Dal teoi’ema (134) risulta che, se aa',hb' sono due coppie di punti corrispon- 
denti della cubica, affinche questi siano relativi ad uno stesso sistema e necessario 
e sufficiente che il punto comune alle ab , db' ed il punto comune alle ab', db giac- 
eiano nella curva. Laonde, avuto riguardo alia proprietA (45, d), potremo concludere 
la seguente: 

Se un qmdrilatero complete e inscritto in una cubica, i verfici opposti formano tre 
coppie di punti eorrisponda'di relative ad uno stesso sistema, ' 
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Qui si offre immediatamente la ripartizione in tre diversi sisterai de’ quadrilateri 
completi inscritti in una cubica. 

(c) Siano aai,hb2 due coppie di poli coniugati relative a due reti diverse; a il tan- 
genziale di a ed osi; p il tangenziale di 6 e Siano c,C3,^( le terze intersezioni della 
cubica colle rette ab,aj)2, ap; sara y il tangenziale si di c die di C3. Dunque c,c-i 
sono due poli coniugati, relativi pero alia terza rete (b). Cosi pure, se le rette ab^ , aj> 
segano la cubica nei piinti C2,Ci, questi sono poli coniugati rispetto alia terza rete 
medesiina *). 

147 . — Date un punto 0 ed iin fascio di coniche circoscritte ad un quadrangolo efgh, 
quale e il luogo de’ punti di contatto delle tangenti condotte da 0 a queste coniche? 
Siccoine per 0 si piio condurre una conica del fascio e quindi ad essa la tangente in 0, 
cost il luogo richiesto passa per 0. Oltre ad 0, ogni trasversale tirata per questo punto 
ne contiene altri due del luogo, e sono i punti doppi dell’involuzione che le coniche 
del fascio determinano sulla trasversale ( 49 ). Dunque il luogo richiesto e una cubica, 
la quale passa anclie per efgh, poiche si pub descrivere una conica del fascio che tocchi 
oe in e, ovvero of in f, ecc. 

Ciascuna conica del fascio sega la cubica in altri due punti m, m' (oltre efgh), che 
sono qiielli ove la conica tocca le tangenti condotte per 0. La retta nini, polare di 0 
rispetto alia conica, passa per un punto fisso u (il punto opposto ai quattro efgh) ( 65 ). 
Quando la conica passa per 0, i due punti mm' coincidono in 0; laonde questa conica 
tocca la cubica in 0, ed u e il tangenziale di 0. 

Fra le coniche del fascio vi sono tre sistemi di due rette, e sono le coppie di lati 
opposti {ef,gh), {(tg,fh), {eh, fg) del quadrangolo dato; per ciascuno di essi i punti 
mm' coincidono nel relativo punto diagonale. Donde segue che i punti diagonali dd'o'" 
del quadrangolo appartengono alia cubica, e le tangenti in questi punti concorrono in u. 

Siccome le rette o{e,f,g,h) sono tangenti alia cubica in e,f,g,h, cosi la conica 
determinata dai cinque punti oefgh e la prima polare del punto 0 rispetto alia cubica 
medesiina. Analogamente la conica iioo'd'o'" c la prima polare di u. 

148 . Sia 0 un punto qualunque di una data cubica C3, ed u il tangenziale di 0. 
Se K3 e una cubica, la cui liossiana sia C3, la conica polare di u rispetto a K3 e un 
pajo di rette, una delle quali passa per 0 ( 133 , b); dunque la retta polare di 0 rispetto 
a K3 passa per u. Ma u giace anche nella retta polare di 0 relativa a C3, giacche 
quest’ ultima curva b toccata in 0 dalla retta ou] dunque in u concorreranno le rette 
polari di 0, relative a tutte lo cubiche descritte pei punti comuni a C3 e K3 ( 84 , c), 
ossia; 


*) I-Ibssb, Ud>er Curmn drittar Ordmmg und die KegeLichniita, loelche diese Curven in drei 
verschiedenen Pimeten berilhren (Giornale di Ceellb, t. 86, Berlino 1848, p. 148-152), 
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Se una retta toeca tma cuhica in un panto o e la sega in un altro punto le rette 
polari dl o, rispetto alle cubiche swigetiche colla data, passano tutte per u *) **) . 

(a) Siano oo'oV i punti di contatto delle tangenti condotte alia cubica data dal 
punto w; pel teorema precedente, u giace nelle rette polari di ciascuno dei quattro 
punti suddetti, rispetto a tutte le cubiche sizigetiche. Dunque le coniche polari di e/ 
rispetto alle cubiche medesime passerauno per odd'd"' ***). 

Le tre coppie di lati opposti del quadrangolo odo”d" sono le coniche polari di a 
rispetto a quelle tre curve sizigetiche la cui Hessiana e Cg, eppero saranno tangenti 
alle tre corrispondenti Cayleyane. 

(b) Si noti inoltre che dd'd" sono i punti diagonal! del quadrangolo formato dai 
quattro punti di contatto delle tangenti condotte alia cubica data dal punto o (146, a); 
dunque d e il polo della retta d^d^' rispetto alle coniche polari di o relative a tutte 
le cubiche sizigetiche (108, b); ecc. 

149. Siano i tre punti in cui una retta sega una data cubica, ed a^aia^a^, 
& 061 & 2 & 3 , C 0 C 1 C 2 C 3 i punti di contatto delle tangenti che da quelli si possono condurre 
alia curva. Siecome i tangenziali di tre punti in linea retta sono pur essi in linea retta, 
cosi la retta che unisce uno de’ punti a con uno de’ punti h passera necessariamente 
per uno de’ punti c; eppero i dodici punti abc giacciono a tre a tre in sedici rette t). 

Siano ao&o<?o tre punti scelti fra quei dodici in modo che siano allineati sopra una 
retta; e siano aibiCi, a^b^Cz i punti corrispondenti a quelli rispettivamente nelle 

tre reti di coniche, alle quali da nascimento la data cubica considerata come Hessiana 
(146). Pel teorema (134) sono in linea retta le terne di punti: 


a^biGi , 

boCiUi , 

c^aibi 

j 

b^G^Qz J 


o^obzOs 1 

bzCzOz 1 

Goad^z 





*) Salmon, On curves of the third order ^ p. 535. 

**) t Lai teorema (132, e) segue che, condotte per u le altre tre tangenti a Cg , queste sono 
le rette polari di 0 rispetto alle tre cubiche di cui C 3 6 la Hessiana. Cio^ le quattro tangenti 
che da un punto u di una cubica C 3 si posson condurre a questa sono le rette polari di uno 
dei punti di contatto, rispetto a C 3 ed alle tre cubiche di cui C 3 h Hessiana. II rapporto anar- 
monico delle quattro tangeuti quindi uguale a quello delle quattro cubiche : donde si cava 
una nuova dimostrazione della costanza del rapporto anarmonieo delle quattro tangenti, al 
variare di u (131). 

Se o ^ un flesso di Cg , segue dal teorema precedente che le tre rette che da o si possono 
condurre a toccare Cg altrove sono le tangenti (stazionarie) in 0 aUe tre cubiche di cui Cg ^ 
THessiana: il che s'accorda col teorema 141. j 
Cavlby, a Memoir on curves etc. p, 443. 
t) PlUcker, System der analytischen Geometrie, p. 272. 
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E pel teorema (146, c) sono in linea retta anche le terne: 

> Ch^iPi . 

Queste sedici rette si possono aggruppare in otto sisteini di quattro rette ciaseuno, 
le quali contengano tutt’ i dodici punti di contatto *). 

(a) I punti ai&iCi, che corrispondono ad «o&oCn rispetto ad una medesima rete, sono 

i vertici di un triangolo i cui lati passano ordinatamente per ao,&0 )C„j (134), e sono. 
anche i punti di contatto della cubica colla poloconica della retta ao6oCo, relativa a 
quella rete (137). Dunque (39) le rette che uniscono i punti Ui&iCi ai vertici del triangolo 
formato dalle tre tangenti concorreranno in uno stesso punto [9^] **). 

E supertluo accennare che la stessa proprieta compete ai punti , ihhOi che 
sono i corrispondenti di ao^nCo rispetto alle altre due reti. 

(b) Le rette aiAu s’incontrano sulla data curva in Co, onde questa passa si pei 

punti comuni ai due sisteini di tre rette (aw,, , > Y<3o) > (“P > aJ)o , a,)6„), si pei punti co- 
muni agli altri due analoghi sisteini {aai , , 7C0) , {ap , Saravvi adunque 

(50, b) un luogo di terz’ordine soddisfacente alia duplice condizione di passare pei punti 
comuni ai due sisteini (a^o, P&o, YCo), (a^i, p6i, 70-0), e di contenere le intersezioni dei 
due sisteini (ap, a,A,, a^bo), (ajS, aibi,aA). Queste due condizioni sono appunto sodisfatte 
dal sisteina di tre rette (ap, [01][10], -fc,,), ove [01] indica il punto comune alle rette 
affl„,p6i, ed [10] il punto ove si segano le aai,p6o- D’altronde, qualunque luogo di 
terz’ordine appartenente al fascio determinate dai due sistemi (ap,a„&o, adba), (aj3,ai6i, ai&i) 
non pub essere altrimenti composto che della retta ap e di un pajo di rette coniugate 
neir involuzione qiiadratica i cui raggi doppi sono auh, aj)i ***). Dunque la retta [01][10] 
passa pel punto c,, t) ed e coniugata arinonica di 76-0 rispetto alle ajba, afii (25, a). 

(c) Per la stessa ragione, so aa„ incontra pba.pfts in [02], [03], e se pbo incontra 

in [20], [30], le rette [02][20], [03][30] passano per c„. Laonde, rappresen- 
tato con [00] il punto comune alle aao > Pbo, i due sistemi di quattro punti [00, 01, 02, 03], 
[00, 10, 20, 30] avraniio oguali rapporti anarmonici, imperocchb essi risultano dal se- 
gare colle due trasversali atto, uno stesso fascio di quattro rette concorrenti in Co. 


Hbssb, 27e6er Ciirvm dritter Ordntong u.s,w.^. 153. 

**) PLtJcKBR, System der analytischen Geometries p. 46, 

***) Se le coniche d’un fascio hanno un punto doppio comune Cq, cio^ se ciascuna di esse 
consta di due rette incrociate in Cq, tutte le analoghe coppie di rette formano evidentemente 
un’ involuzione, i cui raggi doppi rappresentano le due linee del fascio per le quali Cq h una 
cuspide (48), 

t) |Poich^ la retta [01][10] passa per Cq, ne segue che I’esagono aa^Q^biUi ^ inscritto in 
una conica (S. Bobbets, Ed. Times, ottobre 1868).) 



460 


INTRODUZIONE AD UNA TEOBIA 6E0METRICA DELLE CURVE PIANE. 


Ne segue che i rapporti anarmonici de’ due fasci a(ao, «!, <*2, as), P(^o> ^2, ^s) sono 

eguali, ossia che i sei punti [00], [11], [22], [33], a, ^ giacciono in una stessa conica, 
come si e gia dimostrato altrove (131, a). 

Analogamente, concorrendo in Ci le quattro rette , aJ>o , , i due fasci 

a(ao, tti, csa, as), p(6i, 5o, 62) avranno eguali rapporti anarmonici; ecc. 

(d) Come nel punto Co concorrono le rette [01][10J , [02j[20 ] , . . . 

cosi „ Cl „ [00][11], [22][33],... 

„ C2 [00][22], [33][11],... 

„ cs „ [00][33J,[11][22],...'>=). 

Dunque i punti [00], [11], [22], [33], ove si segano i raggi omologlii de’ due fasci 
projettivi a(ao, ai, a®, ag), p(6o, &2, formano un quadrangolo complete, i cui punti 

diagonali Ci, c-i, Cg appartengono alia cubica e sono i punti di contatto di tre tangenti 
concorrenti in 7, terza iutersezione della curva colla retta ap. 

Quaudo i punti ap coincidano, ritroviamo un teorema gi^ dimostrato (146, a). 

(e) I punti a,^ sono i centri di due fasci projettivi, ne’ quali alle rette a(ao, ai,ai,a^ 

corrispondono Condotta per a una retta qualunque die seghi [3&o nel 

punto [ccO]; unite [a;0] con Cg mediante una retta die seghi aag in [Occ]; sara p[0a;] la 
retta corrispondente ad a[a:0] **). In questo mode si, trova che alia retta ap corrisponde 
pcg od aco, secondo che ap si consideri appartenente al fascio a 0 p. Dunque (59) acg, Pcg 
sono le tangenti in a, p alia conica generata dai due fasci projettivi; ossia (107) Cg e 
il polo della retta ap rispetto alia conica ap[00][ll][22j[33]. 

■ Analogamente, i punti Ci,C2, Cs sono i poli della retta aP rispetto alle altre tre 
coniche passanti per ap e per le intersezioni delle tangenti che concorrono in a ed 
in p (131, a). Ossia: 

Le tangenti che si possono condurre ad una cuhica da due suoi punti a,p si segano 
in sedici punti [xi/] sUuati a quattro a quattro in quattro coniche passanti per a e p. 

I pdi della retta ap rispetto a queste coniche giacciono nella cubica, la quale e ivi 
toccata da quattro rette concorrenti in 7 , terea interseeione della curva colla retta ap. 

1 poli di ap rispetto a tre qualunque fra quelle coniche sono i punti diagonali del 
quadrangoio complete avente per vertici i quattro punti \xy] situati nella quarta conica ***). 

(f) La conica polare di Cg, oltre al toccare la cubica in Cg, la seghi ne’ punti pqrs. 
Ogni conica passante per pqrs incontra la cubica in due altri punti che sono in linea 


*) In eiascuno de’ punti c concorrono sei rette analoghe a [01] [lOj. 

**) [Perebe Cg il punto in cui concorrono le rette che uniseono le intersezioni delle coppie 
alterne di raggi, come (owg, pSj), (aaj, pSg); (aug, pba), (aa^, P6g); ecc. [*«] 1 

***) Salmon, TlKorimes sur les oourbes de trensi^me degri, p. 276. — Idigher plane curves^ 
p. 134, 
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retta col punto y. tangenziale di Co (147); dunque la conica descritta per pqrs ed a 
passera anche per p. 

Si noti poi die il quadrangolo complete fqrs ha i suoi punti diagoaali in C1C2C3, 
cio^ ne’ punti die hanno il tangenziale comune eon Co (146, a). Ne segue che il trian- 
golo C1C2C3 e coniugato rispetto ad ogni conica circoscritta al quadrangolo pqrs. 

Ma siccome C1C2C3 sono andie i punti diagonali del quadrangolo [00][11][22][33], 
cosi il triangolo CiCaCs e pur coniugato rispetto alia conica nella quale giacciono i sei 
punti ap[00][ll][22][33]. Dunque (108, e) questa conica passa anche per jpg' z-s*). 

150. Se nel metodo generate (67, c) per costruire il punto opposto a quattro punti 
di una cubica C3 si suppoiie che questi, coineidendo per coppie, si ridueano a due soli 
a,b, il punto opposto y sara in linea retta coi tangenziali a, p di a,6, cioe sara il tan- 
genziale della terza intersezione c della cubica colla retta ah. Ogni retta condotta per y 
sega la cubica in altri due punti mn, pei quali passa una conica tangente in a e & 
alia cubica medesima; onde, sei punti mn coincidono, la conica e la cubica avranno 
fra loro tre contatti bipunti. Pel punto y passano quattro rette tangent! a C3; uno 
de’ punti di contatto, c, e in linea retta con ah; gli altri tre siano CiCjCs, e conside- 
riamo la conica tangente in ahci. I punti cci sono poll coniugati rispetto ad una delle 
tre reti di coniche, I’Hessiana delle quali e la cubica data (146); e se 6 il polo 
coniugato a h nella stessa rete, la retta h^Ci passera per a, e le hci , hiC si taglieranno 
in «!, polo coniugato ad a rispetto alia medesima rete (134). Vale a dire, se la cubica 
^ toccata in ahoi da una curva di second’ordine, i poli oti&ic coniugati ad ahcx rispetto 
ad una delle tre reti sono in linea retta; donde segue che, rispetto alia rete mede- 
sima, quella curva di second’ordine e la poloconica della retta (137). Analoga- 
mente, se %&2, as?*;) sono i punti corrispondenti ad ah nelle altre due reti, le coniche 
tangent! in ahci,ahc 3 sono le poloconiche delle rette aJjiC, aAc rispetto a queste reti. 

Cosi le coniche tangenti ad tma cubica in tre punti si distribuiscono in tre sistemi, 
relativi alle tre reti aventi per comune Hessiana la cubica data. I sei punti di contatto 
di due coniche d’uno stesso sistema giacciono in una conica segante ; e viceversa, se 
pei tre punti di contatto d’una conica d’un certo sistema si descriva ad arbitrio una 
linea di second’ordine, questa sega la cubica in tre nuovi punti, ne’ quali questa curva 
e toccata da un’altra conica dello stesso sistema (137, a). 

Se una poloconica dee passare perdue punti dati o,d, la retta a cui essa corri- 
sponde sar^ tangente alia conica polare di 0 ed a quella di o' (136, a) Ma due coniche 


*) Samuel Roberts, On the intersections of tangents drawn through two points on a curve 
of the third degree (Quarterly Journal of pure and applied Mathematics, vol. 3, London 1860, 
p. 121). [«■>] 
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hanno quattro tangenti coinuni; duaque per due punti dati ad arbitrio passano dodici 
coniche (quattro per ciaseun sistema) aventi tre contatti bipunti colla data curva di 
terz’ordine, 

La poloconica di una tangente stazionaria, per ciascuna delle tre reti, ha un contatto 
sipunto coll’Hessiana (137); vi sono adunque ventisette coniche (nove in ciaseun sistema) 
aventi un contatto sipunto colla cuhica data*). I punti di contatto sono quelli che nei tre 
sistenii corrispondono ai nove fiessi, vale a dire, sono i punti in cui la cubica e toccata 
dalle tangenti condotte per uno de’ flessi (39, d). Uno qualunque di questi punti chiamisi 
p,q od r, secondo che appartenga all’uno o aH’altro dei tre sistemi. 

Tre iessi in linea retta ed i nove punti pqr che ad essi corrispondono, nei tre 
sistemi, formano un coinplesso di dodici punti ai quali si possono applicare le pro- 
prieta (149). Dunque; 

Ogni retta che unisca due punti p (dello stesso sistema) passa per un flesso; 

Ogni retta che unisca due punti pq (di due diversi sistemi) sega la cubica in un 
punto r (del terzo sistema). 

Ed inoltre (137, a): 

I sei punti p che (in uno stesso sistema) corrispondono a sei flessi allineati sopra 
due rette, giacciono in una conica**). 


^ Steiner, Q-eometrische LehrsUtze (Giornale di Crblle, t. 32, Berlino 1846, p. 132). 

**) Hesse, Ueber Curven dritter Ordnung u. s. tv, p. 165-175. 

Oltre alle Memorie eitate in questo e nei precedente articolo veggansi le segiienti: 
Mobius, Ueber die Grundformen der Linien der dritten Ordnung (Abhandlungen der K. 
Sacfasisehen Gesellschaft der Wissensehaften, 1. Bd, Leipzig 1849, p. 40). 

Bbllavitis, Sulla classificasione delle curve dd terz’ordine (Memorie della Society Italiana 
delle seienze, t. 25, parte 2, Modena 1851, p. 33). — Sposizione dei nuovi metodi di geomeiria 
analitica (Memorie dell’Istituto Veneto, vol. 8, Venezia 1860, p. 342). 
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delinidom dell’ Hessiana e della Cayleyana (136, b). Ogni polooonioa pura tocca I’Hes- 
siana in tro punti (137). Conica polare di un punto delFHesaiana rispetto airHessiana 
medesima (137, h). Conica satellite (138). L’liessiana d il luogo de’ punti satelliti delle 
rette che toccano la Cayleyana (138, a). 

Art. XXIII. Pascio di curve del ierz'ordine aventi i medesimi flessi 

Polari armoniohe de’ liessi di una cuhica (139). 1 flessi sono a tre a tre in linea retta 
(139, h). Cubiohe sizigetiohe (140). Pei flessi di una cuhica passano quattro sistemi di 
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fondamentale (141). Punti di contatto fra I’Hessiana e la Cayleyana (141, "b). La Cayleyana 
e PHessiana hanno propriety reoiproche (141, d). Propriety dei trilateri sizigetici (142). 

Una cubica b Hessiana di tre cubiche ad essa sizigeticbe (143). Relazione segmentaria 
(144). Una cubica ha soltanto tre flessi reali (144, a). L'Heasiana di una cubica eqnianar- 
monica h iin trilatero; ed nna cubica armonica h PHessiana della propria Hessiana (145). 

Art. XXrV. La curva del terz^ordine considerata come Hessiana di tre diverse reti 

di coniche Pag'. 456 

Una cubica ha tre sistemi di punti corrispondenti (1^). Quadrilateri completi inscritti in 
una cubica (146, b). Propriety di quattro punti di una cubica, aventi lo stesso tangen- 
ziale (147). Polari di un punto rispetto a pih cubiche sizigeticbe (148). Propriety de’ punti 
di contatto delle tangent! condotte ad una cubica da tre suoi punti in linea retta (149). 

Tre sistemi di ooniche tangenti in tre punti ad una cubica ; coniche aventi con essa 
un contatto sipunto (150). 



30 . 


COURBES GAUCHES D^ICRITES SUB LA SURFACE 
D’UN HYPERBOLOiDE A UNE NAPPE =*=). 


Annali di Mateinaika pura ed appUcata, serie I, tomo IV (1861), pp. 22-25. 


I. Coiirbos gauches d’ordre impaii’ d^crites sur la surface 
d’lm hyperboloide h, une nappe. 

1. Etant donnas trois faisceaux hoinographiques, c’est-a-dire deux faisceaux de 
plans passant par deux droites A, B, respectivement, et un faisceau de surfaces de 
I’ordre m, les points ou la droite intersection de deux plans horaologues rencontre 
la surface correspondante de I’ordre m, engendrent une courbe gauche C de I’ordre 

Elle est entierement situ6e sur la surface de I’hyperboloide I engendr6 par 
les deux faisceaux de plans (Th^oreme de M. Chasles, Compte rendu du 3 juin 1861). 

2. Toute gmeratrice de Vhyperholdide I, du sijsteme auquel appartiennent les axes 
A,B> rencontre la courbe C en m-\-\ points; et toute gmeratrice du second systems ren- 
contre C enm points. 

3. II y a 2m/‘ generatrices du premier systeme et 2(w* — l) generatrices du second qui 
sont tangmtes a la courbe C. 

4. La surface regUe dont les generatrices s' appuient chacune m deux points sur la 
courbe C et en un point sur une droite L est de I’ordre w(3»w-}-l); C est une ligne mul- 
tiple suivant 2m, etL est multiple suivant m^. 

Sih aun point commun avec C, la surface de I’ordre m(3m-|-l) se decompose en un 
cdne de I'ordre 2m et en une surface reglee de Vordre m{Zm — l); pour celle-ci L est 
multiple suivant m^, et C suivant 2m — 1 . 

Sih a deux points communs avec Q, on a deux cones de Vordre 2m et une surface gauche 
de I’ordre 3m{m — 1), pour laquelle L est multiple suivant m* — 1 , et C suivant 2{m — 1). 


*) Extrait des Comptes rendus des stances de I’Acad^mie des sciences; stance du 24 juin 
1861 [tome 52, pp. 1319-1323]. 
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5. Par un point quelconque de Vespace on pent mener: I,'* droites gui rencontrent 
deux fois la courhe C; 2.^ 3(2m ^ — 1) plans osculateurs a la courhe C; 3."^ un nombre 
2(m — — m — 2) de plans, dont chacun contient deux tangentes de la courhe C. 

6. Par une droite quelcongue on peut mener plans tangents d la courhe C. 

7. Un plan quelconque contient: 1° 2m{m^ — l)(m-{-2) points, dont chacun est Vinter- 
section de deux tangentes de la courhe C; 2.^ 18m^ — droites, dont chacune 
est V intersection de deux plans osculateurs de la courhe 0. 

8. II suit de la que: 

La perspective de la courhe C est une courhe de Vordre 2m~\-\, et de la classe 2m(m+l), 
ayant rrV points doubles, 3 (2m®- — l) inflexions, et 2(m — 1) — m — 2) tangentes 

doubles. 

9. Les droites tangentes de la courhe C ferment une developpable S de Vordre 2m(m-\-\) 
et de la classe 3 (2m® — l)^ ayant 4(m — l){3m~\'2) generatrices dHnflexion. 

10. Toute droite tangente d la courhe C, en un point, rencontre 2(m — l)(m-[-’2) droites 
qui sont tangentes d la meme courhe en d'autres points. Les points ou se rencontrent ces 
tangentes non consecutives ferment une courhe gauche K qui est double {courhe nodale) sur 
la developpable S. Les plans determines par les couples de tangentes non consecutives de 
C qui se coupent, enveloppent une developpable S qui est douhlement tangente d la courhe G. 
II suit des 5 et 7 que la dSveloppable S est de la classe 2{m — l){mf-\-3m^ — m — 2), 
et que la courhe K est de Vordre 2m{m^—l){m-\-2). 

11. On peut d^duire ces propri^t^s, et d’autres encore, des formules g^n^rales 
donates par M. Catley {Journal de Liouville, t. X). 


n. Nouvelles courbes gauches de tous les ordres sar la surface 
d’un hyperboloide h une nappe, 

12. On donne trois faisceaux de plans, dont les axes soient trois droites P, Q, R. 
Le faisceau P soit compost d’un nombre infini de groupes, dont chacun contient m 
plans. Ces groupes sont supposes en involution de Pordre m *), e’est-a-dire, un quel- 
conque des m plans d’un groupe d6termine les autres m — 1 plans du meme groupe. 
(Pour m=2 on a P involution ordinaire). Le deuxieme faisceau soit homographique au 
premier, e’est-^-dire les plans de ces faisceaux se correspondent, un a un, entre eux. 


*) Db Jonqui^jres, G6n4ralisaUori de la tMorie de V involution {Annali di Matematica , 
Roma, 1859). 
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Et les plans du faisceau R correspondent anliarmoniquement, un par fois, aux groupes 
du faisceau P (et par consequent aux groupes de Q ) *). 

Le lieu des intersections des plans correspondants des trois faisceaux est une courbe 
gauche 0 de Vordre m-|-2 qui coupe fois chacune des droites ^ et Q, et deux fois 

la droit R. Cette courbe C est situee enticement sur Vhyperboldide I engendre par les 
deux faisceaux P Q . 

Pour m=l on a la cubique gauche, et on tombe dans la construction donn^e par 
M. Chasles (Compte rendu du 10 aodt 1857). Pour m=2 on a la courbe du quatrieme 
ordre dtudi6e par M. Salmon {Cambridge and Dublin Math, Journal, vol. Y); j’en ai 
donn6 la construction dans mon M^moire Suite superficie gobbe del ter^'ordine {Atti 
delVIstituto Lombardo, t. II). 

Hormis le cas de la cubiche gauche (m==l), T hyperbolo’ide I est la seule surface 
du second ordre qui passe par la courbe C. 

13. Toute generatrice de Vhyperboldide I, du systeme auquel appartiennent les axes 
P,Q, rencontre la courbe C en m+l points; et toute generatrice de V autre systeme ren- 
contre cette courbe en un seul point, 

14. Les faisceaux P et R (de meme que Q et R) engendrent une surface gauche 
de Tordre m+1, dont I’axe P est une ligne multiple suivant le nombre m. 

15. Par la courbe C, par une generatrice du premier systeme de Vhyperboldide I, et 
par une droite qui s^appuie en deux points sur C, on peut fairs passer une surface gauche 
de Vordre m-j-l, dont la premiere directrice rectiligne est une ligne multiple suivant m. 

16. Si Vhyperboldide I et 2m+3 de ses points sont donnes, on peut decrire par ces 
points, sur la surface I, deux courbes C. 

17. Si autour de deux generatrices du premier systeme de Vhyperboldide I on fait 
tourner deux plans qui se rencontrent sur la courbe C, ces plans engendrent deux fais- 
ceaux homographiques, 

18. II y a 2m generatrices du premier systeme de Vhyperboldide I qui sont tangentes 
a la courbe 0. 

19. Le lieu d^une droite mobile qui s'appuie en deux points sur la courbe C et en un 
point sur une droite fixe L, est une surface de Vordre (m-^-l)^. Les lignes C L sont 

multiples suivant les nombres m-j-l ct — respectivement. 

*) Si Ton repr^sente un plan quelconque du premier faisceau par P-|-XP'=0 et les plans 
correspondants des autres faisceaux par R+^R^O, on aura entre X, ja, v deux re- 

lations de la forme: 

(a-f 6'X=0 , {c\^ . . ,)v+c'V^ . . . =- 0 . 
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20. Qmnd deux courbes C trades sur un meme hyperboldide rencontrent chacune en 

m-\-l points une meme generatrice, ces deux courbes se rencontrent en points. 

Et quand les deux courbes rencontrent Vune en m-\-l points et Vautre en un seul point 
line meme generatrice^ elles se rencontrent en points. 

yyh \ 1 ) 

21. JPar un point quelconque de Vespace on pent mener: 1.® — — - droites qui ren- 


contrent la courbe C chacune en deux points; 2/ 3m plans osculateurs d la courhe C ; 
2m[m — 1) plans^ dont chacun contient deux droites tangentes a C. 

22. Ear une droite quelconque on pent mener 2(m4-l) plans tangent a la courbe C. 

23. Un plan quelconque contient: 1.® 2(m^ — 1) points dont chacun est V intersection 

de deux tangentes de la courhe C; 2.^ ~(9m^ — 17m+10) droites dont chacune est Vin- 

Jt 


tersection de deux plans osculateurs de la courbe 0. 

24. II suit de ces th^oremes que: 

La perspective de la courbe C est^ en general^ une courhe de Vordre m-\-2 et de la 

f 1 I 

classe 2(m+l), ayant — — — - pointes doubles, Zm inflexions et 2m (m — l) tangentes 

A 

doubles. 

Mais si Foeil est plac6 sur la courbe C, sa perspective est une courbe de I’ordre 
m-f-1 et de la classe 2m, ayant un point multiple suivant m, 3(m — 1) inflexions, et 
2(m — l)(m — 2) tangentes doubles. 

25. Les droites tangentes a la courbe C forment une developpable S de Vordre 2(m"|-l) 
et de la classe dm, avec 4(m — 1) generatrices dHnflexion. 

26. Touie droite tangente en un point de la courbe C rencontre 2(m — l) droites qui 
sont tangentes a la meme courbe en d'autres points. Les points ou se rencontrent deux 
a deux les tangentes (non cons^cutives) de C forment, sur la developpable S, une courbe 
double K de Vordre 2(m® — 1). Et les plans ou se rencontrent ces memes tangentes, erne- 
loppent une developpable 1, de la classe 2m [m — 1), qui est douhlement tangente a la 
courbe C. 


27, Les courbes G et K ont en commun: l.° les 4(m — l) points ou 0 est touchee par 
les generatrices d' inflexion de S; 2.° les 2m (m — 1) points ou C est coupk par les gene- 
ratrices de Vhyperbolcnde I qui sont tangentes a C (n. 18), Ces derniers points sont des 
points stationnaires pour la courbe K. 

28. H y a, sur la courbe K, ~ m(m— l) (m — 2) points (doubles), ou se coupent trois 

4 

tangentes de C; et il y a - [m — 1) (m — 2) (m — 3) plans [tangents doubles de S), dont 
chacun contient trois tangentes de C, 

Etc., etc. 
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29. Ces r6sultats font voir que la courbe C est r^ciproqiie d’ une certaine surface 
ddveloppable, dont MM. Cayley et Salmon se sont occup6s plusieurs fois *). Autrement: 
r equation, en coordonndes tangentielles, de notre courbe C est le discriminant d’une 
Equation de la forme 

ar+^-\- (ot-i- 2) 5r+‘+ cr + . . . = o , 

oil a,b,c,.., sont des expressions lin^aires des coordonn6es, et t est la quantitd qu’il 
faut 61iminer. 


*) Journal de Crelle, t. XXXIV, p. 148; Cambridge and Dublin Mathematical Journal, vol. Ill, 
p. 169; vol. V, p. 152. 
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RIVISTA BIBLIOGRAFICA. 

0, Hesse — YORLESUNeEN user ai^alytische Geometrie des Raumes insbesondere 
USER OBERPEACHEJiT ZWEITER OrDNTJNG. Leipzig’ 1861. 


Annali di Matematica pura ed applic€i,tai serie I, tomo IV (1861), pp. 109-111. 


II signor Hesse, si noto ai matematici pe’ suoi lavori analitici, coi quali ha poten- 
temente cooperate al progresso della scienza in vari rami di essa, ha ora pubblicato 
un libro che riassume le lezioni date dall’autore alle universita di Kdnigsberg, di Halle 
e di Heidelberg. Questo libro di geometria analitica, nel quale sono specialmente stu- 
diate le superficie di second’ ordine, rappresenta nel modo pin degno lo stato attuale 
della scienza. L’autore fa uso dei metodi pin perfetti che oggi si posseggano, svolge 
le sue fonnole con elegante simmetria, e con facilita sorprendente dimostra i piu belli 
ed importanti teoremi relativi all’argomento. I quali metodi e teoremi, m’affretto a 
dirlo, sono in buona parte dovuti alio stesso signor Hesse, che gia da parecchi anni ne 
arricchi la scienza, come & attestato dai volumi del giornale matematico di Berlino, 
in cui egli ha inserito le sue memorie. Pochi libri ci hanno inspirato quella ?iva gioia 
che abbiamo sentita nel leggere queste elegantissime pagine; e crediamo fermamente 
che il nostro entusiasmo sara diviso da qualunque abbia la fortnna di studiare il libro 
del signor Hesse. 

Non ci e possibile di offrire, coU’inabile nostra parola, un’immagine abbastanza 
esatta de’ singoli pregi di quest’ opera. Ci limiteremo a indicare per sommi capi le 
materie svolte ne’ vari capitoli, che I’autore chiama lesioni. 

Dopo i preliminari esposti nelle prime due lezioni, la term comprende le piu essen- 
ziali proprieta armoniche ed involutorie di un sistema di piani: proprieta che I’autore 
trasporta ai eircoli massimi di una sfera. Queste proprieta sono dimostrate con quel 
metodo si semplice, gia usato da PlIIckee e da altri, che consists nel rappresentare 
il primo membro dell’equazione di un piano (il secondo essendo lo zero) con una sola 
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lettera e nel combinare le equazioni analoghe di piu piani per via di somma o sottra- 
zione. Collo stesso metodo simbolico sono dimostrati nella quarta lezione parecchi ele- 
gant! teoremi relativi alle figure sferiche, e nominatamente all’esagono di Pascal. 

In quelle quattro lezioni I’autore non fa uso che delle ordinarie coordinate cartesiane 
ortogonali. Nella quinta lezione sono introdotte le coordinate planari e tangenziali, gia 
inventate da Chasles e PlCcker, e col mezzo di esse I’autore sviluppa, rispetto ad un 
sisteina di punti nello spazio, le proprieta analoghe a quelle precedentemente esposte 
per un sisteina di piani. 

Nella sest.a lezione troviamo le coordinate omogenee, ossia quattro coordinate per 
rappresentare si un punto die un piano, onde I’equazione di un luogo o di un invi- 
luppo, con tali coordinate, riesce omogenea. II signor Hesse, co’ suoi scritti, ha molto 
contribuito a divulgare e rendere popolari queste coordinate omogenee, che alcuni te- 
naci del passato guardano con sospetto e disprezzo, e che pur giovano tanto alia sim- 
metria ed alia facilita del calcolo. Nelle successive lezioni, I’autore fa uso quasi esclu- 
sivamente di coordinate omogenee per rappresentare si i punti che i piani. 

Affinche i giovani suoi uditori o lettori non fossero costretti a cercare altrove quelle 
teorie analitiche sulle quali egli fonda i suoi metodi, Pautore ha consacrato la settima 
lezione all’esposizione de’ principal! teoremi relativi ai determinant!, e Vottava alle 
funzioni omogenee. 

Nelle lezioni successive s’ incontrano le fondamentali proprieta delle superficie di 
second’ ordine ; le relazioni fra le coordinate di un polo e quelle del piano polare, la 
doppia rappresentazione di una superficie di second’ordine come luogo di punti e come 
inviluppo di piani, il principio di reciprocity (teoria delle polari reciproche di Poncelet), 
le proprieta de’ coni e delle coniche considerati come caso particolare de’ luoghi e 
degl’ inviluppi di secondo grade, ecc. Le lezioni sedicesima e diciassettesima (come anche 
la ventiduesima), sono tra le pifi belle in questo libro che h tutto hello da capo a fondo. 
Vi si considerano i tetraedri polari relativi ad una o a due o a piu superficie, di secondo 
grado; il lettore trovera qui dimostrati con ammirabile e luminosa spontaneity quei 
molti teoremi che gia furono trovati dall’autore e pubblicati nel giornale di Crellb. 

La ricerca del tetraedro polare comune a due superficie di second’ ordine conduce, 
com’ e noto, alia riduzione delle equazioni di queste superficie ai soli termini quadrat!, 
mediante un solo sistema di sostituzioni lineari. Questo importante problema anali- 
tico, che giy fu scopo alle ricerche di Jacobi, di Cayley e di 'Weierstrass, e trattato 
dal sig. Hesse, con evidente predilezione. La lezione dicioUesima e consacrata alia 
trasformazione delle funzioni omogenee di un numero qualunque di variabili, ed invero: 
dapprima sono sviluppate le relazioni che sussistono fra i coefficient! delle sostituzioni 
lineari, in generale; poi seguono le propriety di quelle sostituzioni lineari che ridu- 
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cono una funzione omogenea di secondo grade a contenere i soli quadrati; e da ultimo 
si determinailo le sostituzioni lineari che trasformano simultaneamente due date fun- 
zioni quadratiche iu altre due prive de’ termini rettangoli. 

La lezione decimanona tratta del problema generale della trasformazione delle 
coordinate tetraedriche, cioe delle coordinate, per le quali un punto o un piano e rife- 
rito ad un tetraedro fondamentale. Come caso particolare, se una faccia del tetraedro 
va a distanza infinita, si hanno le fonnole per passare da una ad un’altra terna di 
assi coordinati, siano essi rettangoli od obliqui. 

D tetraedro polare comune ad una data superficie di second’ordine qualsivoglia e 
ad un’arbitraria superficie sferica concentrica alia prima, ha una faccia all’ infinite e 
le altre tre ortogonali fra loro; onde la ricerca di quel tetraedro conduce agli assi 
principali della superficie data. Questa ricerca, con I’analoga relativa alle coniche, e 
eseguita in due diverse maniere nelle tre lezioni seguenti. La seconda maniera e so- 
pratutto notevole perche somministra le coordinate ellittiche, ed e mirabile che I’autore 
deduca le fonnole differenziali per le coordinate ellittiche dalle equazioni in termini 
finiti fra le coordinate ordinarie, con semplice scambio di letters. II qual processo 
semplice e fecondo e compreso in un teorema assai generale, dato dal prof. Chelini 
a pag. 70 deUa sua interessante memoria Siill’tiso simmetrioo de’ principj relativi al 
metodo ddle coordinate rettilinee*). 

Interessantissima e pur la ventesimatersa lezione che ha per oggetto le linee geo- 
detiche dell’ ellissoide. Nella lezione successiva si considerano le curve focali di una 
data superficie di second’ordine, come quelle coniche che fanno parte del sistema di 
superficie confocali alia data; in seguito si dimostra che quelle curve sono anche il 
luogo de’ vertici de’ coni rotondi circoscritti alia superficie medesima. 

Nella lezione ventesimasesta si stabiliscono le condizioni necessarie perche una data 
equazione quadratica fra le coordinate rappresenti una superficie di rotazione. Tali 
condizioni, com’e noto, sono due: mentre, in generale, la condizione dell’eguaglianza. 
di due radiei in un’ equazione algebrica e unica. Di qui un apparente paradosso, che 
I’autore scioglie mostrando, come aveva fatto Kummeb, che il discriminante dell’equa- 
zione cubica relativa agli assi principali e la somma di sette quadrati. 

La lezione seguente contiene la determinazione degli assi principali della sezione 
fatta da un piano in una superficie di second’ordine e la ricerca, in due modi diversi, 
deUe sezioni circolari della superficie medesima. Finalmente, le ultime tre lezioni trat- 
tano de’ raggi di curvatura delle sezioni piane, normali ed oblique, delle superficie in 
generale e delle loro linee di curvatura. 


*) Baccolta scientifica, Boma 1849. 
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Concludendo, il libro del signor Hesse e un prezioso dono fatto ai cultori della 
geometria; esso fa nascere nel lettore un solo ma vivo desiderio, ed e che I’illustre 
georaetra pubblichi presto un libro simile per le altre teorie, come quelle delle curve 
plane di terzo e quart’ordine, in cui egli ha gia fatto si mirabili scoperte. 

Felice la gioventu alemanna che e educata nelle matematiche da tali professor!! 
E felici anche i giovani italiani, se fra noi si sapra trar profitto dello splendido lavoro 
del signor Hesse! 


Bologna, 10 febbraio 1862. 



NOTE DEI EEVISORI. 


[^] Pag, 1. L’argomento di questa Nota viene ripreso con maggiore generality, in un lavoro 
successive (Queste Opere, n, 21), dove I’Autore, avendo avvertito (come appunto ne fa cenno 
in questo lavoro) un errore a cui I’aveva condotto un calcolo appoggiato ad una considera- 
zione non giusta, sopprime le cose errate e riproduce soltanto risultati esatti della Nota in- 
sieme ad altri nuovi. 

E parse quindi opportune dx accogliere in questa edizione delle Opere soltanto la prima 
parte della Nota, die rimanc libera dalla critica. 

[2] Pag, 5. NelPoriginale I’esponente qui e nella riga precedente era invece scritto —— — - , 

p] Pag. 6 e 7. Aggiungasi : « intera > . 

Pag. 8. In questa formola e in altre successive furono corretti alcuni errori di segno 
deir originale. 

[^] Pag. 18. NelPoriginale questa formola era scritta erroneamente cosi: x:y^—l:mv. 
La correzione b , del Crismona. 


[^] Pag. 22. Per la validity dei risultati dei n.^ 8-9 h essenziale Pipotesi che le figure omo- 
grafiche considerate non siano affini. 


p] Pag. 27, 29, 82 e 33. Le questioni di cui si tratta nelle Meinorie 4 , 5 , 6 , 7 , questioni poste 
rispettivamente nel tomo XV, p. 154; t. XV, p. 383; t. XVI, p. 126; t. XVI, p. 127 della rac- 
colta citata, sono le seguenti: 

321. Dans un hexagone gauche ayant les cot^s opposes 6gaux et parall^les, les milieux 
des c6t6s sont dans un m^.me plan. 

322. Dans un polygone gauche d’un nombre pair de c6t6s, ayant les c6t6s opposes 6gaux 
et paralldes, les droites qui joignent les sommets opposes et celles qui joignent les milieux 
des c5t6s oppos6s passent par un seul et ra^me point. 

344. Un point fixe 0 est donn6 dans un angle plan de sommet A; par 0 onmfene une 
transversale rencontrant lea c5t6s de Pangle en B et C; s et 6tant les aires des triangles 


DBA, OCA, la somme i + ^ ®st constante, de quelque manito qu’on m6ne la transversale 

S 

(Mannheim). 
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368. p^q^r sent trois fonetions enti^res lin^aires en ccet y\ j?— 0, g==0, r=0 sont les 
Equations respectives des c6t6s AB, BC, CA d’un triangle ABC; j?*— ^==0, 

sont done les Equations de trois droites passant respectivement par les sommets B, C, A, et 
se rencontrant an mtoe point D ; soient « , p , 7 les points on AD rencontre BC , on BD 
rencontre CA, ou CD rencontre AB. Trouver en fonction de p, q', r I’^quation de la coniqne 
qui touche les c6t6s du triangle en « , p , 7 . 

369. Moines donn^es que dans la question pr6c6dente. 11 s’agit de mener deux droites R, S 

rencontrant AB aux points BC aux points rg, Sg? CA aux points rg, 53, de telle sorte que 

les trois systfemes de cinq points 7*1 , A, 7, B; B, a, C; ^3, ^3, C, p, A soient en involu- 

tion, a, P, 7 6tant des points doubles, Trouver en fonction de p, g, r les Equations des droites R , S. 

[®] Pag. 35. E no to che i Beiirdge zur Geomeirie der Lage comprendono tre fascicoli; la 
precedente Rivista bibliografica si riferisce ai primi due. 

[®] Pag. 41. Le forme di rette qui indicate col nome di «fasci» si sogliono chiamare oggi 
« stelle » . In due stelle omografiche due raggi corrispondenti non stanno pero, in generale, 
in uno stesso piano.—- Anche in seguito la parola «fascio» (di rette) 6 usata per indicare 
figure (cono, rigata) che oggi si designano con altri nomi. 

Pag. 44, La parola «contiene3> e una correzione manoscritta del Cremona. II luogo 
di cui trattasi h una superficie di quart’ ordine avente i sei punti dati come doppi, e passante 
per la cubica gobba da quest! individuata. 

Pag. 44. Nei n.^ 8-10, in conformity di indicazioni manoscritte del Cremona, si sono cam- 
biati i segni delle quantity y,z (e, per conseguenza, di m, n) alio scopo di rendere simmetriche 
le formole. Altrettanto dicasi del segno di p (e di jx) ai n.^ 11-12. Si y pure tenuto conto di 
alcune aggiunte manoscritte del Cremona, dirette a mettere in rilievo quella simmetria. 

Pag. 49. Enunciate corretto a mano del Cremona. 

[^] Pag. 51. Se la retta data si appoggia alia cubica in un punto ed inoltre giace nel piano 
osculatore in questo punto, essa incontra una sola tangente oltre quella che passa per quel 
punto (Osservazione manoscritta del Cremona). 

Pag. 61. I primi membri di questa equazione e della seguente furono qui corretti in 
conformity di un’ indicazione del Cremona. 

[^] Pag.. 68. In luogo di <tlinea di stringimento » si legga «linea doppia», 

Pag. 69. A questo punto furono soppresse due linee e mezzo di stampa, cancellate dal 
Cremona. 

J17] Pag. 69. Si sopprimono sei linee, costituenti una « Osservazione » della quale si 6 giy 
tenuto conto neUa redazione dei n.^ 8-10. Cfr. [^^]. 
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Pag. 72. I secondi membri di queste tre equazioni sono qui corretti, secondo un’in- 
dicazionc manoscritta del Cremona. 

[^^1 Pag. 103. Qiiesta equazione, la success! va ed tin’ altra in segui to (rapp resen tan te un’el- 
lisse 0 un’iperbole) furono corrette secondo 1’ Errata-corrige pubblicato negli stessi Annali a 
pag 384 del tomo III (1860). 

Pag. 108. L’ enunciate della questione riprodotto nel testo, dal tomo XVII, p. 186, 
dei Nouv, Annales. 

Pag. 112, 114, 116 e 125. Le question! a cui si riferiscono le Memorie 14 , 15 , 16,17 sono 
enunciate come segue, nei Nouv. Annales, tomi XVIII p. 117, XVIII p. 444, e XIX p. 43: 

464, r>6montrer que P equation de la sphere circonscrite h un t^traMre est 

«psin (’(,B)sm(ax,pl)sin(o:o,p^) _ 

^ sin(a,p) 

a, p, Y, B sont les premiers membres des Equations des faces mises sous la forme 

cc cos a + ^ cos a' -f- « cos a" — p = 0 , 

(y, B) reprdsoiite I’angle que fait la face y avec la face o, (a-jf, p-y) Tangle que fait Tintersection 
des faces a et 7 avec Tintersection des faces p et 7. (Prouhet). 

465. 

ct a + ^ ... a (n — 2) a (n — 1) ^ 

a-f-2o ... e + {^ — 1)^ ^ 

a + 3J5... a + ^ 


a -f" " — 1) ^ ^ -f~ (w — 3) 0 a [n — ■ 2) o 

Si Ton fait 

a -= 3 -= 1 

on retombe Bur la question 432 (tome XVII p. 185). 

494. Soieut ABC, ale deux triangles dans le m6me plan; q est un point variable, tel que 
les droites qa^ qh^ qc coupent respect! vement les c6t6s BC, AC, AB en trois points qui sont 
en ligne droite: le lieu du point q est une ligne du troisi^me ordre. 

498. On donne; l.o uno droite dxe; 2.® un point B sur cette droite; 3.® un point fixe A. 
Trouver une courbe telle, qu’ en menant par un point quelconque pris sur cette courbe une 
tangent©, et par le point A une parall^le k cette tangente, ces deux droites interceptent sur 
la droite fixe deux segments, compt6s du point B, tels que la sorame des carr6s de ces segments 
soit dgale k un carrd donnd 

M^mes donn^es, mais prenant la difference des carr^s, ou bien le produit des segments, 
ou bien la somine des inverses des segments egale k une constante donn^e. 


, [2« {n — 1) S] 

- 2 
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499. Soient: I.'" A, B, C, D quatre droites dans un mtoe plan, et m,o,l,s quatre 
points fixes dans ce plan; par m menons nne droite qnelconque coupant C et D aux points 
c et cZ; par c et o raenons la droite co conpant A et B aux points a et &*, par a et I menons 
la droite al et par c et s la droite cs; T intersection p des droites al et cs d^crit une ligne du 
troisi^me ordre. 

2.^ Soit un quadrilatfere plan variable ABCD ; q, r quatre points fixes; o sur AB, 
sur BC, ^ sur CD, sur DA. Les sommets opposes A et C sont sur deux droites fixes don- 
n^es dans le plan du quadrilat^re ; les sommets opposes B, D d6crivent des lignes du troisi^me 
ordre. 

yi , (')1 — — 

P] Pag. 115. Qui si h corretto I’esponentedi (—1), che neH’originale era ^ — . Cosi 

poi, alia fine, stava per esponente ^ mentre dev’essere . Cfr. la notap] . 

[23] Pag. 116. Sopra una sfera, il cui centre ^ qui implicitamente supposto nelPorigine delle 
coordinate, i rapporti x: y: z non individuano iin punto, ma una coppia di punti diametralmente 
opposti. Si deve in conseguenza fare qualche modificazione alle affermazioni del testo. Per es. 
i centri di una conica sferica (n.*^ 2) sono sei, e non tre. Cosi la conica sferica rappresentata 
dall’equazione (2) si spezza (per valori generic! di \) in due cerchi minor! ; il cono che proietta 
questi dal centre ^ bensi bitangente al circolo imaginario all’ infinite, ma i due punti di con- 
tatto sono doppi per la detta conica. 

p^] Pag. 123. Nell’cmografia qui considerata tra i due fasci di coniche proposti la conica K, 
ad essi comune, ^ omologa di stessa. Senza questa condizione, qui non esplicitamente eniin- 
ciata, la proposizione cesserebbe di esser valida. La stessa condizione deve pure sottintendersi 
nella proposizione in versa (p. 124). 

[^] Pag. 128. Questo piano 6 determinate dall’altra condizione, gik indicata dianzi, di esser 
parallelo alle generatrici deU’unico cilindro di 2^ ordine passante per la cubica. 

p®] Fag. 139. Qui 6 stata soppressa la parola « ortogonali » e corrispondentemente;, tan to 
alia fine del n. 2, quanto nel secondo capoverso del n. 1, alia parola « quadrate » si 6 sosti- 
tuita la parola « rettangolo p . 

[2'^] Pag. 141. In questo numero e stata soppressa la prima proposizione^ cio^ sono state 
omesse circa due linee di stampa eancellate dal Cremona e sono state introdotte, nella terza pro- 
posizione, le correzioni pure del Cremona, relative all’ indicazione di due angoli e di due rette. 

[23] Pag. 226. Questo sistema di rigate cubiehe non 6 un fascia (nel sense che comune- 
mente si d4 a tale parola), bensi una sekiera. E fascia invece il sistema duaie considerato al n. 6. 

[39] Pag. 228. Queste corrispondenze non sono proiettive; sono invece corrispondenze (1, 2). 

[39] 229. La parola «une» b correzione manoscritta del Cremona (invece di «la>). 
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Inoltre TA., evidentemente, intende riferirsi a una cubica che non soltanto si appo^gi alle 
cinque rette date, ma abbia queste come corde. II problema ^ indeterrainato ; e la cubica ch’eg'li 
costruisce 6 soltanto una fra le che soddisfanno alle condizioni suddette. 

1 3^] Pag. 235. L’A., evidentemente, si riferisce a una posizione determinata non solo del ci- 
lindro parabolico, ma anclie dei singoli vei'si sulle sue generatrici. Per la curva di cui qui 
sono scritte le equazioni, il primo dei due rami considerati si estende all’infinito da ambo le 
parti nel senso delle x positive. 

[32] Pag, 241. Cfr. nota [^2], 

[33] Pag. 242. Aggiungasi: «e complanari » . 

[3i] Pag. 279. Negli estratti di questo lavoro era aggiunto: « Memoria . . . letta ai 7 di marzo 
1861 davanti all’Accademia delle Scienze delPIstituto di Bologna ». Nei Rendiconti di quel- 
I’Accademia pel 1860-1861, a pag. r)8-63>, h esposto xin breve sunto della Memoria, cogli enunciati 
dei principali risultati, senza le climoatrazioni. 

[35] Pag. 290. La Memoria del Djb JoNQuiioRBS a cui qui si allude h la Generalisation de 
la tMorie de Vinvokctlon (Annali di Matematica, t. II, pp. 86-94). 

PJ Pag. 291. Nell’ originate stava « retta doppia» inveco die <(Conica doppia». La corre- 
zione h di Ciibmona. 

Pag. 292. L’ affermazione 6 in parte inesatta: se R 6 doppia o tripla, vi h una curva 
doppia residua, rispettivamente del quinto o del terzo ordine, che taglia R in due punti. 

[33] Pag. 297. Le parole « cambiate di segno » mancano nel testo del Cremona. 

[33] Pag. 302. Qui, seguondo un’altra correzione manoscritta dell’Autore, s’6 scritto « tan- 
gent! alia curva O » invoce che « osculatori » , com’ era nelP originale; e anche nel ragiona- 
rnento precedente si b inutata una parola e si sono scambiate due lettere. 

Pag. 317. Questa Memoria, secondo I’indicazione che h a pag. 314, fu presentata all’ Ac- 
cademia di Bologna nella sessione ordinaria del 19 dicembre 1861. Giova riferire testualmente 
la relazione di detta sessione (Rendiconto della citata Accademia, Anno 1861-62, pp. 30-31): 

« II Ch. Prof. L. Cremona legge un sunto d’ una sua Memoria sulla Teoria generale 
delle curve plane. 

V II tomo 47.0 del giornale matematico di Crelle (Berlino 1853) contiene fra Paltre una 
Memoria di sei pagine del celebre Steiner, intitolata: Allgemeine Eigenschaften der alge- 
hraischen Ourven, nella quale sono enunciati senza dimostrazione molti importanti teoremi re- 
lativi alle curve algebriche. Recentemente una parte di questi teoremi fu dimostrata dal sig. 
Clbbsoh di Carlsruhe, che, a tal uopo, si 6 servito dell’analisi piu elevata e della nuovissima 
dottrina de’ covarianti. 


Cremona, tomo I. 


SI 
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« n prof. Cremona, persuaso che le scoperte dello Steiner sono dovute a metodi pura- 
mente geometrici, ha desiderate di trovare le dimostrazioni taciute dall’ illustre autore. Mirando 
a tale scopo, gli venne fatto di formare iin’estesa teoria geometrica delle curve piane, la quale 
comprende in i risultati pubblicati dai Signori Steiner, Hesse, Clebsch, ecc. ed altri af- 
fatto nuovi. Tale teoria riducesi in sostanza ad un ampio sviluppo della teorica delle polari, 
che r autore fonda sulle proprieta armoniche di un sistema di punti in linea retta, e sul prin- 
cipio di corrispondenza anarmonica*, ed e svolta con metodo semplice ed uniforme. Essa con- 
duce alle piu interessanti e generali propriety delle curve, che, altrimenti trattate, richiede- 
rebbero i piu sottili e perfetti artifizj delFanalisi algebrica; ed applicata alle curve del 3.o e 4.° 
ordine somministra in modo affatto spontaneo i teoremi gia ottenuti da Cayley, Hesse, ecc. » . 

La Memoria h stata tradotta in tedesco da M. Curtze nel volume intitolato: Einleitung 
in eine geometrische Theorie der ebenen Curven (v. queste Opere, n. 61), volume che in seguito 
si citer^ brevemente con Einleitung. La traduzione 6 letterale, fatta astrazione da alcune ag- 
giunte o correzioni, delle quali si terra conto, o nel testo, o in queste note, con apposite av- 
vertenze: rinviando solo le aggiunte piu lunghe al detto n. 61. — La numerazione dei vari 
articoli, o numeri, e la stessa nella Einleitung come neiroriginale. 

In questa ristampa abbiam profittato di un esemplare Introduzione [esemplare che 
eiteremo con (A)], sul quale il Cremona aveva scritto a mano parecchie addizioni o variant!. 
Le aggiunte, che cosi si sono introdotte, quando non sia detto espressamente, si riconoscono 
(come gi^ fu awertito nella Prefazione) dall’essere racchiuse fra | |. 

Nell’ultima pagina della Memoria originale, dopo un’ « eTrcda-corrige » (di cui il Cremona 
dice che h dovuto alia cortesia del suo egregio amico E. Beltrami), stavano pure due brevi 
aggiunte. La 1.^ di queste h la citazione del Battaglini in nota al n. 7. La 2.^ sar^ qui messa 
in nota al n. 49, ed 6 data dall’ Auto re come relativa a quel numero e al n. 21. 

pi] Pag. 325. Anche nel seguito la parola Stella > 6 sempre usata nel senso di « fascio 
di retie » , a differenza del significato che ora le si dk comunemente. 

p2] Pag. 825. Questa definizione h insufficiente per gli scopi a cui poi la si applica. Occor- 
rerebbe aggiungere, ad esempio, la condizione delValgebricitd della relazione (Cfr. C. F. Geisbr, 
Sopra un teorema fondamentale della Geometria. Annali di matematica, 2.^ serie, vol. 4, 1870-71 
pag. 25-30). Cosi in seguito (nn. 8, 36, 46, eee.) accade ripetutamente che dalla sola biuni- 
vocit5, di Una corrispondenza si conehiuda che questa e rappresentabile con un’equazione bi- 
lineare. 

[«] Pag. 335. In un esemplare dell’edizione tedesca (Einleitung), sul quale PA. fece segni 
iu margine, probabilmeute per servirsene in una ristampa, tutto il seguito di questo n. 19 
b segnato come cosa da sopprimere. 


Pag. 336. V. la fine di e la nota a pie’ di pagina al n. 49. 

Pag. 342. Cfr. la nota alia fine del n. 23. 

Pag. 347. Qui, in nota ad (A), T Autore scriveva: « A questa dimostrazione si sostituisca 
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uua delle due date da Chasles, foudate sul principio di corrispondenza (Comptes rendus, 
30 sept. 1872, 20 janv. 1873). » 

Pag. 347. Le parole seguenti non s’intendano nel senso che, solo allora il numero 
delle intersezioni riunite in a possa divenir pin grande. — Ij'esempio addotto, due righe dopo, 
6 errato. II pun to a non equivarrebbe ad r 1) intersezioni, ma in generate solo a r’ (r-j-1) + 1 . 
II sistenia di r curve K di second’ordine. . . , che poi si assume, dfi. luogo ad una particolaritd 
(due pxinti r— pli successivi) maggiore di quella del detto esempio. 

[<*] Pag. 349. Qui, e nel seguito, si deve sempre sottintendere die le serie di curve di cui 
si parla, e cosi le condizioni a cui le curve si assoggettano, siano algebriche. 

Pag. 349. A questo punto, nella traduzione tedesca (Einleitwig , pag. 48-49), h aggiunto 
quanto segue; 

In einer Reiho von Curven w— ter Ordnnng kaiin man jede einzelne als von dem 
Werte einer bestimmteu variablen Grosze abhangig betrachten, wie etwa, um eiu 
Beispiel anznfiihren, von dem Producte der anharmonischeu Verhaltnisze 

[a h c .-r,) . [abc'X^ {a be x,) , 

worm a^b^c drei gegebone Puncte in gerader Linie bedeuten, nnd aij, Xj, die 
Puucte sind, in denen diese Geradc die Oni’ve schneidet. 

Dieser Grosze, deren verschiodene Werte zur Bestimninng der verschiedenen Curven 
ein und derselben Reiho dienou, ptlegt man den Naraeu Parameter zu geben. 

Hfingt die Curve von irrationalen Punctionen des Parameters ab, so werden die 
verschiedenen Werte diesor Functionen, es seien r, ebenso viele Curven bestimmen, 
welche alle ein und deinselben Werte des Parameters entsprechen. Die Gruppe dieser r 
Curven kann als ein Ort der rw— ten Ordnung betrachtet werden, und die gegebene 
Reihe als eine solche von der r«.— ten Ordnung, in welcher jeder Wert des Parameters 
nur eine einzige Curve individualisiert. Eine solche Eeihe kann man xusammengesetxt 
nennen mit Riicksicht auf die Curven n— ter Ordnung, und einfach in Bezug auf die 
Gruppen oder Curven dor >7j~-ten Ordnung. Daher ist klar, dasz der Fall einer zusam- 
mengesetzten Eeihe, aus diesem Gesichtspuncte aufgefaszt, auf den der einfachen Reihen 
zuriickgefuhrt werden kann. Wir werden im Folgenden daher nur von letzteren reden, 
gleichgtiltig ob die Elemeute derselben einfache Curven oder Gruppen von Curven sind. 

[50] Pag. 354 . La citazione « pag. 291 » riguarda una dimostrazione di Carnot, che non ha 
alcun fondamento. Vale invece la dimostrazione contenuta nell’altro passo citato (n. 378). 

['*] Pag. 358. Qui, in margine ad (A), sono aggiunte le parole: « se sono in numero ». 
Accade in questo, come in altri luoghi della presente Memoria, che la loeuzione « punti dati. 
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o presi, ad arbitrio » vada intesa nel sense di « punti gmerici » , cio6 « escluse talune posizioni 
eccezionali » . 

Pag. 359. Qnesto fatto non si pno asserire senza riserve: perch^ gli ^ ^ y~ ~ ~ — ^ punti, 
essendo stati presi sulle due curve date, di ordini p, q, non sono « punti presi ad arbitrio » nel 
senso della proposizione del n. 41 qui invocata. Effettivamente il teorema di PLttCKBR, a cui 
poi si giunge, esigerebbe qualche restrizione (cfr. nota seguente); e cosi pure i corollari che 
se ne traggono in questo n. 43 e nel n. 44. 

p] Pag, 360. Qui, in (A), si aggiunge: « se in numero oo^ ». Cfr. le due note precedent!. 

p] Pag. 360. Anche qui occorrono restrizioni. La dimostrazione che segue esige, fra altro, 

che sia se no, non si posson prendere (n. 42) su Cp gli — — — pxmti 

per descrivere (irriducibile) . Cosi per w— 3,m=2,p=l il teorema non vale. — E vera 

pero, senza riserve, la proposizione cosi modificata (che occorre nel seguito) : Date due curve 
Cm, Cp che si taglino in mp punti, se per quest! passa una Cn, ove essa taglia ulte- 

riormente Cm in m {n—p) punti situati sopra una curva d’ordine n—p. 


[55j Pag. 361. Questo teorema vale solo (come gih dieeva il Cayley) colla condizione 
?^<m+p--3. Anzi, esso vamodificato cosi: fra le mp intersezioni di due curve d’ordini m,p 

se ne posson trovare mp — ^ — — — — tali che qualunque curva d’ordine 

n'^m-\-p — ^ descritta per essi passa anche ecc. ecc. 


p] Pag. 364. Per poter eonchiudere che si ha un’involuzione non basterebbe quel carat- 
tere: occorrerebbe anche invocare, per esempio, V algebricita. Cfr. nota [^^]. 

p] Pag. 366. Si aggiunga alPuna o I’altra ipotesi anche il caso 


[58] Pag. 366. La determinazione delle due tangent! in o a C^^f ^ fatta nel l.° articolo 
(n, 4) della Memoria n. 53 « Sopra alcune questioni nella teoria delle curve plane » . 

p] Pag. 367. La dimostrazione di questo fatto viene, nel seguito, scomposta in due parti 
(nn. 54 e 55). 

Nel n. 54 si fa vedere che, se una C^+u' contiene punti formanti la base d’un fascio 
d’ordine n, essa pub esser generata con due fasci projettivi degli ordini n, n\ Cib h vero; ma il 
ragionamento si serve ripetutamente, per curve d’ordine del teorema del n. 41 (al quale si 
riferiva la nota [^^]), in casi che si prestano a riserve simili a quelle ‘che abbiam fatto in 

Quanto all’esistenza su ogni di gruppi di punti base per fasci d’ordine essa 
h poi provata nel n. 55, ma con solo oonto di costanti: metodo che, in problem! di questa 
natura, non serve. 

Cib nondimeno il fatto essenziale b esatto. Cfr. C. KIJppek, Projective Erzeugung der 
(Jurvm Ordnung (Mathematische Annalen, t. 48, 1897, pag. 401). 
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Pag*. 3G8. Qui, in (A) sta scritto: « perchfe, essendo due curve d’ordine u' non 

potrebbero avcre nn (>^^'^) punti comuni ». 

1^^] Pag. 870. 1 1 due nuineri coincidono per e per dunque possiamo 

prendere 1’ uno o P altro, secondo che n > n , oppure n ^ n . Nel 2.® caso, aggiungendo ai 3?i--2 

punti, che si possono prendere ad arbitrio nella base del 1.*^ fascio, gli ~ — 

A 

punti che (54, a) vsono arbitrari nella base del 2^, si ha ancora il numero — ? . 

A 

Dunque 6 questo, in ogni caso, il numero dei punti che si possono prendere ad arbitrio per 
costituire le due basi. | 

Grazie a quest’ aggiunta [di (A)] il Cremona poteva, nel successivo n. 56, dopo il primo 
calcolo che conduce al numero nn'—\ (quello fatto per ipotesi che ora vi si puo 

sopprimere), indicare [ancora in (A)] come da cancellare i periodi seguenti, passaiidosi subito 
alia conclusione^di quel n. 56. 

[®-’) Pag. 377. Qui, in (A), PAutore segnava il problema: « Date 5 intersezioni di una cubica 
e di una conica, trovare la 6.» »; e citava: Poncelet, Applications d’ analyse et de gi^omHrie^ 
t. 2, pag. 109. 

[03] Pag, 380. Si b corretto « jmlare fs^ », in polare d’ordine s ». 

Pag. 380. Si sostituisca questo ragionamento insuJfifiiciente con quello contenuto nei 
nn. 5-7 della Memoria 53 , gij\ citata in 

[®^J Pag. 382. Applicando il n. 20, ossia la parte (a) delPattuale n. 73, che il Cremona 
coutava (in una nuova odizione) di anticipare, ponendola subito dopo il n. 68. 

[^^1 Pag. 382. Il ragionamento precedente, fra ) |, riportato da (A) (ove PAutore Paveva 
inserito per ri empire una lacuna della Memoria originale), ha anche assegnato, alia fine, le 
tangent! nel punto {r—s)P^'> a quella polare anticipando cosl la proposizione che, per 

.s^l, si troverit in principio del n. 74, 

[^'^j Pag. 384. I Piu generalmente: il punto, in cui la retta polare di o rispetto ad r delle n 
rette incontra la retta polare relativa alle altre n—r, giace nella retta polare di o rispetto 
alle n rette. Becthami, Intorno alle coniche del none punti ecc., [1863. V. Opere matematiche 
di E. Beltrami, t. I, p. 45]. | 

Pag. 388. NelP originale, invece di questo numero, stava scritto (w— 1) — (r— 1) — (^— 1); 
e quindi nella riga seguente stava La correzione b stata indicata dallo stesso 

Cremona nelPelenco dei « Druckfehler » alia fine della Einleitung^ e nel § 2.° della Bivisia 
hihliografica: Sulla teoHa delle coniche. (Queste Opere, n. 52 ) — Pare che in una nuova edi- 
zione PAutore avrebbe soppressa questa parte (c) ’del n. 81. 

P®] Pag. 388. Qui vale quella stessa osservazione che, pel n. 7, fatta nella no ta [^^]. 
Bisogna aggiungere, ad esempio, la condizione che la legge data sia algebri/^a. 
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Pag. 389. Nella traduzione tedesca {Einleitiing ^ pag. 117), h detto invece che quel luogo 
^ « m Allgemeimn Mchstens von der — ten Ordnung . E subito dopo 6 aggiunto : 

Wir sageii « Ln Allgemeineri hochstens » well verschiedene Umstande die Ordnung 
der resultierenden Curve erniedrigen konnen. Z. B., wenn die beiden Eeihen singuldre 
correspondierende Elementepaare enthalten. Die Grosze M72+]Sr??^ musz man also vielmebr 
als eine obere Greuze betrachten, wie als eine absolute Zahl. Im Folgenden Nr. Ill bis 
werdeii wir bierzu in der Theorie der Kegelschnitte bemerkenswerte Beispiele betrachten. 

(II n. Ill bis accennato h dato, per la parte a cui qui si allude, nella Memoi’ia 47 di queste 
Opere). Vi ^ inoltre, a questo punto della Einleitung, la citazione a pi^ di pagina: 

« Man sehe auch einen Brief Jonquieres’ an den Yerfaszer im Giornale di Mate77ia- 
tiche ad uso etc., Napoli 1863 [t. l.^], p. 128, sowie Bemerhungeji iiber Cnrvenreihen 
von heliebigem hidex von G. Battaolini (G7'it7ierts Archiv t. 41, Heft 1, S. 26) [==Sulle 
serie di curve d' indice qualunque, Rendiconti Accademia delle scienze di Napoli, t. 2, 1863, 
p. 149]. 

La stessa modificazione (ripudiata poi, come diremo subito, dal Cremona), consistente 
nelPaggiunta delle parole « zm Allgemeinen hochstens , e fatta nella Einleitung, a quegli 
enunciati dei success! vi nn. 85, 86, 87, che assegnano numeri (specialinente ordini di luoghi) 
relativi a serie di curve d’ indice N. *— Quest! cambiamenti son rilevati in modo particolare 
nella prefazione di M. Curtzb alia Einleitung. 

La lettera del Be Jonqui^irbs, a cui si riferisce la citazione a pi6 di pagina test6 riportata, 
e data nel Giornale, sotto il titolo « Corrispondenza », preceduta dalle parole: « II Prof. Cremona 
ei prega di pubblicare la seguente lettera, a lui diretta dal chiarissimo sig. de Jonquii^hes ^>. 
In essa questo geometra dice che i teoremi sui sistemi di curve d’ indice N da lui publicati 
nella Memoria del 1861 (citata in (\UQsis. Introduzione, n. 34, ece.)« TMoremes generaux etc.y> 
sono enunciati in termini troppo assoluti, danno solo dei limiti supei'loi'i per i numeri di cui si 
tratta. <r II faut done ajouter 4 la plupart de ces th6or4mes ces mots: en general et au plus » . — 
Alla lettera il Cremona fa seguire questa sua awertenza: 

Non potendo ora ocenparmi deH’argomento, colla pubblicazione di questa lettera 
dell’esimio geometra fraucese, intendo anehe di mettere in guardia i giovaui lettori della 
mia Introduxione contro le magagne dei teoremi che concernono le serie di curve 
d’mdiee qmlsivoglia. (Bologna, 16 aprile 1863). 

Com’fe esposto piu diffusamente neH’artieolo di C. Sborb, Intorno alia storia del principio 
di corrispondenza e dei sistemi di curve (Bibliotheca mathematica, 2.® serie, t. 6, 1892, pag. 33), 
i dubbi del Be JoNQuiijRBS, accolti prowisoriamente dal Cremona, erauo derivati da qualehe 
osservazione fatta a quello scienziato dallo Chasubs; e dipendevano da cio che il metodo di 
dimosti-azione del Db JonquiArbs (adottato pure dal Cremona in questo n. 83 e nel seguito), 
ossia I’nso del princijHo di corrispondenza (come poi fu chiamato dallo Chaslbs), era basato 
sulla considerazione del grado di un’equazione, (cosi, nel teorema generale del n. 83 da cui 
abbiam preso le mosse, si aveva un’equazione del grado Mra+Nj»): e Chaslbs obiettavache 
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quel grade potrebbe abbassarsi. — Ma presto Cremona riesciva a togliere quest’ obiezione, ed 
a ridare con cio il loro primitivo valore ai teoremi sui sistemi di curve. In una lettcra al Db 
J oNQUi^JRBS, datata « Bologne, 29 Janvier 1864 », (che fu poi parzialmente publicata a p. 14-16 
di un opuscolo litografato « Docitments relatifs d une revendication de priorit6 et Reponse d 
qudq%it8 critiques nouvelles de M. Ghasles, par M, E. Db Jonqui^ires, Paris le 4 Fevrier 1867 »), 
egli cosi si esprimeva: 

Je Yous serai fort oblig6 d’avoir la patience de lire ces lignes, et de me commu- 

niquer votre sentiment a ce propos. 

Pardoniiez-moi si j’ose prendre, devant vous, la d6fense de vos theoremes, mais je 
ne cherclie qu’a etre convaiucu et a soparer la v6rit6 de I’erreur. Si Tobjection conteniie 
dans votre derniore Icttre est la seule qu’on puisse 61ever contre vos th6oremes, jene vois 
pas pourquoi ron doute do leur exactitude on de la solidit6 de leur ddmonstration. 

[Qxii Db JoNQUiiniES avvcrte: « II rappelle ensulte les <ld6nients de la question, ou il s’agit 
de prouvor que los courbes correspondantes de deux series projectives de degr6 w-, n et d’ indices 
M, N se coupcnt sur une courbe de degr6 mN+aM, et il ajoute: »J 

Si Foil cherche I’ordre du lieu par lamdthode dontvous et moi nous avons fait usage, 
il me parait dvident que lo terme ne pourra pas manquer, en gmeraL S’il 

manqnait, il faudrait supposor qiFa x=oo corresponde [une ou] plusieurs fois «y = cc , 
et par cons6quont ou la droitc a Pinfini ferait partie du lieu, ou la transversale sur laquelle 
on considfire los points x et y roncontrerait le lieu a rinfini: deux hypotheses Sgalement 
inadmissibles en (j6n6ral.., 

Oertainoment rien n’ompoche de regarder le nombre obtenu comme une limite sup6- 
rieure; mais jo ne vois pas qu’il soit inexact, de I’^noncer memo comme un nombre 
absolu. C’est co qui arrive dans presque toutes les questions de g6om6trie ou il s’agit de 
I’ordre ou de la classe d’une courbe ou d’une surface, y compris le cas des faisceaux ou 
dos s6rios de droites — 

Je vous prie vivement d’accueillir avec indulgence ces iddes et de les combattre si 
elles ne vous semblent pas justes. J’ aspire uniquement a etre convaincu de mon erreur. 
Je vous prie de me dire si vous et M. Ohasles avez d’autres raisons pour douter de la 
rigueur de ces ddmonstrations, et principalement de me dire pourquoi notre grand maitre, 
M. Ohasles, doute absolument de Texactitude des th^or^mes dont il s’agit. Je suis dans la 
plus grande perplexity ; je doute de moi-meme; je me confie en vous pour etre rassury 
ou dytrompy 

Priez M, Ohasles d’agryer mes civilitys, et engagez-le a pousser 1’ impression de ses 
coniques, et h publier ses autres mymoires sur la thyorie gynyrale des courbes, dont vous 
m’avez inspiry la plus grande curiosity. 

Il Db Jonqui^jrbs accolse le idee del Cremona, e nel Journal de mathym., 2.® s6rie, t. 10 
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(1865) p. 412, ritir5 le restrizioni che « dans nn moment de precipitation » aveva creduto di dover 
aggiungere alia sua Memoria del 1861. ^ 

pi] Pag. 390. Qui I’A. segno in margine: « Questo teorema si concluda meglio dal ii. 23 
e dal 49 ». 

p^j Pag. 391, Questo ragionamento e imperfetto. Conviene, per cio che occorre poi, modi- 
ficarlo nel modo segnente: 

Le prime polari rispetto a Cn dei punti di una retta A passante per d hanno in d per 
tangente comune la retta A' armonica di A rispetto alle due tangent! T, U di C,,, in d (73); 
sicch^ il punto s^cccessivo a d su A' ha come retta polare A. 

Si prenda ora eome retta A success! vamente ciascuna delle M tangent! in d alle M curve 
Cm della data serie, le quali passano per d, Costruendo le M rette armoniche di queste tangenti 
rispetto alia coppia TU, avremo M direzioni secondo cui il luogo K passa per d. 

K passa dunque per d con M rami, corrispondentemente alle M curve passanti per d, 
Se T e U coincidono, per essere d punto stazionario di C,,., coincideraimo in T anche le M 
armoniche ora nominate, ossia le M tangenti in d a K. 

p'-ij Pag. 391. La proposizione del n, 32, che qui s’invoca, non era esatta, come abhiam 
riievato nella nota [^'^]. Tuttavia il risultato a cui ora si giunge 6 vero. Infatti (v. la fine 
deir ultima nota) K passa pel punto stazionario d di C, 2 , con M rami (completi), aventi tutti per 
tangente la tangente T di laondein d saranno riunite appunto 3 M intersezioni di K e . 

Pag. 393. Proposizioni pin general! che quelle di questo ii. 88, intorno all’ influenza di 
particolari punti sul nuraero complessivo dei punti doppi delle curve di un fascio, si troveranno 
nei nn. 8-12 della Memoria 53. 

Pag. 396. In un foglietto manoscritto del Cremona e detto di modificare la parte che 
segue nel testo, eosi: 

(b) Se i due fasci sono dello stesso ordine m, e se hanno una curva comune, questa faiA 
parte delP inviluppo dianzi ottenuto. Togliendo la curva comune, la quale, supposta priva di 
punti multipli, sara della classe m (m—l), rimane una curva della classe 4m2— -4m-w (m—l) 
~3m (m'—l) ; cio6: 

Le tangenti comuni nei punti om si toccaiio le curve di due fasci d' ordine m, aventi una 
curva comune, inviluppano una linea della classe 

(e) L’ipotesi preeedente si verifica nel caso che i due fasci siano format! da prime polari 
relative ad una data curva fondamentale d’ordine n, onde m = 1. Allora: 

Le tangenti comuni m* punti di cooitatto ecc. ecc. [come nel testo] . 

P«] Pag- 397. Questa proposizione fondamentale non deriva cosi immediatamente dalla defi- 
nizionedata della rate. 

In un foglietto manoscritto il Cremona ha indicate di sostituire alia parte del n. 92 che 
giunge fino a questo punto la trattazione seguente: 

Abbiamo veduto [n. 41] che, se Ui=0, sono le equazioni di due curve dello stesso 
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ordine I’equazione rappresenta un sistema semplicemente mfinito (ooi) di 

curve dello stesso ordine individuate dagli oo^ valori del rapporto o parametro \ : L, . A questo 
sistema, caratterizzato dalla propriety che per un punto ay'bitrario del piano passa una ed una 
sola curva, si 6 dato il nome di fascio, Siccome i valori del rapporto : L, si possono rappre- 
sentare coi punti di una retta (punteggiata) o coi raggi di un fascio, cosi le curve del fascio 
‘/.^Ui + ^oUo"=0 si possono riferire univocaineiite agli element! di una retta punteggiata o di 
un fascio di raggi (assumendo ad arbitrio tre coppie di elementi corrispondenti). 

Analogamente, se Uj ~0, U,, = 0, sono le equazioni di tre curve d’ ordine 7 i non appar- 

tenenti ad uno stesso fascio, ossia linearmente indipendenti, I’equazione XjUj + ^^2^2 + ^3^3 = 0 
rappresenta un sistema doppimnmte mfinito (co^) di curve d’ ordine n, determinate dagli co^ 
valori dei due rapporti : 'L : X,.. . A questo sistema, che h caratterizzato dalla propriety che 
per due punti arbitrari passa una sola curva, ossia che per un punto arbitrario passano oc^ 
curve forinanti un fascio, si di\ il nome di rete. Come i valori dei rapporti Xj : X^ : X3 si pos- 
sono rappresentare coi punti (0 colle rette) di un piano, cosl le curve di una rete si pos- 
sono riferire univocamente ai punti (o alle rette) di un piano. Rappresentando per esempio le 
curve della rete coi punti del piano, i fasci di curve contenuti nella rete vengono ad essere 
rappresentati dalle rette del piano stesso. Percih si vede subito che la rete contiene fasci ; 
che due fasci della rete hanno una curva comune; e che una curva c comune a go^ fasci [della 
rete], Una rete (’i determinata da tre curve (dello stesso ordine) non appartenenti ad uno stesso 
fascio, ovvero da due fasci (dello stesso ordine) aventi una curva comune. Tre curve non hanno, 
in generale, punti comuni; ma se tre curve determinanti una rete hanno punti comuni, essi 
sono corauni a tutte le curve della rete. 

In modo simigliante, I’equazione X^ Uj -I-X2U2+ X3U3+X4 U4— 0 rappresenta un sistema 
triplarnmte infinito ( 00’^) di curve dello stesso ordine, corrispondenti agli oo^ valori dei tre rap 
porti Xj :\\\: supposto che le quattro curve Ui = 0, U^^^O, U.^-^O, U^ — O non appar- 

tengano ad una stessa rote. In questo sistema tutto le curve che passano per uno stesso punto 
arbitrario formano una rete; tutte quelle che passano per due punti arbitrari formanoun fascio; 
e per tre punti quali si vogliano passa una sola curva del sistema. I valori dei rapporti 
si possono rappresentare coi punti dello spazio a tre dimensioni; percib le 00^ 
curve del sistema in discorso si possono far corrispondere univocamente ai punti dello spazio. 
I piani dello spazio rapprpsontano allora le reti con tenute nel sistema ; e le rette dello spazio 
ne rappresentano i fasci. Dondo si trac subito che due reti (del sistema) hanno un fascio co- 
mune, che tre reti hanno una curva comune, che una rete ed un fascio hanno una curva co- 
mune, e che due fasci hanno una curva comune solamente quando sono contenuti in una 
stessa rete. 

Proseguendo si potrebbero considerare sistemi co^ , oo^ . , . di curve d’ ordine n. In gene- 
rale un sistema co’’ h rappresentato da un’equazione X^Ui+XglT^-h ••• +'''*r4-iUr+i — 0, dove 
le . . . fmanca il seguito], 

P'^J Pag. 397 . Questa denominazione 1 ’ Autore voleva poi sostituita dovunque con Jaedbiana 
della rete, pur conservando il nome Ressiana per la linea dehnita in (90 , a) . (Ci6 s’ accorda 
colla designazione : Jacohiana di ire curve, introdotta al n. 93 ). 

ps] Pag. 397 . NeH’originale, dopo la citazione ( 48 ), era detto: «ed una di queste ha per 
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tangente cuspidale la retta T » . Invece quella cxirva del fascio che ha T per tina tangente in 
a non sar^ in generale una delle due curve che sono cuspidate in a. 

L’Autore, in (A), aveva cancellato quella frase ed auche la successiva, con cui hnisce 
questo n. 92. 

P®] Pag. 401. Esistono alcuni fogli manoscritti del Cremona in cui si ricerca la moltipli- 
cit^ della Jacobiana di tre curve, in punti che presen tano altri cast particolari. Sono pero ah- 
bozzi, che non occorre publicare. Hiproduciamo invece una parte di cio che h scritto, in (A), 
accanto a questo n. 96: 

« Quando o sia un punto per le tre curve C, C', 0% la curva K' corrispondente ad una 
retta L ha in o un punto (2r— ed ivi ha per tangenti L ed i 2(r — 1) raggi doppi del- 
I'involuzione determinata dai due gruppi di tangenti in 0 alle curve C, C' (in virtu del n. 51). 
Analogamente per K"; quindi, siccome tutte le curve K', K" hanno in n un punto (2r — 
ed inoltre due curve corrispondenti K', K" hanno sempre una tangente comune L, cosi o saiA 
un punto (2(2r— l) 4 -l)p^o per la curva complessiva generata dai fasci delle K^, K" . Ma di 
questa fa parte la 1.^ polare di o rispetto a C, che ha in o un punto dunque la Jaco- 
biana avr^ in o un punto multiplo seeondo il iiumero 2(2r— 1) -j-l — 1* 

« Se una delle curve della rete, per esempio C", ha in o uu punto (r-|-l)P^ 0 j le tangenti di 
C" sono tutte tangenti anche della Jacobiana. Le altre 2(?’ — 1) tangenti di questa sono i raggi 
della Jacobiana dei due gruppi di tangenti in o alle curve C, C'. 

« Da cio segue, ndla teoria delle polari, che se la curva fondamentale ha un punto {ry^% 
la Hessiana ha ivi un punto (3r— le due curve hanno [in esso] r tangenti comuni; percio 
quel punto assorbe 3r(>*— '1) intersezioni » . 

Seguono altre cousiderazioni (incomplete) dirette a provare che in generale un punto (r)p^“ 

con 5 tangenti riunite produce sul numero dei flessi, come (n. 74) sulla classe, la stessa dimi- 

T (T — 1) 

nuzione che produrrehbero — 1) Rodi ed s — 1 cuspidi. 

Pag, 40L Se non si aggiunge al testo originale la condizione che qui s’fe messa fra [ ], 
la frase che vien dopo va modificata cosi : « la curva Hessiana della rete ha tre rami passanti per 
0 , uno dei quali h ivi tangente alia retta T e gli altri due sono toccati dalle due curve della 
rete che hanno una cuspide in o». Questa modificazione appunto si trova in (A). — Cfr. la 
nota P*]. 

P^] Pag. 402. Cfr. la nota **) a pi^ di pag. 394. 

P*] Pag. 404. Quest' osservazione, fra [ ], non stava nelP originale ; ma h necessaria per 
poter poi applicare il n. (97, d). 

[^] Pag. 406. Qui PA. continua, in margine ad (A) (cfr, la nota seguente) : 

Ne segue che il numero delle curve di una rete d'ordine n — 1^ che toccano due curve 
i cui ordini siano e le classi M, M', h 

4:{n — 2)2 m m'-f 2 (7^—2) {m M'-f m' M) -f M M' . 

p^j Pag, 406. In margine a queste due righe, I’Autore ha scritto a matita: no. 
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Certainente 1’ asserzione contenuta nel testo 6 eccessiva, poichfe una rete qualsivoglia di 
curve non 6 in generale un sistema di prime polari. Ma finch si tratta di problemi numerativi^ 
determinati, su reti di curve, la sostituzione di queste con reti di prime polari si pu6 riguar- 
dare come un’ applicazione del principio della conservazione del mimero. Essa 6 fatta, non solo 
qui in (103 b), ma anche nel seguito, come nei n/ 119, 120, 121. — Cfr. la giustificazione, che 
poi ne 6 data al n. 17 della Memoria 53 . 

Pag. 411. )I punti comuni alle due curve d’ ordine m ed -2) sono le 3m(;i-~2) 

intersezioni della prima curva coll’Hessiana [di CJ, ed i punti [le coppie di punti distinti] di 
quella stessa prima curva che sono poli delle tangenti doppie della curva K (103). i 

Pag. 415. Qui, nella Einleitung, ^ posta a pi6 di pag. la nota seguente: 

Fallen die Puncte a, b, c, d paarweise zusammen, das heiszt, bertihren sich die 
Kegelschnitte des Bitschels in zwei Pimcten a und c, so rediicieren sich die beiden Paare 
von Gegenseiteu des Vierecks auf die Bcriihrungssehne ac^ als das System zweier zusam- 
menfalleJider Oeraden betrachtct. Das dritte Paar Gegenseiten wird durch die den beiden 
gegebenen Kegelschnitten gemeiiischaftlicheii Taugenten gebildet. Folglich bestimmen, 
wenn ein Kegolschnitt und zwei seiner Taugenten von einer Transversale geschnitten 
werden, die vier Durchschnittspuncte eine quadratische Involution, deren einer Doppel- 
punct auf der Beruhrungssehne liegt. 

P^8'* 418. Nella Einleitang h stata qui inserita, come n. Ill bis (a pag. 167-175), la tradu- 
ziono, con poche variant!, dei due articoli « Salla teoria delle coniclie » che si troveranno nel 
seguito di queste Opere, come n.^ 47 , 48 . 

P*] Pag. 422. Quest’ asserzione non h esatta (la deduzione non regge, perch6 la corrispon- 
denza fra p e & non b univoca in ambi i sensi) ; e cosi pure I’analoga che vien subito dopo, sugli 
n— 2 punti a corrispondenti a uno stesso h . Si pu6 dire invece che : quando un pun to varia su 
R, e lo si prende successivamente, o come punto a , o come h , i gruppi dei suoi corrispondenti 
(n— 1, od n— 2) punti p descrivono due involuzioni dei gradi n — 1, 2, le quali risultano 

riferite proiettivamente (alia punteggiata descritta dal punto variabile, e quindi anche) fri^ loro. 
A queste involuzioni projettive il lettore riferisca la fine della nota (che occorre poi in (b)). 

P^] Pag. 424. In ognuno dei punti p dell’Hessiana che qui si son considerati, il luogo geo- 
metrico di cui si tratta avr^ un punto r—plo. Percib invece che contatto r— punto si deve leg- 
gere: incontro r ---punto. 

Per analoghe ragioni va fatta la stessa sostituzione della parola « incontro * alia parola 
^ contatto le altre volte che questa s’ in contra nel seguito di questo numero, in (a) e in (b). 

P^] Pag. 435, Quest’ argomentazione non regge, e il risultato a cui si giunge va corretto. Si 
osservi che, quando una curva si pu6 riguardare come V inviluppo di una serie oo^ d’ indice 2 di 
curve, i suoi punti doppi sono (soltanto): 1.® ogni punto che sia comune a tutte le curve di quella 
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serie, 2.° ogui punto dell’ inviluppo che sia doppio per rnnica curva della serie che vi passa. 
Applicando cio alia serie delle seconde polari dei punti di una retta R, ofctenianio (se n>8) 
due cast in cui la seconda polare (pura) di R lia un punto doppio p: l.*^) p h comune a tutte 
le seconde polari dei punti di R, ossia R fa parte della conica polare di jt?: ^ il solo caso che 
sia considerate nel testo. 2*®) (per ?^>3) p h punto doppio per la seconda polare di un punto o 
(anzi che per una prima polare, come nel caso), ossia (n. 78) p e un punto la cui cubica 
polare (anzi che conica polare) ha un punto doppio o, Presa allora come retta E la tangente 
in 0 alia conica polare di p, la seconda polare (pura) di R avra in p un punto doppio. Cosi 
anche nel 2.° caso si ottengono, come nel 1.*^, infinite rette R e infiniti punti p. 

[31] Pag. 437, Una dimostrazione piii rigorosa di questo teorema si trover^ nel seguito, al 
n. 149 (c). 


Pag. 446. A questo punto, nella Einleihmg, pag. 225'226, h inserito, prima di (b), un 
breye (ai)is)j tolto dal §4 della Memoria (Consider azioni sulle curve plane del 8.^ or dine,..) 
di queste Opere, o dal n. 26 dell’altra Memoria 53, gik piu volte citata. 

Lo stesso dicasi poi; per Paggiunta di un 139 e) che si trova nella Einleitung a pag. 227 ; 
per un^altra breve aggiunta a pag. 234, alia fine del n. 142*, e finalmente per quella al n, 148 
che h proposta al termine delP della Einleitung. 

Pag. 459. Nella Einleitung., dope questa citazione, segue (nella stessa nota a pi6 di pa- 
ginal quadro degli otto sistemi di quattro rette, che si trovava gi^ in Hesse, loc. cit. (= Ges. 
Werke, p. 166). 

p*] Pag. 459. Sopprimiamo, d’accordo con (A), un’asserzione non esatta relativa a quel 
punto di concorso. 

ps] Pag. 460. Cosi in Co concorrono [0l][10] , [02][20], [03][30] , [23][32] , [31][13] , [12][21] . 

P®] Pag. 460. Per quel punto (centre di projettiviU) passa anche la retta che unisce le 
intersezioni di (c£5o,P^o)j » P<^o)* 9"^^ segue che le rette a5o? P^o corrispondenti, e 

pero il loro punto comune appartiene alia conica a p [00] [11] [22] [33]. Dunque i punti sono 

coniugati rispetto a questa conica, e le loro polari s’ incrociano in un punto della retta alli- 
neato con [00] e col punto comune alle , pa^. Analogamente per ecc. ( 

P^j Pag, 461. t Le tangenti alia conica a ^ [00] [11] [22] [33] nei punti [00] , [11] , [22] , [33] sono 
anche tangenti alia conica polare di Cq , ed i punti di eontatto sono situati rispettivamente nelle 
rette ajb^ , a(b-y , , ap^ (S. Roberts, p. 120). i 

{^] Pag. 462. jSimilmente: in ciascuno dei 3 sistemi di coniche tritangenti alia cubica vi 
sono otto coniche che passano per un punto dato e toccano una retta data, e ve ne sono sedici 
che toccano due rette date. ! 
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